EP10.1 Vamos chamar de F o mdédulo da forga aplicada e de L o comprimento da barra. Imagine sempre um
eixo z ortogonal ao plano da pagina, passando por O e apontando para fora da pagina. Vamos calcular o torque
T, que a forga F produz na barra ao longo do eixo z. O médulo de 7, é sempre T, = F b, sendo b o brago de
alavanca de ﬁ, em relacdo ao eixo z, definido nas Figuras abaixo (a linha tracejada vermelha é a linha de agdo
de ﬁ). A diregao de 7, é sempre z, posto que uma forga sempre produz um torque que esta na diregao
ortogonal ao plano que contém a forga. O sentido de 7, é dado pela regra da mao direita: colocando o polegar
da mao direita ao longo do eixo de rotacdo, com essa mao curvada no sentido apontado pela forca ﬁ, o

sentido do polegar é o sentido de t,.

\ Note que o braco de
. \ alavanca b (em azul) sempre faz
| R .

| um angulo de 90° com a linha
|

—_— \ de acdo de F (linha vermelha).
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a)b=1Lert,=FL.A mao direita gira no sentido anti-horario, polegar para fora da pagina, t, para fora da

pagina (positivo no nosso referencial).

b) O angulo interno é 60° e b é o cateto oposto: b = Lsen(60) = Lv3/2 e t, = F L /3/2. A m3o direita gira

no sentido anti-hordrio, polegar para fora da pdgina, t, para fora da pagina (positivo no nosso referencial).

c) O angulo interno é 30° e b é o cateto oposto: b = Lsen(30) = L1/2 e 1, = F L/2. A méo direita gira no

sentido anti-horario, polegar para fora da pagina, 7, para fora da pagina (positivo no nosso referencial).

d) O angulo interno é 60° e b é o cateto oposto: b = L/2sen(60) = Lv/3/4 e 1, = F L \/3/4. A m3o direita
gira no sentido horério, polegar para dentro da pagina, T, para dentro da pagina (negativo no nosso

referencial).
e) A linha de agdo passa peloeixoz:b =0e1, =0.

f) Alinha de acdo passa peloeixoz: b =0e7, = 0.
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EP10.4

Sejam R o raio e M a massa da roda. A Figura ao lado mostra
as linhas de acdo das forcas que atuam na roda. Considere um eixo z
ortogonal ao plano da pagina que passa pelo centro da roda,
apontando para fora. Ja podemos ver que a forga com F; = 11,9 N
ndo produz torque T,; porque sua linha de agdo (azul) passa pelo

eixozeb; =0.

A forga tangencial com F, = 8,5 N (linha de a¢cdo em verde)
possui b, = R e 7,, = 8,5 R N m. A mdo direita gira no sentido anti-

hordrio, polegar para fora da pagina, t,, para fora da pagina (positivo no nosso referencial).

Para a forca com F; = 14,6 N (linha de acdo em vermelho) o angulo interno é 40° e b; é o cateto
oposto (em azul): b; = Rsen(40) =R 0,642 e 7,3 = 14,6 R0,642 N m. A mdo direita gira no sentido

horario, polegar para dentro da pagina, 7,3 para dentro da pdagina (negativo no nosso referencial).

O torque resultante na roda é:

T, =Ty +T; +T,3=0+85R—146R0,642=-881RNm

O torque resultante esta para dentro da pagina (porque é negativo) e vai produzir uma rotacdo/aceleracdo

angular da roda no sentido horario, de acordo com: 7, = [ a.

I Eaxo spin
. . I . e
EP10.8 Considere que z é o eixo de rotagao (linha tracejada), apontando para U
r, 1 b
cima. . : ‘.II
° = 0
Tendo em vista que 7, = I a, segue que o torque resultante na casca \ : I
ao longo de z deve ser tal que produza uma a ao longo de z dada por: \ : _,.f'f
Aw wr—wg -
QA== ——— |
At At
Sendo o momento de inércia do conjunto (em relagdo a z) dado por
(tabela 9.2):

2
I = ICASCA + ZIMASSA = §M RZ + 2mR2

Note que as duas massas sobre o eixo de rotagdo possuem raio de giragdo nulo e ndo contribuem para I.

Concluindo, o torque necessario ao longo do eixo z de rotacdo é, em mddulo:
(lJf — Wo

—la=| MR+ 2mR?
=14=]3 mn At
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Esse torque deve ser oposto a velocidade w, para frear a rotagdo. Por exemplo, se a rotagdo se da no
sentido indicado pela seta curva vermelha na Figura acima, entdo w estaria para cima (regra da mao direita:
dedos curvados no sentido da rotagdo, polegar para cima) e 7, deveria estar para baixo (negativo no nosso

referencial).

EP10.14 A ideia esta ilustrada ao lado. Enquanto o balde (massa m) cai (translada) com
velocidade de médulo V e aceleragdo de mddulo a, o cilindro (massa M e raio R) gira em ( ( ’ 7

torno do eixo z com velocidade angular w e aceleragdo angular a. A corda (que nao

desliza) vincula esses dois movimentos: V = w R e a = a R. O balde cai uma altura H até \ /

chegar na agua.
Os diagramas de forca sdo simples e ndo vamos fazé-los aqui.
No balde o peso puxa para baixo e a tensdo T transmitida pela corda puxa para cima. Entdo:
mg—-T=ma

No cilindro sé ha uma forca que produz torque ao longo de z, a tensdo tangencial transmitida pela

corda. Entdo: TR =1 a.

a) Concluindo, a tensdo na corda possui médulo:
S . I ( T ) r 1/R?
= = [— = — —_— = e —
*TIRTRY Tl 1+1/mRrzY
Para um cilindro macico (tabela 9.2): I = % M R?. Concluindo:

M/2 Mm

T = =
1+M/2zm 97 M+ 2m

g=429mg

b) Aplicando a conservacdo da energia mecéanica do sistema balde+cilindro (sem atrito cinético):
2 w?

E(A):E(B):>O+O+mgH=M7+I7+O

Portanto, usando o vinculo entre os movimentos:
V2 w? vz (V/R)? . 2mgH

mgH=Motlio=Moy+i——=V= MR

c) Considerando o MRUV do balde: V(t) =V, + a t. Considerando V, = 0 (parte do repouso) e V(t;) =V,

segue que o tempo t; de queda foi:

t—V— /4
YT a T g-T/m

Que pode ser obtido do que ja calculamos acima.

Direitos reservados ao autor: José Arnaldo Redinz / Universidade Federal de Vicosa — MG (Nov./2022) Ver. 1.6



d) O cilindro apenas gira, ndo translada. Segue que a resultante das forgas no cilindro é nula. Portanto, a forga

de médulo F vertical para cima atuando no eixo do cilindro deve ser tal que:

F-Mg—-T=0

EP10.21 A energia cinética de um corpo que rola sem deslizar é:
2 w2
K= M7+17= Krrans + Kror

Nesse movimento vale o vinculo translacdo/rotacdo: V = w R. Portanto:

1’(—MV2+I(V/R)2 = [M+ s
-2 2 R?
A fragdo Kgor/K é:
Kror 1/R? _ 1
K I 1+ MR?/I
M +ﬁ /
Olhando a tabela 9.2:
. : 2 Kror
a) cilindro macigo I=MR-/2 K 1/3
K 2
b) esfera macica I=2MR?/5 };(OT ==
K 2
c) esfera oca (casca) I =2MR?/3 ROT _ 2
K 5
- : 2 2 2 Kror _ 5
d) cilindro oco (raios R e R/2) I =MI[R*+ (R/2)*]/2=5MR*/8 X - 13

10.23 Para que ndo haja deslizamento da bola deve atuar nela o atrito estatico.
A Figura ao lado mostra a bola rolando para baixo de um plano inclinado de 6. A
forca de atrito estdtico, que impede que a bola deslize para baixo, é a

representada pela letra f (o médulo dessa forga).

A auséncia de deslizamento da bola é caracterizada exatamente pela
validade dos vinculos entre os dois movimentos translacdo/rotacdo: V =wR e

a = a R. Havendo qualquer deslizamento da bola, esses vinculos deixam de valer.

Analisando as forcas na bola, obtemos:
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Mgsen(@) —f=Ma
fR=I«a

Usando o vinculo a = a R obtemos o médulo da forca de atrito na bola, sem deslizamentos:

R? M g sen(8)
i f:f_1+MR2/I

M
f=Mgsen(@) —Ma=M gsen(f) — MaR = M g sen(6) —

Supondo agora que a bola esteja na iminéncia de deslizar, ou seja, que f tenha atingido seu valor maximo

possivel: fyax = Ug N = ug M g cos(8), o coeficiente uy minimo compativel com essa ideia seria tal que:

M g sen(8) tan(6)
=—= = M g cos(6) = = —
Um ug menor que esse valor ndo permitiria que a forga de atrito estdtico tivesse o valor f necessdrio para

produzir o vinculoa = a R.

Para uma bola macica (tabela 9.2):

tan(@) 2
e =135/ = 7 (@)

Para uma bola oca (tabela 9.2):

tan(8) = E tan(@)

HE=1%3/2" 5

Como 2/5 > 2/7, segue que o atrito minimo que impede o deslizamento da bola macica ndo impede o
deslizamento da bola oca. A bola oca tem mais facilidade de deslizar e precisa de mais atrito estatico para

impedir que isso aconteca.

EP10.38 Sejam R o raio e M a massa da casca esférica. Seu momento de inércia em relacdo a um eixo (z) que

passa pelo centro de massa é (tabela 9.2): I = 2/3 MR2.
A posic3o angular da casca varia de acordo com: 8(t) = At? + B t*.
a) A unidade de 4 é rad/s? e a unidade de B é rad /s*.
b) A velocidade angular da casca ao longo do eixo z é:
w(t) =%9(t) =%[A1:2 +Bt*|=2At+4Bt3=2t[A+ 2B t?]
O momento angular da casca ao longodoeixozé: L, = w = EMRZZ t[A+2Bt?] = %MR2 t[A+ 2B t?]

Note que L, = L,(t) e que essa mudanga em L, é produzida pelo torque resultante na casca ao longo do eixo

z de rotacdo:
d

d 2 2
TZ=aLZ=>TZ=a§MRZ [2At+4Bt3]=§MR2 [24 +12B t?]
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EP10.62

A ideia estd ilustrada ao lado, visdo de perfil. Enquanto o engradado (massa
m) sobe (translada) com velocidade de modulo V e aceleracdo de médulo a, o
cilindro (massa M e momento de inércia I) gira em torno do eixo z (eixo de simetria

do cilindro, apontando para dentro da pagina) com velocidade angular w e

T

aceleragdo angular a. A corda (que ndo desliza) vincula esses dois movimentos: T

V=wR e a=aR. A forca ﬁ, aplicada conforme a Figura, produz o torque

necessario para essas aceleragdes. Considere que a manivela tem comprimento [.
Os diagramas de forga sao simples e ndo vamos fazé-los aqui.
Queremos saber o valor de F para produzir uma acelerag¢ao a do engradado.
No engradado o peso puxa para baixo e a tensdo T transmitida pela corda puxa para cima. Entdo:
T-mg=ma

No cilindro hd duas forcas que produzem torque ao longo de z, a tensdo tangencial transmitida pela
corda e a forca na manivela. Considerando o eixo z para dentro da pagina, de acordo com a rotacdo indicada

na Figura, obtemos o torque resultante ao longo de z:
t,=F|l—-TR=1Ia«
Concluindo, eliminando a tensdo na corda e usando o vinculo a = a R:

a R R I
Fl—TR=1a:>Fl—(mg+ma)R:IE:p:mgT+(mT+R_l)a

Quanto maior o brago [ da manivela, menos forca precisamos aplicar para obter uma dada aceleracéo a.

§
EP10.67 E comum vermos aqui estudantes que consideram que a tens3o j’ -~
ot | | b,
na corda é igual a soma dos pesos pendurados, como se tudo estivesse |"j L! \
estatico, e que o teto devesse, portanto, apenas equilibrar o peso total do N ‘
conjunto. Mas, a ideia é que os pesos estdo se movendo e que a tensdo na [ - 125 N

corda ndo tem que equilibrar os pesos, posto que tudo esta acelerado.
Considere os pesos P; (75 N), que sobe, e P, (125 N), que desce. Ha 750N

um erro no enunciado, a polia possui peso P, (50 N) e raio R. Como ja

dissemos, ndo é verdade que a forca do teto na polia é P; + P, + Pp. Isso seria verdade se tudo estivesse

estatico (12 lei de Newton). Ndo é o caso. Precisamos calcular as tensGes na corda. As massas sdo conhecidas,

assim como o momento de inércia I da polia.

Os diagramas de forga sdo simples e ndo vamos fazé-los aqui.
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No peso P; (75 N), que sobe:
T, —-P=mya
No peso P, (125 N), que desce:

P,—T,=mya,

T, é o modulo da tensdo no lado esquerdo da corda e T, é a tensdo no lado direito. Essa ndo é uma corda livre
e a tensdo ndo tem que ser, e ndo é, a mesma ao longo de todo seu comprimento. A corda vincula os

movimentos dos pesos, de tal forma que a; = a, = a.Noteque T, — Ty = P, — P, — (my + my)a.

Na polia ha duas forcas que produzem torque ao longo de z, as tensdes tangenciais transmitidas pela
corda. Considerando o eixo z para dentro da pagina, de acordo com a rotac¢do indicada na Figura, obtemos o
torque resultante ao longo de z (sinais definidos pela regra da mao direita):

TZ=T2R—T1R=IC¥
A corda produz também o vinculo a = a R. Precisamos determinar T; e T5.

a I
TzR_T1R=Ia=IE$T2_T1=

Rz @
I P, —P
Tz—Tl=ﬁa=P2—P1—(m1+m2)a=>a=I =
ﬁ+m1+m2
Portanto:
mq
T1=P1+m1a=P1+I [PZ_Pl]
ﬁ+m1+m2
m;
T2=P2—m2a=P2——I [P, — Pi]

ﬁ‘l‘ml‘l‘mz

Finalmente, para que a polia esteja em equilibrio, com centro de massa estatico, a resultante das forcas nela
deve ser nula e o teto deve aplicar, para cima, uma forgca de mddulo:
F = PP + T1 + TZ

Note que se valesse P, = P; teriamos a solu¢do simples de F ser apenas a soma dos pesos.

EP10.91 Considere o pdassaro de massa m e velocidade inicial V, e a barra ge :"an\-mT
BRI LR

de massa M e comprimento L. O passaro colide com a barra em uma altura > Gousasy

h (25 cm) abaixo da extremidade superior. Considere um eixo (z) de rotacdo

gue passa pela dobradica no piso, apontando para dentro da pagina.

Note que trata-se de uma colisdo barra/passaro e que o sistema Dobradica
T | [

barra+pdssaro sofre uma for¢a externa importante durante a colisdo, a forga

gue fixa a extremidade inferior da barra. Por isso o momento linear desse

sistema ndo se conserva durante essa colisao.
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Mas, essa forca de fixagdo ndo produz torque ao longo de z, posto que ela ndo possui brago de
alavanca. Portanto, o sistema barra+passaro estd livre de torques externos ao longo de z durante a colisdo e

seu momento angular ao longo de z se conserva.

a) Usando a conservagao de L, obtemos que logo apds a colisdo a velocidade angular w da barra ao longo de z

serd (passaro parado apds a colisdo):

i m
L) = LT smb [L-h=lo>w=—

[L — h] V,

Para uma barra que gira em torno de um eixo que passa por uma extremidade (tabela 9.2): I = é M L2,

Portanto:
mL—nh

w=3y T

Quanto mais alto o passaro bate (menor h < L), mais rapidamente a barra gira. Se o passaro batesse na
dobradica (h = L), a barra continuaria estatica.

b) Apds a colisdo a barra apenas cai, conservando sua energia mecanica (sem atritos). Antes o CM da barra

estava em uma altura L/2 e ao final o CM da barra estard na altura nula (deitada no piso). Portanto:

, , 1 L o1, M
E(empe)=E(deltada):>§Iw2+Mg§=§wa+0:>wf: w2+TgL

z
EP10.96 Considere o corredor de massa m com velocidade inicial de médulo V; e a mesa
de momento de inércia I e raio R com velocidade angular inicial wg. A Figura ao lado
ilustra a ideia. O eixo z é o eixo de rotagdao da mesa. _/4

Vamos considerar que enquanto o corredor corre sobre a mesa ele faz forgas e torques na mesa, assim
como a mesa faz forgas e torques no corredor. Esses torques sdo internos ao sistema corredor+mesa e nao
alteram o momento angular desse sistema ao longo de z. Da mesma forma, atuam forcas externas de fixacdo
no eixo da mesa, forgas que ndo produzem torque ao longo de z, porque nao possuem braco de alavanca.
Concluindo usaremos aqui a conservagdo de L,. O corredor é uma particula de massa m. O corredor corre com
raio de giragdo R e ao final ele estara com a mesma velocidade angular wy da mesa.

I wg—mVyR

(antes) (depois)
L =1L
z z mR2+1

= -mVoR +1wy=[mR*+ 1wy = wy =

Note os sinais de L,. De acordo com a regra da mao direita: dedos curvados no sentido de V, para o corredor,
polegar sobre o eixo z para baixo (L, negativo no nosso referencial) e dedos curvados no sentido de w, para a
mesa, polegar sobre o eixo z para cima (L, positivo no nosso referencial). Em médulo, para o corredor (uma

particula) vale L, = braco X mVy = RmV, e paraodiscovale L, =1 w.
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Os dados numéricos vdo levar a um wy < 0, significando que o momento angular final do sistema,

L(Zdepms), estara apontando para baixo e que a rotagdo final tera sentido oposto ao de wy.
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