EP2.1 Considere que o foguete parta do repouso (vy = 0) em t = 0 e acelere verticalmente. Assuma um eixo

y vertical para cima com origem (y = 0) no ponto de langamento do foguete, ou seja, yo = 0 (no solo).

No instante t = t; (1,15 s) o foguete atinge a altura y(t;) = H; (63 m). No instante t = t; + t, (com
t, = 4,75 s) a altura do foguete ja é y(t; + t,) = H, (1.000 m).

Se l_j(ti, tf) = F(tf) — 7(t;) é o deslocamento do foguete no intervalo de tempo [t;, ], a velocidade

média nesse mesmo intervalo de tempo é:
D(tity) _ 7(tr) —7(t)
tr —t; tr — ¢

Ou (L tr) =
Para um movimento unidimensional, ao longo de y, segue que:

D(ti,tr)  7(tr) —=7(t) _ y(tr) —y(&:)
tr—t;  tr—t;  t—t Y

o (tity) =
a) No intervalo de tempo [t; = ty,t; = t; + t,] obtemos:

r(t) = y(t,)y = H,y

F(tr) = y(ts + t)9 = Hy9

Portanto:

y(ty +t) —y(ty) . _ H, — H1}A/

Uy (ty, by + ) =
Mty ty + 62) P a— y t

(v =196 m/s)
b) No intervalo de tempo total [t; = 0,t; = t; + t,] obtemos:

7(t) = y(0)9 = yo9 = 0

77(tf) =y(t; +t)y = Hy)
Portanto:

y(t;+t;)—yo .. H,—0 _ H,
t o0 Vo rral T oy (m=170m/s)
1 2 1 ) L 5

ﬁM(O, tl + tz) =

EP2.5 Considere o comprimento de arco de circulo L percorrido por cada corredor. Supondo que ambos
partam do mesmo ponto em t = 0, o corredor A percorre arco de circulo de acordo com (v, = 6,2 m/s):

Ly(t) =v,t
enquanto que o corredor B percorre arco de circulo (no sentido oposto) de acordo com (v = 5,5 m/s):
Lg(t) =vgt
Portanto, o comprimento de arco completo que separa os dois corredores é dado pela fungdo:

AL(t) = Ly(t) + Lp(t) = (v +vp) t
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A Figura ao lado ilustra a ideia: o corredor A é a bolinha azul e o corredor B é a
bolinha vermelha. Os dois corredores partiram do ponto marcado pela bolinha preta. O arco
destacado em verde é o arco completo que separa os dois corredores, de comprimento
AL(t). A Figura pressupde v, > vy e, por isso, o corredor A percorreu um arco maior no

mesmo tempo t.

a) Para determinar o momento t; em que eles se cruzam, basta considerar que, nesse instante, o arco
completo que separa os dois corredores tem comprimento AL(t;) = 27 R (= 200 m), que é o comprimento

do circulo todo. Portanto:

AL(t) = (g + vg) ty = 2R = t, = —2 0 2290 _ 171
= = = = == ,
1 vaT VB f & 1 vy +vg 11,7 s

b) Nesse instante, o corredor A vai ter percorrido um arco de comprimento:

v
Li(t) =v,ty =ﬁ2nR =106m

enquanto que o corredor B vai ter percorrido um arco de comprimento:

Up
Lp(t]) =vgt;=—2nmR=94m
5(t1) Bl oAt Vg

EP2.6 Agora os corredores correm no mesmo sentido. O mais rdpido (A) sai na frente e deixa o mais lento (B)
para trds. Em um dado instante (t,) o corredor A ja vai ter dado uma volta completa a mais que B e vai
alcangar novamente o corredor B. Concluindo: no instante t, o corredor B vai ter percorrido o arco de
comprimento Lg(t,) = vg t,. Enquanto isso, o corredor A ja deu uma volta completa a mais, ou seja:
L,(t;) =21 R + v t,. Portanto, a condigdo que determina t, é:

2R

Ly(t;) =2mR+vgt, =v4t, 2>t =—=286s
Vg — Vs

Nesse instante, corredor B tera percorrido um arco de comprimento:

Lp(t)) =vp t, = vAv_—Bsz TR=1571m
Chegamos aqui a conclusdo de que, antes de ser alcancado por A, o corredor B da 7 voltas completas no
circulo (1.400 m) e percorre mais 171 m além do ponto de partida. De fato, note que velocidade de A em
relacdo a B é muito pequena, vy — vg = 0,7 m/s, e que demora bastante (286 s) para que A consiga dar uma
volta a mais que B, alcangando B. Concluindo: no instante t, o corredor B ja deu 7 voltas completas no circulo
e avangou mais 171 m e o corredor A ja deu 8 voltas completas e também avancou mais 171 m, alcangando B.
Nesse instante ambos estardo (juntos) a uma distancia de 171 m do ponto de largada (ou 29 m, se olharmos

a (menor) distancia que ainda falta para A e B voltarem ao ponto de partida).

b) Apds o instante t,, o corredor A ultrapassa o corredor B e continua se afastando, até que no instante t3 o

corredor A ja vai ter dado mais uma (segunda) volta completa e vai alcancar novamente o corredor B. Aqui a
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ideia € a mesma que no item (a), mas, para duas voltas completas a mais de A devemos considerar que
Ly(t3) = 2(2m R) + vp t3, ou seja:
4R
LA(t3) =4‘7TR+UB t3 =vAt3 $t3 == th
Vg — Vp
O corredor A demorou um tempo t, para ultrapassar B pela primeira vez e vai demorar mais t, para alcangar B

pela segunda vez, e assim por diante.

Nesse instante, o corredor B tera percorrido um arco de comprimento:

Up

LB(t3) = VUp t3 = ‘UA—‘U4TI:R =2 LB(tZ) = 3.143m
B

o corredor B da 15 voltas completas no circulo (3.000 m) e percorre mais 143 m além do ponto de partida.
Nesse instante t; ambos estardo (juntos) a uma distancia de 143 m do ponto de largada (ou 57 m, se

olharmos a (menor) distancia que ainda falta para A e B voltarem ao ponto de partida).

EP2.9 Considere um eixo x horizontal com origem (x = 0) no seméforo (x, = 0) e que o carro parte do
repouso (vy = 0) no instante t = 0. O carro segue ao longo de x com a seguinte equag¢do horaria da posicdo:

x(t) =bt?—ct3

a) Se B(ti, tf) = F(tf) — 7(t;) é o deslocamento do carro no intervalo de tempo [t;, t¢], a velocidade

média nesse mesmo intervalo de tempo é:

Bt ty) _ #(t) - ()

Para um movimento unidimensional, ao longo de x, segue que:

B(ti, tf) _ ?(tf) — ?(ti) _ X(tf) - X(ti) P
te—t;  t—t; -

ot ty) =
a) No intervalo de tempo [t; = 0, t; = t;] obtemos:
7(0) =x(0)2 = (b 02 —c 032 =0

() =x(t)=(bt? —ctd)2 =t2(b—ct))X

Portanto:

x(t;) — x(0 t2(b—cty) —0
(t) ()fz 1 ( 1) Rt (b—ct) R
t,— 0 t,

ﬁM (Ol tl) =

Levando em conta os dados huméricos com t; = 10 s, obtemos (em m/s): ¥,,(0,t;) = 12 % .

b) a velocidade instantanea (ou simplesmente velocidade) do carro é:

dr(t d dx(t d
v(t) = Zl(t)=§[x(t)£]= );(t)9?=a[bt2—ct3]9?=[2bt—36t2]55=t(2b—30t)3?

Levando em conta os dados numéricos obtemos (em m/s):
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B(t=0)=0(2b—-3c0)£=0
O carro parte do repouso, como
esta dito.

B(t=5)=5(2b—3c5)% B(t =10) = 10 (2b — 3¢ 10) ®

Note que a velocidade do carro esta diminuindo apds os 5 s.

c) O carro volta a parar no instante tp, > 0 em que sua velocidade se anula (instantaneamente# repouso):

N — - Zb
U(tp):Oth(Zb_BCtp)fzO:tP(Zb_3Ctp):0:>2b_3ctp:0:tp:§
Levando em conta os dados numéricos obtemos (ems): tp = 40/3 = 13,3.
O gréfico ao lado mostra as curvas de x(t) (vermelho) e
v(t) (verde) em fungdo do tempo t. Vemos que o carro parte da 1201
origemem t = 0 com v(0) = v, = 0. Na curva verde vemos que 100]
ele acelera, atinge uma velocidade maxima e depois comega a 801
frear, até parar no instante tp. Enquanto faz isso ele vai se 601
. . 401
afastando da origem, primeiro lentamente (curva vermelha
m-
“deitada” perto da origem), depois rapidamente (curva vermelha
g " 0 2 4 64 8 10 12
mais “em pé”) e de novo lentamente (curva vermelha “deitando
perto de tp) antes de parar.
2.10
x(m)
Considere um eixo x horizontal com origem (x = 0) na casa da 400 IV
B III
professora (x, = 0) e que esta parte no instante t = 0. O grafico
300
ao lado mostra a curva x(t) X t para essa professora. Ela sai de
200 - v
casa (x = 0), se afasta cerca de 400 m e depois retorna para casa, 1
chegando no instante t = 8 min. 1001~
Y R Y AR B ¢ (min)
A velocidade instantanea (ou simplesmente velocidade) da o 1.2 3 4 5 6 7 8
professora é:
R dr(t) d dx(t)
v(t) = =—|x(t)X] = X =v()x
(®) =—— = = [x(OR] = — =% = v()

Portanto, a velocidade v(t) ao longo de x é dada pela derivada dx(t)/dt, que corresponde a inclinagdo da

curva x(t) X t mostrada no grafico acima.

a) A velocidade da professora é zero, v(t) = 0, nos instantes em que a curva x(t) X t é horizontal. Isso ocorre

apenas no ponto IV da curva. Deve ser o instante t;, em que a professora parou e resolveu voltar para casa.
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b) A velocidade da professora é constante positiva, v(t) = v; > 0, nos instantes em que a curva x(t) X t é
uma reta crescente (pois a derivada de uma reta ascendente é uma constante positiva). Isso ocorre apenas no
ponto I da curva. Nesse instante a professora estava se afastando de casa com uma velocidade que se

mantinha constante dentro de um intervalo de tempo centrado no instante t;.

c) A velocidade da professora é constante negativa, v(t) = v, < 0, nos instantes em que a curva x(t) X t é
uma reta decrescente (pois a derivada de uma reta descendente é uma constante negativa). Isso ocorre
apenas no ponto V da curva. Nesse instante a professora estava se aproximando de casa com uma velocidade

que se mantinha constante dentro de um intervalo de tempo centrado no instante ty,.

d) A velocidade da professora é crescente em médulo, v(t) aumenta com t, nos instantes em que a curva
x(t) X t é uma curva que vai se tornando mais “em pé”, mais ingreme (pois a derivada aumenta, em mddulo).
Isso ocorre apenas no ponto II da curva. Nesse instante a professora estava se afastando de casa (v(t) > 0)

com velocidade aumentando, talvez porque ja houvesse um prendncio de chuva.

e) A velocidade da professora é decrescente em mddulo, v(t) cai com t, nos instantes em que a curva x(t) X t
€ uma curva que vai se tornando mais “deitada”, mais horizontal (pois a derivada diminui, em maddulo). Isso
ocorre apenas no ponto I da curva. Nesse instante a professora estava se afastando de casa (v(t) > 0) com
velocidade diminuindo, talvez porque ela ja estava pensando em

parar e voltar. x (m)

W

instantes e sair correndo com velocidade constante de volta para

| |
| |
| |
400 : '
No grafico ao lado a curva vermelha é um esbogo do I o
1 [ |
comportamento de v(t) X t. Note que a professora ja parte de casa 300 : L]
|
(em t = 0) com uma certa velocidade (v;) que ela mantém por 200 L v
H 1 [ |
alguns instantes. Depois ela resolve acelerar (II), mas em seguida 100 1 ' o
[ |
resolve frear (III) até parar no instante t;, ficar parada por alguns L1 ' VR
16 T 8
:
|

casa. Trata-se de um esboco porque na curva azul os
comportamentos ndo sdo tdo bem definidos como poderiamos desejar. Note que usamos aqui os termos
" 4 ", 4 [—4 H . H H H o~

acelerar” e “frear” como estes sdao usados na nossa linguagem cotidiana. Os dois movimentos sdo
movimentos com aceleracdo, ou seja, acelerados, mas, usamos usualmente o termo “acelerar” quando
gueremos dizer que a velocidade aumenta (em mddulo) e usamos o termo “frear” quando queremos dizer que
a velocidade diminui (em maddulo). No movimento dito “acelerado”, a aceleracdo é paralela a velocidade
enguanto que no movimento dito “freado” a aceleracdo é oposta a velocidade. Mas, ndo podemos esquecer

gue, de fato, os dois movimentos possuem aceleragao e sdo, portanto, movimentos acelerados.
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EP2.12  Considere um eixo x horizontal com origem (x = 0) no ponto de partida do automével (x, = 0) e

que este parte no instante t = 0, do repouso (v, = 0), conforme podemos ver nas medidas acima.

a) A aceleragdo média do automével no intervalo de tempo [t;, tf] €
v(tf) v(t;)
tr—t;

Para um movimento unidimensional, ao longo de x, segue que:
B(tr) — B(t;) v(tf) v(t )
tr — ¢ tr —

au(titr) =

= aM(ti, tf)J/C\

(_I)M(ti, tf) -

A tabela abaixo mostra os valores numéricos de aM(ti, tf) (em m/s?) para os intervalos de tempo [t;, tr =

t; + 2], conforme os dados das medidas. A aceleragdo média ndo é constante, ela cresce e depois diminui.

0-2 2-4 4-6 6-8 8-10 10-12 12-14 14-16
0—0 2—1 4—2 4—2 6—3 3—15 3—15 0—0
2 2 2 2 2 2 2 2

25

b) A Figura ao lado mostra a curva (obtida com o programa Sigma
Plot) de v(t) Xt que se ajusta aos pontos (em vermelho) o |
fornecidos pelas medidas na tabela acima. A inclinagdo Av/At de

cada segmento de reta que une dois pontos sucessivos t; e t; + 2 157
é exatamente o valor da aceleragdo média ay(t;, t; + 2) contida

na tabela acima.

A aceleragdo instantanea (ou simplesmente aceleracdo)

do automoével é:

ast) d - dv(®) . ’ :
T a@ —[v(t)X] = 7 X = a(t)x

a(t) =
Portanto, a aceleragdo a(t) ao longo de x é dada pela derivada dv(t)/dt, que corresponde a inclinagdo da
curva (verde) v(t) X t mostrada no grafico acima.

Parat = 9 s, que estd no intervalo de tempo [8,10], uma estimativa para a aceleragdo instantdnea é a

inclinagdo da reta v(t) X t nesse intervalo de tempo, ou seja: a(t = 9) = a,,(8,10) = 3 m/s2.

Parat = 13 s, que estd no intervalo de tempo [12,14], uma estimativa para a aceleragdo instantanea

é ainclinacdo da reta v(t) X t nesse intervalo de tempo, ou seja: a(t = 13) = a,,(12,14) = 1,5 m/s?.

Parat = 15 s, que estd no intervalo de tempo [14,16], uma estimativa para a aceleragdo instantanea

¢é ainclinagdo da reta v(t) X t nesse intervalo de tempo, ou seja: a(t = 15) = a,,(14,16) = 0.
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Nos calculos acima nos referimos a uma “estimativa” para a(t) porque imaginamos que, se mais
medidas fossem feitas, poderiamos desenhar uma curva v(t) X t mais suave (menos “quadriculada”) e que

representaria melhor o movimento real desse automével: o crescimento continuo e suave de sua velocidade.

EP2.19 Considere um eixo x horizontal com origem (x = 0) no ponto de partida da aranha (x, = 0) e que
esta parte no instante t = 0. O grafico acima é o grafico da fungdo horaria x(t) versus o tempo t (note que
nesse grafico vale x, = x(0) = 0). A aranha se afasta da origem e depois retorna. Esse gréfico ndo representa
a trajetdria da aranha, que seria apenas uma reta paralela ao eixo x. Trata-se de um grafico da equacado horaria

x(t) versus o tempo t.

a) Para esbogar graficos da velocidade v(t) = dx(t)/dt X t e da aceleragdo a(t) = dv(t)/dt X t ao longo de
X vamos usar a ideia de que a derivada de uma reta (funcdo linear) é uma constante e de que a derivada de
uma parabola (fun¢do quadratica) é uma reta. Mais ainda, a derivada de uma reta crescente é uma constante
positiva e a derivada de uma reta decrescente é uma constante negativa. Finalmente, a derivada de uma
parabola com a “boca para cima” é uma reta crescente e a derivada de uma parabola com a “boca para baixo”

é uma reta decrescente. Tudo isso pode ser expresso mais precisamente conforme a tabela abaixo:

dx(t) .
reta crescente x(t)=at+b coma>0 Tk a>0 constante positiva
t
dx(t) .
reta decrescente x(t)=at+b coma<0 ikl <0 constante negativa
t
parabola com a 2 dx(t)
., x(t)=at bt+c coma >0 = reta crescente
“boca para cima (©) tot+ dt 2at+b
parabola com a 2 dx(t)
. x(t) =at bt+c coma<0 = reta decrescente
“boca para baixo (©) tot+ dt 2at+b
dx(t
constante x(t) =a para todo a d( ) =0
t

Tendo tudo isso em vista, ndo fica dificil concluir que os graficos pedidos ficam como ilustrado abaixo. Primeiro
usamos essas idéias para fazer o grafico de v(t) = dx(t)/dt versus t. Note que v(0) = 0, pois a curva de
x(t) X t inicia horizontal na origem. Depois aplicamos novamente essas idéias olhando para o grafico de

v(t) X t para obter o grafico de a(t) = dv(t)/dt X t.
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Kimpy

| Pardibola
1.0 -
. / 1
Linha / N Linha
rcla /S 1% reta
05F .-'/ | LN
S Y
Paribola : % Pardibola
_.'J [ b-‘r
Bl TR T T TS T T "N t(s)
O] 5 10 15 20 25 30 35 40
A
v(t)
Note que v(t) = 0 nos instantes t = 0,
t = 20 (ponto de maximo de x(t)) e t =
> 40. Esses sdo os instantes em que a curva
t
x(t) X t fica “deitada”.
A
a(t)
t
1 2 /34 5 6

Nos intervalos de tempo numerados acima a aranha esta:

Se afastando da origem com velocidade crescente: v > 0 e a > 0. v e a paralelos entre si.

Se afastando da origem com velocidade constante: v > 0 ea = 0. MRU

Se afastando da origem com velocidade decrescente: v > 0 e a < 0. v e a antiparalelos entre si.

Se aproximando da origem com velocidade crescente em médulo: v < 0 e a < 0. v e a paralelos entre si.

Se aproximando da origem com velocidade constante: v < 0 e a = 0. MRU

| | | Wl N| -

Se aproximando da origem com velocidade decrescente em médulo: v < 0 e a > 0. v e a antiparalelos.

Entre o 3 e 0 4 notamos que a aranha estava se afastando e depois se aproximando, ou seja, sua velocidade
muda de sinal e isso ocorre exatamente em t = 20, quando a velocidade se anula instantaneamente (v =0 e

a < 0) mas hd aceleragdo (++ repouso).
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EP2.35 Aqui a ideia é parecida com a do exercicio anterior. Vamos inverter
um pouco a ordem dos itens. b) Fica claro que A e B ocupam a mesma posi¢do
nos dois instantes em que as curvas x(t) X t se cruzam: t; = let, = 3.d) A
e B possuirdo a mesma velocidade nos instantes em que as curvas x(t) X t
tiverem a mesma inclinacdo, ou seja, forem paralelas. Isso ocorre em um
instante t; = 2. e) B ultrapassa A quando xp passa a ser maior que x, € isso
ocorre em t; = 1. Depois A ultrapassa B, em t, = 3. Nesses exatos momentos

de ultrapassagem A e B estdo instantaneamente na mesma posic¢do x.

c) os graficos de v(t) = dx(t)/dt X t ficam como mostrado abaixo.

x(m)

x(m) O carro B se move com velocidade constante, pois seu
B A grafico de x(t) X t é uma reta: vy > 0 e ag = 0. B se afasta
0 da origem o tempo todo, com a mesma velocidade.

1;: B O carro A parte do repouso, pois seu grafico de
sL x(t) Xt é “deitado” préximo da origem, e vai ganhando
7. ! i L ¢(s) velocidade enquanto se afasta da origem continuamente.

v

Imaginei que acurva x(t) Xt para A é uma parabola, mas
isso ndo esta dito. v4(t) > 0 cresce comtea, > 0.

Note que A parte de um ponto mais adiantado, pois
xg(t =0) =0ex,(t =0) > 0. Porisso, B logo ultrapassa A,

mas depois A ultrapassa B, pois a velocidade de A é crescente.

EP2.39 Vamos considerar aqui um salto vertical (ndo esta dito), caso contrario ndo haveria solugdo possivel.

Suponha um eixo y vertical para cima com origem (y = 0) no solo de onde a pulga inicia seu salto

(¥o = 0). A pulga salta com velocidade inicial vertical vy > 0 e tem uma trajetéria de queda livre (sem arraste

com o ar). O movimento de queda livre se dd com aceleracdo constante d = g, sendo § a aceleracdo da

gravidade, que é vertical para baixo: @ = g = —g § nesse referencial. A velocidade inicial é Uy =1, e

durante a queda a velocidade da pulga varia de acordo com a equacao horaria:

V() =T+ gt=v,9—gt9=Wo—gt)y=v()y

v(t) é a velocidade da pulga (em médulo) ao longo do eixo y.

A posicdo da pulga ao longo do eixo y varia de acordo com a equacao horaria:
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-

- - - g A g A g F ey 5
r(t)=r0+v0t+§t2=voty—§ t?y = (UO—E t)y=y(t)y

y(t) é a posi¢do da pulga ao longo do eixo y, com origem y = 0 no solo.

A pulga atinge sua altura maxima hy4x no instante t; em que sua velocidade ao longo de y se anula,
ou seja:

v(t1)=0$v0—gt1=0$t1=vo/g

Portanto, a altura maxima é y(t;), ou seja:

2
9 v gv v

a) Portanto:
2

v
ﬁthszﬂfo:\/ 2 g hyax

b) O tempo de subida é t; = v,/g. Para encontrar o tempo total de queda t, > 0, de subida e descida, basta

calcular o tempo em que a posicdo vertical da pulga se anula novamente (no solo):

2v
y(tz)zoﬁtz (UO_%tZ)Z():)UO—%tZ:O:)tZ=70=2t1

Vemos que, como ja discutimos, na queda livre o tempo de descida é igual ao tempo de subida e o tempo total

de queda é, portanto, 2 t; = 2v,/g.

EP2.42 Suponha um eixo y vertical para baixo com origem (y = 0) no alto do edificio de onde o tijolo inicia
sua queda (yo = 0), partindo do repouso (v, = 0). O tijolo tem uma trajetdria de queda livre (sem arraste com
o ar). O movimento de queda livre se dd com acelera¢3o constante d = g, sendo g a acelera¢do da gravidade,
que é vertical para baixo: @ = g = g J nesse referencial. A velocidade inicial é ¥, = 0 J e durante a queda a

velocidade do tijolo varia de acordo com a equagdo horaria:

V() =D,+gt=09+gty=gty=v)y
v(t) é a velocidade crescente do tijolo ao longo do eixo y.

A posicdo do tijolo ao longo do eixo y varia de acordo com a equacdo hordria:

-

?(t)=?0+170t+%t2=0)7+0t37+%t237=%t237=y(t))7

y(t) é a posicdo crescente do tijolo ao longo do eixo y.
a) Se t; (= 2,50 s) é o instante em que tijolo atinge o solo, segue que a altura H do edificio é dada por:
g g

y(t1)=H=>Et12=H=>H=Et12

Considerando g = 9,8 m/sz, segue que H = 30,6 m.

b) Nesse instante a velocidade do tijolo é:

Direitos reservados ao autor: José Arnaldo Redinz / Universidade Federal de Vicosa — MG (Nov./2022) Ver. 1.6



11
V() =gty
O médulo da velocidade (vertical para baixo) é v(t;) = g t; = 24,5 m/s.
c¢) No gréfico ao lado vemos as curvas (em fun¢do do tempo) de:

1. a aceleragdo do tijolo: a(t) = g=constante (reta vermelha).

2. a velocidade crescente do tijolo: v(t) = g t (reta azul).

3. a posigdo crescente do tijolo: y(t) = g t?/2 (pardbola verde). Ndo é a

i

trajetdria do tijolo, que consiste apenas em uma reta vertical.

Todas as curvas terminam no instante t;, quando o tijolo chega ao chdo e
a queda livre termina. Note que o gréfico teria trés escalas verticais diferentes, uma para cada curva, e os
pontos de cruzamento dessas curvas ndo tem nenhum significado especial (esses cruzamentos dependem das

escalas arbitrarias).

EP2.80 Aquivale a pena fazer uma figura, como mostrado ao lado.

Suponha um eixo y vertical para baixo com origem (y = 0) no peitoril da

janela de cima de onde o vaso inicia sua queda (y, = 0), partindo do repouso (vy =

0) em t = 0. Marcamos no eixo y as posi¢des y; do topo e y, do peitoril da janela de V=W

baixo. Foi dada a altura y, —y; = H (= 1,90 m) dessa janela e se pergunta quanto

vale y;. Y =2

y
O vaso tem uma trajetéria de queda livre (sem arraste com o ar). O

movimento de queda livre se da com aceleragdo constante d = g, sendo g a aceleracdo da gravidade, que é
vertical para baixo: d = g = g J nesse referencial. A velocidade inicial é ¥, =09 e durante a queda a

velocidade do vaso cresce de acordo com a equacdo horaria:
V() =Vp+gt=09+gty=gty=v()y
v(t) é a velocidade crescente do tijolo ao longo do eixo y.

A posicao do vaso ao longo do eixo y varia de acordo com a equacgao horaria:

F(t)=1'”’0+130t+%t2=037+0t}7+%t237=%t237=y(t)37

-

y(t) é a posicdo crescente do vaso ao longo do eixo y.

O vaso parte do repouso em t = 0 e chega ao topo da janela de baixo (y;) no instante t; que esta
definido por y,, pois y; = y(t;), ou seja:
2y,

g
y(t1)=§t12=}’1=>t1= 5

Direitos reservados ao autor: José Arnaldo Redinz / Universidade Federal de Vicosa — MG (Nov./2022) Ver. 1.6



12

Analogamente, se t, = t; + At é o instante em que o vaso atinge o peitoril da janela de baixo, nesse instante

vale y, = y(t,). Portanto:

g 2y,
J’(fz)=§tzz=h:>fz= 5

Conhecemos o intervalo de tempo At (= 0,420 s) que leva para o vaso percorrer a janela de baixo, a altura H

(= 1,90 m) dessa janela. Portanto, as duas equag¢des acima podem ser combinadas para fornecer uma

2 2 2 +H 2
Ae=t,—t; = =2 |25 ar= OitH)_ 129
g g g g

O que resta fazer é resolver essa Ultima equacgdo e explicitar o valor de y; em termos de At, H e g (os dados

equagao para yq:

do exercicio). Ndo parece que isso vai ser simples. Vamos comegar definindo k = ,/g/2 At. Ficamos com:

k=ym ¥ H— = k+\ =+ H

Elevando os dois lados ao quadrado:

2
2 ) _ ) _ _ H — k2
(k+y1) =vi+H=>k*+2k [y, +y, =y +H =k +2k,/y1—H=>y1_< o

Com os dados numéricos (e g = 9,8 m/s?) obtemos: k = 0,93 m'/?2 ey, = 0,31 m.

2.93 Considere um eixo x horizontal ao longo dessa estrada reta. Os dois carros partem juntos da origem

x = 0. O carro A se desloca nesse eixo obedecendo a seguinte equacao horaria da posicao:

xa(t) =at+pt?
O carro B se desloca nesse mesmo eixo obedecendo a seguinte equacgdo horaria da posicdo:

xg(t) =yt?-61t3
Sendo « (alfa), B (beta), y (gama) e § (delta) constantes positivas.
a) O enunciado da questdo ndo especifica o instante em que os movimentos iniciam. Vamos supor que seja a
escolha mais comum: os dois carros comecam a se mover no instante t = 0. Nesse instante, o carro A estd na
posicdo: x,(t = 0) = a 0 + B 0% = 0, ou seja, na origem do eixo x. Nesse mesmo instante o carro B estd na
posicdo: xz(t = 0) =y 02 — § 03 = 0, ou seja, os carros partem juntos da origem. Logo depois, digamos em
t = 0,15, as posi¢des dos carros serdo: x4(t = 0,1) = 0,27 m e xz(t = 0,1) = 0,028 m. Vemos, portanto,
gue o carro A dispara na frente logo no inicio do movimento.
b) Os carros estdo juntos no mesmo ponto quando x,4(t) = xg(t), ou seja, nos instantes t; que satisfazem a
equacgao:

xa(t) =xg(t) @ aty +ptf =ytf -6t}
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J& sabemos que t; = 0 é solugdo dessa equagdo, pois os carros partem juntos. Portanto, supondo desde ja que
vale t; # 0, podemos dividir a equagdo acima por t; para obter:
at,+Bti=yti-6ti>a +ht;=yt; —06ti=>8t2+(B—y)t;+a=0

Trata-se de uma equacgdo de segundo grau para t;, cujas solugdes sdo:

1
t=oz|y =B £JB-7)*—45a
Na equacdo acima devemos considerar validas apenas as solugdes positivas. Com os dados numéricos

obtemos: t; = 2,27 set; = 5,73 s. Nesses instantes um dos carros esta ultrapassando o outro.

c) A distancia d(t) entre os carros é dada por d(t) = |x4(t) — x5 (t)|. Essa distancia ndo cresce nem diminui

nos instantes em que sua derivada em relacdo a t se anula (pontos de maximo e minimo). Portanto:

d) = |xa() —xg@®| =lat+pt2 = t? =6t3)| =lat+ (B —y)t* + 6 3|

A Figura ao lado mostra o comportamento de d(t) versus t. Vemos que
a distancia entre A e B inicialmente aumenta, mas depois diminui e 18

ocorre uma ultrapassagem no instante t; = 2,27 s, como calculado 141

acima. Depois a distancia aumenta de novo, mas ocorre mais uma 104
al
ultrapassagem em t; =5,73s. Depois a distdncia cresce 6
4
continuamente. D3 para ver que existem dois pontos de maximo em 21
, . 0 . ' A . r n i
d(t) e é nesses instantes que vale dd(t)/dt = 0. T2 3 4 5 6 7
Para nos vermos livres da funcdo modulo (|x] = x se x > 0 ou = —x se

x < 0), podemos assumir, para simplificar, que d(t) = |x4(t) — x5(t)| = x,(t) — x5(t). A hipdtese contrdria,
de que d(t) = |x,4(t) —xg(t)| = —[x4(t) — x5(t)] vai levar a mesma solugdo (apenas maximos viram
minimos e vice-versa).

Portanto, assumindo que:

d) =lat+ B -Pt2+6t3| =at+ (B —y)t2+65¢3

Obtemos:

dd(t)
dt

—q +2(,8—y)t+36t2=0:t=61—6[2(y—ﬁ)i\/4([3—y)2—126a]

Note que tem que valer t > 0 e somente a substituicdo dos valores numéricos em t vai dizer se isso é verdade

ou ndo. Obtemos:t = 1set = 4,33 s, concordando com o que sugere o grafico acima.

d) As aceleragdes dos carros sdo:

dx,(t) dvy(t)

xat)=at+pt>=>v,(t) = pr =a+2Bt>aut) = 7

2p
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dxg(t)
dt

dvp(t)
ac

xg(t) =yt?2—=61t3 = vp(t) = =2yt-35t?=ag(t) = 2y —65t

O carro A possui aceleracdo constante e positiva, ele sempre aumenta sua velocidade. O carro B comeca

acelerando (ag > 0), mas depois freia (ag < 0). As aceleragGes sdo iguais quando:

y—p

au(t) =ag(t) >2 =2y —-66t=>t= 35

Numericamente: t = 2,67 s.

Abaixo mostramos os graficos (versus t) de x,4(t) e xg(t), v4(t) e vg(t) e as(t) e ag(t).

xa() € 2 () () e 7 (0 aa(t) € ap(6)
.
20]
80 18 4
16
] 14]
* 12] 2
0 10
g: S I I T T B N
20 W 5
2]
o ¥

Note que B (verde) parte do repouso, mas com aceleragdao maior do que A. A parte com velocidade inicial a e
sai na frente. Como B possui aceleragdo maior, acaba que ele ultrapassa A. Mas, depois B resolve frear, e é

ultrapassado por A.
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