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Ao longo dos anos em que ministrei a disciplina FIS 201 (Fisica 1), que aborda a mecanica classica
newtoniana voltada para aspirantes a fisicos, matematicos, quimicos e engenheiros, tive oportunidade
de aperfeicoar minhas aulas. O texto que segue nasceu principalmente do objetivo de registra-las, antes
que elas se apaguem no tempo. Trata-se, basicamente, de uma transcricdago de minhas aulas, com
algumas (talvez muitas, muitas mesmo) extensGes que o tempo curto de aula proibe, mas que o
papel/PDF permite. O conteldo é basicamente aquele apresentado nos livros ja consagrados no
segmento, como as colegBes Halliday & Resnick e Young & Freedman e que faz parte da disciplina FIS
201 na UFV. Apenas a forma de apresentar esse contetido é original, é a forma que encontrei/construi
ao longo dos anos, levando em conta minha visdo prépria do tema e a resposta vinda dos estudantes

gue percebi nas aulas e nas muitas (muitas mesmo) avaliagdes (provas e testes) que elaborei e corrigi.

Uma coisa que aprendi nesses anos é que nada é trivial, nada é dbvio, nada é simples. Nesse
sentido, é melhor pecar pelo excesso do que pela falta, o que muitas vezes, infelizmente, o tempo
restrito de aula ndo permite. Ndo havendo essa restricdao aqui, deixei de lado a pretensdo de escrever
um texto sintético, enxuto e elegante (ja ha varios deles por ai) e preferi um texto mais longo e algumas
vezes repetitivo, enfatizando os pontos que acredito, dada minha experiéncia, serem merecedores de
mais atengdo por parte dos alunos. Os exemplos exibidos no texto pretendem convencer o estudante de
que a fisica, em particular a mecanica cldssica, esta (muito) presente em nossas vidas e de que vale a
pena, portanto, o esforco para compreendé-la. Os varios exercicios resolvidos e exercicios propostos
(com as respostas disponiveis) ilustram a aplicagdo do formalismo em modelos simplificados para o

mundo real e desafiam o estudante a provar seu aprendizado do conteudo.

Procurei combater a ideia, muitas vezes disseminada, de que a fisica é uma espécie de jogo de
adivinhagdo, um quebra-cabegas, um teste de Ql, em que cada problema proposto requer uma espécie
de truque, de atalho, de toque de génio, de formula magica, para ser resolvido. Enfatizo o contrario: a
fisica trata do mundo real (muitas vezes complexo) e os problemas propostos podem ser resolvidos com

a aplicacgdo sistematica dos conceitos e do formalismo. Um pouco de bom-senso sempre ajuda.

N3o houve nenhuma revisdo do texto ou sugestdo por parte de terceiros. Os erros/deslizes
serdo corrigidos pelo autor com o passar dos anos (o arquivo .PDF é atualizado com freqliéncia,
corrigindo alguns erros e melhorando/completando o texto). Esta é a que estou chamando de 62 edigéo,

revisada em meados de 2021: ano de pandemia.
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Cinematica de uma particula

1.1 Conceitos basicos da cinematica de uma particula

Ao estudar o movimento dos planetas do nosso sistema solar, Isaac Newton intuiu a existéncia
de uma forca de atracdo entre os corpos, a gravitagdo. Estudando o movimento de particulas alfa
(nucleos de atomos de Hélio) espalhadas por uma folha de ouro, Ernest Rutherford vislumbrou a
estrutura invisivel do dtomo, composta por um minusculo nucleo central rodeado por uma nuvem de
elétrons. Ao interpretar as energias de movimento (energias cinéticas) de elétrons emitidos no
decaimento beta de nucleos atomicos (basicamente emissdo de elétrons), Wolfgang Pauli intuiu a
existéncia de uma nova particula elementar, o neutrino. Anomalias observadas no movimento do
planeta Urano levaram Urbain Le Verrier a previsdao da existéncia do planeta Netuno. Estes exemplos
mostram que o estudo dos movimentos dos corpos pode nos levar a desvendar os segredos da
natureza. Estudando os movimentos dos corpos podemos entender as causas dos movimentos,
podemos prever os possiveis movimentos e podemos projetar maquinas que executam determinados

movimentos. A mecanica classica concentra-se no estudo dos movimentos dos corpos.

O movimento é onipresente, integrando a mecanica classica a diversas outras areas da ciéncia.
O movimento é crucial para os animais que estdo na natureza, lutando pela sobrevivéncia. O predador
precisa correr mais que a presa, e a presa precisa escapar do predador. Ambos precisam percorrer o
espaco, em busca de abrigo, de agua e alimentos. A biomecanica integra os fundamentos da mecanica
classica com os da biologia para entender esses movimentos. Os seres humanos precisam se mover e
para isso inventaram vdrias maquinas que facilitam essa tarefa, desde a simples roda até o avido. A
mecatrbnica, e varias outras engenharias, integram os fundamentos da mecanica cldssica com os do
eletromagnetismo, da eletronica e da computacdo para projetar e produzir essas maquinas. Mais

recentemente, a disponibilidade de computadores de alto desempenho abriu uma nova possibilidade: a

Aulas de mecanica classica newtoniana —José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 1



de realizar experimentos numéricos com as equa¢des ndo-lineares que governam sistemas mecanicos.
Esses experimentos revelam comportamentos complexos ocultos em sistemas relativamente simples,
como o comportamento cadtico (imprevisibilidade devido a sensibilidade as condi¢es iniciais)
resultante de uma Odrbita ligada a um atrator estranho (fractal). A imprevisibilidade do clima, por
exemplo, esta ligada ao comportamento caético das solu¢des das equagdes que governam a evolugao
temporal dos parametros climaticos (basicamente as equagdes de Navier-Stokes para o escoamento de
um fluido, a atmosfera). Nesse contexto, a imprevisibilidade ligada a sensibilidade as condig¢des iniciais
recebeu o nome de “efeito borboleta”, se referindo a ideia (talvez meio exagerada) de que um simples

bater de asas de uma borboleta pode modificar drasticamente a evolucdo do clima em uma regiao.

A mecanica cldssica é uma ciéncia exata, e como tal deve ser expressa na linguagem
matematica, que é a linguagem da natureza. Vladimir Arnol’d, um dos maiores matematicos russos,
define a mecanica newtoniana como “o estudo do movimento de sistemas de massas pontuais no

IM

espaco euclidiano tridimensional” e o movimento (em RY) como “um mapeamento diferenciavel
x:1 - RN, sendo I um intervalo no eixo real” (Mathematical Methods of Classical Mechanics, V. .
Arnol’d, Springer-Verlag 1989). Ndo adotaremos aqui essa visdo simples e elegante, mas ao mesmo
tempo arida e abstrata, da mecéanica. Preferimos uma abordagem mais adequada para um publico
iniciante heterogéneo, formado por aspirantes a fisicos, quimicos, matematicos e engenheiros. O
estudante deve ter sempre a percep¢do de que a mecanica cldssica trata do mundo real e que o

formalismo matematico ndo é um fim em si mesmo, mas uma ferramenta poderosa e precisa para

representar qualitativamente e quantitativamente as leis que governam esse mundo real.

Vamos nos concentrar aqui na mecanica classica desenvolvida principalmente, mas nao
exclusivamente, por Isaac Newton (que, segundo ele mesmo, se apoiou nos ombros de gigantes) no
século 17. Devemos sempre ter em mente que a mecanica classica, assim como qualquer construcao do
intelecto possui seus limites, além dos quais ela deixa de ser eficaz. Por exemplo, se aplicarmos a
mecanica cldssica para descrever o movimento de um elétron que se move no interior de um atomo,
nos deparamos com dificuldades insuperaveis, como a prépria instabilidade deste “4tomo classico” (o
atomo classico irradiaria energia até que o elétron colidisse com o nucleo). Como sabemos que os
atomos sdo estaveis, pois eles perduram no tempo, inferimos que o interior do dtomo esta além dos
dominios de validade da mecanica classica, ele estd de fato no dominio da mecanica quantica.
Analogamente, a mecanica classica prevé que um corpo qualquer pode ser acelerado indefinidamente e
assumir velocidades ilimitadas, o que contradiz o fato de que a velocidade da luz é a velocidade méaxima
na natureza. Movimentos de corpos com altas velocidades, préximas da velocidade da luz ¢ (¢ =
300.000 km/s) estdo no dominio da mecanica relativistica. O mundo dos corpos macroscépicos (corpos

compostos de muitos atomos/moléculas, basicamente o nimero de Avogadro, = 102* particulas) que
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se movem com velocidades bem menores que ¢ (o que ndo é muito dificil, dada a imensa magnitude de
c) é o dominio da mecanica classica. O epiteto “classica” se refere comumente ao contexto de uma

teoria ndo-quantica e ndo-relativistica (no sentido da relatividade de Einstein).

Ao nos concentrarmos na mecdnica Newtoniana, centrada nos conceitos de aceleragdo e forga

g bl . ~ . "~ .

(F = m a), vamos ignorar outras formulagdes importantes da mecanica, como a Lagrangeana, centrada
em principios variacionais e a Hamiltoniana, centrada no conceito de energia. Essas formula¢des sdo
matematicamente mais elegantes - mas também mais abstratas - e se estendem mais naturalmente

para os dominios relativistico e quantico, dominios que ndo pretendemos abordar nesse curso.

Pretendemos discutir o movimento de bolas, de carros, de avides, de hélices, de planetas etc.
Mas, o que vamos de fato fazer é discutir o movimento de modelos de bolas, de modelos de carros, de
modelos de avides, de modelos de hélices, de modelos de planetas etc. Um modelo é uma
representacdo simplificada de um objeto real, que mantém apenas os elementos desse objeto que nos
interessam. Por exemplo, uma esfera rigida (algo proximo de uma bola de sinuca) pode ser um modelo
para um planeta, se estamos interessados em discutir, apenas, seu movimento de translacao em torno
do sol e de rotagdo em torno de um eixo que passa por seus poélos. Se, por outro lado, estamos
interessados em estudar outros fenémenos, como o efeito das marés provocadas pelo Sol ou por uma
lua desse planeta (marés sdo deformacgGes na forma inicialmente esférica do planeta) ou o achatamento
nos pélos produzido pela rotagdo, entdo teremos que abandonar a hipétese de rigidez. Teremos que
considerar que um planeta se aproxima mais de uma esfera deformavel (algo préximo de uma bola de
ténis). Obviamente isso levard a um modelo e a uma descricdo mais sofisticados e complicados, o que

muitas vezes queremos evitar e vamos evitar aqui.

O modelo mais simples para um corpo qualquer é o modelo de particula. Uma particula é um
corpo pontual, que, portanto, ndo possui tamanho, ndo possui forma, ndo possui estrutura interna, nao
gira em torno de si mesmo, apenas ocupa, em cada instante, um ponto do espago. Se pretendemos
entender o movimento de um avido, precisamos primeiro entender o movimento de uma particula,
porque, de certa forma, em uma primeira aproximacdo, o avido é uma particula. Depois podemos
sofisticar nosso modelo, considerando, por exemplo, que o avido é mais parecido com duas placas
rigidas unidas entre si formando uma espécie de cruz. Esse processo de sofisticacdo pode continuar até
chegarmos a uma representacdo fiel de um avido, mas vamos deixar isso para os engenheiros

aeronduticos. Essa idéia de evolucao do modelo de um avido esta ilustrada na Figura 1.1 que segue.
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Figura 1.1: Iniciamos nosso estudo considerando que qualquer corpo, como um avido, por exemplo,
pode ser representado por uma particula. Note que, por conveniéncia, desenhamos a particula como
uma bolinha preta razoavelmente grande, para podermos enxerga-la. Mas devemos ter em mente que

uma particula é, a todo rigor, invisivel, pois ocupa apenas um ponto no espaco.

Note que o termo “particula” aqui ndo tem relagdo com o que chamamos de particula no ramo
da fisica que estuda os elementos microscopicos constituintes da matéria, a fisica de particulas.
Elétrons, prétons e néutrons sdo particulas, mas ndo sdo exatamente particulas no sentido matematico

gue estamos adotando aqui.

Um prdéton, por exemplo, ndo é pontual e possui uma estrutura interna, formada por outras
particulas, os quarks. Podemos tratar os elétrons, prétons e néutrons como particulas, no sentido que
estamos dando aqui, mas apenas como uma aproximagdo, que pode ser razoavel ou ndo, dependendo

do contexto.

Iniciamos discutindo a teoria que nos permite descrever e quantificar o movimento de uma
particula, teoria cujo nome é cinematica, especificamente cinematica de uma particula. Em principio
uma particula pode mover-se em linha reta, em volta de um circulo, ou em uma curva qualquer. Ela
pode também mover-se rapidamente ou lentamente. A cinematica vai nos permitir discutir todos esses

casos dentro de um formalismo matematico.

Mover-se é basicamente mudar de posicdao. Assim sendo, a cinematica comeca com o conceito
de posicdo: posicdo de um ponto no espaco. Devemos reconhecer desde ja que posicdo é um conceito
relativo. Quando dizemos que um corpo esta em cima, embaixo, ou a esquerda, estamos dizendo de
fato que esse corpo estd em cima disso, embaixo daquilo, ou a esquerda daquilo outro. Nada esta
absolutamente em cima, se estd em cima, estd em cima de qué? Esse “qué” é a referéncia. Como
podemos fazer para representar matematicamente a posicdo de uma particula? Basta representar a
posicdo de um ponto P no espaco (o ponto ocupado por essa particula). Como posicdo é sempre
relativa, devemos entdo representar a posicdo desse ponto P em relagdo a outro ponto de referéncia,
gue chamaremos de “O”. Portanto, a representacdo da posicdo de uma particula comeca com a escolha
de um ponto fixo qualquer de referéncia no espago, que chamamos de “O”. Dai, partimos para a
representacdo da posicdo da particula, ou do ponto P que a particula ocupa no espago, em relagdo a
“0”. Isso pode ser feito de uma forma geométrica, através de uma simples seta, que nasce em “O” (dai o

nome “O” de “origem” das setas) e termina em P. Essa seta representa matematicamente, e
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geometricamente, a posicdao da particula que estd em P. Chamamos essa seta de “vetor posicdo da

particula”, para o qual usaremos o simbolo padrdo 7. A seta de 7 nasce em “O” e tem a ponta em P.

7 é uma grandeza vetorial. Uma grandeza vetorial é uma grandeza que pode ser representada
por uma seta no espago e que possui, entdo, as mesmas propriedades de uma seta: médulo (tamanho
ou magnitude), direcdo e sentido. Sendo a posi¢cdo uma grandeza vetorial, usamos para ela o simbolo 7
com uma setinha em cima, para diferencia-la de uma grandeza escalar que possui apenas magnitude. A
temperatura de uma sala, por exemplo, pode ser representada pelo simbolo T (sem setinha em cima),
pois temperatura é uma grandeza escalar (ndo existe uma temperatura “para cima”, ou “vertical”).
Outros exemplos de grandezas escalares sdo a pressdo p de um gas, a massa M de um corpo, a distancia
d entre dois pontos, o raio R de um circulo, um intervalo At de tempo etc. A auséncia de setinha em
cima dos simbolos p, M, d, R e At serve para indicar que esses simbolos representam grandezas
escalares. O simbolo r, apenas, ndo pode representar a posicdo de uma particula, pois posicao é uma
grandeza vetorial. Usamos ent3o o simbolo 7 para representar apenas o médulo de 7 (o valor de r é

dado tipicamente em metros, abreviado por m, ou por seus multiplos: milimetro (mm), centimetro (cm),

quilémetro (km) etc.). Da mesma forma, usamos o simbolo A para o médulo do vetor A etc. Essa é uma
regra bdsica da linguagem que usaremos aqui: grandezas vetoriais sdo escritas com setinha em cima e
grandezas escalares ndo. Aquele que pretende compreender e dominar minimamente a mecanica
cladssica deve assumir o compromisso de respeitar essa regra bdsica. Sem ela ndo é possivel expressar

corretamente as leis e equagdes da mecanica. Nesse sentido, uma equacdo do tipo:
A=B

expressa uma idéia absurda, inaceitavel dentro do formalismo que estamos estudando. A é uma
grandeza vetorial, pode ser representada por uma seta, enquanto que B é apenas um numero. Um
numero ndo pode ser igual a uma seta (é como se um gato fosse igual a uma melancia). A Tabela 1.1
abaixo mostra exemplos de opera¢Ges com vetores que sdo permitidas (validas) e que nao sao
permitidas (invalidas). Veremos como multiplicar vetores por escalares e como somar/subtrair vetores
logo em seguida. Com relagdo aos produtos escalar e vetorial, serdo discutidos mais adiante quando
esses conceitos se tornarem necessarios, basicamente quando estudaremos os conceitos de trabalho e

torque de uma forga.

Concluindo, imagine entdo uma seta de mddulo r = 3 metros, na direcdo vertical, com o
sentido que aponta de baixo para cima. Essas trés propriedades juntas, médulo (3), direcdo (vertical) e

sentido (para cima), definem unicamente uma seta 7.
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Operacgao valida Operagao invalida

A=kB .
Produto por escalar Soma/subtracdo com escalar A= B+C
(k € R)

o Produto simples como se S L.
Soma/subtragdo A= B+C A= BC
fossem escalares

Produto escalar A= B-C Divisdo

L)
Il
[so1
~
Ny

Produto vetorial A=EBxC Radiciac3o

=

Tabela 1.1: Exemplos de operagdes validas, que podemos realizar com vetores e operagdes invalidas,

gue ndo podemos realizar com vetores, porque ndo fazem o menor sentido.

Na Figura 1.2 ilustramos uma cena em que os vetores posicao de quatro corpos sao definidos,
em relacdo ao ponto de referéncia “O” escolhido arbitrariamente. Como séi acontecer, vocé nao deve se
preocupar com a escala de comprimentos nessa figura (esse cachorro é maior que um carro?). Os
tamanhos dos corpos e as distancias entre eles foram alterados arbitrariamente para que todos
coubessem na mesma figura. De fato, para o que interessa aqui, esses corpos sao simples particulas,
localizadas em alguma posi¢do arbitraria (central) dentro deles. Mas, mesmo assim, para evitar uma
abstracdo desnecessdria, preferimos continuar desenhando os corpos, ao invés de simples

bolinhas/particulas. Para simplificar, podemos imaginar que todos esses corpos estdo no mesmo plano,

o plano do papel.

Figura 1.2: Uma cena em que o0s

vetores posicdo (em relacdo ao

-ﬂ?‘“'- ponto O) de um pdssaro (7p), de um

7y avido (74), de um carro (7¢) e de um

cachorro (7p) sdo ilustrados. A

Fc L_Z’_ % — escala de comprimentos foi
'-;0' —°= modificada arbitrariamente.

N3o se trata, portanto, de uma figura em perspectiva, ou de uma projecdo. Trata-se de uma
figura plana e todos os vetores (todas as setas) estdo contidos no plano da pdagina. As propriedades dos

vetores posicdo mostradas nessa figura, médulo, direcdo e sentido, estdo descritas na Tabela 1.2.
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Posicdo Médulo Direcao Sentido
(metros)
7p 100 Vertical Para cima

Obliqua, inclinada de um
74 10.000 Para cima
angulo 6 com a horizontal

¢ 250 Horizontal Para a sua direita

7 20 Horizontal Para a sua esquerda

Tabela 1.2: Propriedades (médulo, diregdo e sentido) dos vetores posigcdo dos corpos mostrados na
Figura 1.2. Para cada diregdo no espaco, ha dois sentidos, opostos entre si. Por exemplo, na dire¢ao

vertical podemos definir vetores com o sentido para cima e vetores com o sentido para baixo.

Se imaginarmos que os corpos mostrados na Figura 1.2 se movem, ou seja, mudam de posicdo
enquanto o tempo t passa, podemos imaginar entdo que os vetores posicdo deles sdo fun¢des do tempo
t: 7 (t), 74(t), 7 (t) e 7p (t). Apenas para recordar, uma fungdo qualquer f(x) é basicamente uma regra
que associa a cada valor x de um conjunto (dominio) outro valor f(x) em um conjunto (imagem). Por
exemplo, se f(x) = x?, entdo f(—2)=(-2)2=4, f(0) =0, f(3) =9 etc. Uma fun¢do horéria
vetorial 7(t) associa a cada instante t € R (R é o conjunto dos nimeros reais), uma seta (um vetor),
que é a posicdo que uma particula ocupa no instante t. O calculo dessas fun¢des horarias, que fornecem
a posicdo de uma particula ao longo do tempo, é o objetivo principal da cinemdtica. A fun¢io 7(t)
descreve a trajetoria, ou 6rbita, que a particula percorre no espaco. 7(t = 0) = 7#(0) = 7, é a posi¢do
inicial da particula no instante t=0, 7#(1) é a posicdo da particula no instante t=1 (1 segundo, por
exemplo) e assim por diante. Se unirmos as pontas de todos os vetores 7(t), obtemos uma curva no
espaco, que é a trajetéria da particula. A trajetéria de um pdssaro no céu é ilustrada na Figura 1.3. Se
conhecermos a fungdo horéria 7(t), saberemos qual a trajetéria que esse passaro percorreu no céu.
7(t) pode ser uma curva parabdlica, circular, retilinea, ou enfim, qualquer curva suave e continua

definida no espaco tridimensional. Nosso principal objetivo aqui é estudar/calcular essa curva.

No caso dos planetas, por exemplo, observacdes astronémicas realizadas ao longo de séculos
levaram a conclusdo que suas orbitas sdo elipses com o Sol em um dos focos (primeira lei de Kepler).
Esse fato é explicado pela teoria da gravitacdo de Newton, que permite, entre outras coisas, o calculo

exato da drbita de um planeta em torno do Sol.
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Figura 1.3: llustragdo do movimento de um pdssaro (que deve ser pensado como uma simples
particula). S3o mostrados os vetores posi¢do (em relagdo a O) em apenas quatro instantes t=0, t=1,
t=2 e t=3, mas o tempo € uma varidvel real continua (t € R) e poderiamos desenhar infinitas setas,
formando um leque, cujas pontas estariam todas sobre a curva suave que representa a trajetéria, ou
Orbita, do passaro (curva azul). O instante t=0 é arbitrdrio, representa o instante em que comegamos

a acompanhar/estudar o movimento do passaro. O que aconteceu antes de t=0 n3o interessa.

A fung3o posicdo 7(t) é uma grandeza central da cinematica. A partir dela poderemos definir

outras grandezas que estudaremos em seguida: deslocamento 5(t, t"), velocidade instantanea V(t) e

aceleracdo instantanea d(t), que completam o formalismo da cinematica.

O deslocamento de uma particula no intervalo de tempo que comega no instante t e termina no

instante t’ é definido por:

D(t,t") = #(t") — #(b)
ou seja, o deslocamento é a diferenca entre a posicao final e a posicao inicial da particula. 5(t,t’) éa
variacdo na posicdo da particula no intervalo de tempo desde t até t’ (B(t,t’) = A7). Para calcular o
deslocamento de uma particula, e avangar na cinematica, precisamos saber como subtrair um vetor do

outro, ou seja, precisamos conhecer as regras basicas da algebra vetorial. Faremos aqui uma breve

pausa na cinemadtica para relembrar essas regras basicas.

"
Considere um vetor A qualquer. A primeira operagdo que podemos fazer com esse vetor é

multiplica-lo por um escalar, ou seja, por um numero qualquer. Por exemplo, quais as propriedades do

vetor Z/T, do vetor ff/Z (=0,5 /T) e do vetor —34 ? A Figura 1.4 e a Tabela 1.3 respondem a essas

perguntas.
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Figura 1.4: Ao multiplicarmos um vetor por um numero (# 1), mudamos seu tamanho (seu mddulo),

invertemos ou ndo seu sentido (sim se o numero for negativo), mas mantemos sua direcdo.

Vetor A 24 A2 —34
Médulo A 2A A/2 3A
Diregdo aded amesma de A amesma de A amesma de A
Sentido ode A o mesmo de A4 o mesmo de 4 oposto ao de A

Tabela 1.3: Propriedades (médulo, direcdo e sentido) dos vetores mostrados na Figura 1.4.

Essa simples propriedade nos permite interpretar o deslocamento como uma soma vetorial, pois

ja sabemos o que é o vetor —7(t) (é o vetor 7(t) com o sentido invertido):
D(t,t") =#(t") — #(t) = #(t") + (-7(D)

Portanto, precisamos saber agora como realizar a soma de dois vetores. Essa soma é realizada
- -
através da regra do paralelogramo, que funciona assim: para somar dois vetores A e B iniciamos
- -
desenhando esses vetores nascendo na mesma origem. Depois tragamos duas linhas paralelasa Aea B

- - - -
construindo um paralelogramo. O vetor A + B é o vetor que nasce na origem comum de A e B e
percorre a diagonal desse paralelogramo até o vértice oposto a essa origem. Esse processo esta

ilustrado na Figura 1.5.

>y
>y
’

o>
ol
~ ~

Figura 1.5: llustragdo da regra do paralelogramo para obter a soma vetorial A + B. Note que AeB

sempre definem um plano, que é, por conveniéncia, o plano do papel no exemplo dessa figura. O

paralelogramo é desenhado nesse plano, que contém também o vetor A + B (seta verde).
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A Figura 1.5 sugere que podemos dar outra interpretagdo para a regra de soma de vetores: para
somar dois vetores A e B, iniciamos desenhando o vetor A. Depois desenhamos o vetor B nascendo na

ponta do vetor A.Ovetor 4 + B é o vetor gue nasce onde nasce Aetem ponta na ponta de B.

ComoA+B=B+A (a soma de vetores é comutativa), esse processo de desenhar um vetor na
ponta do outro tanto pode iniciar com o desenho de A como com o desenho de B. A Figura 1.6 ilustra

essa idéia (comegando com Ae depois com §).

A - ; B
B

é

Y

4[
N

AN

Figura 1.6: Interpretacdo alternativa da regra do paralelogramo para obter a soma vetorial A+ B.

Desenhe um vetor na ponta do outro (em qualquer ordem) e conecte as pontas.

Usando esse segundo algoritmo para se obter a soma de dois vetores é facil provar que, como

ndo poderia deixar de ser, A+ (—j) =A-A= 6, sendo —4 uma seta oposta a A e 0 um vetor nulo.

Agora podemos retornar a cinematica, pois ja temos condi¢cdes de calcular, pelo menos
graficamente, o deslocamento de uma particula. Considere a Figura 1.7 que ilustra a trajetéria de uma
formiga andando no plano da pagina. As posi¢des 7(t) e 7(t") estdo ilustradas na figura. t’ é um instante
posterior qualquer ao instante t.

Figura 1.7: llustracdo da trajetdria (linha
verde) de uma formiga no plano do papel e
das duas posicdes 7(t) e 7(t") (em relagio a
0) que ela ocupou nos instantes t e t’ (pense
na formiga como uma particula). Para calcular
o deslocamento da formiga nesse intervalo de

tempo devemos usar a regra do

paralelogramo. Note, ndo sdo duas formigas,

é a mesma formiga em instantes diferentes.
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Vamos usar a regra do paralelogramo para calcular (graficamente) o deslocamento da formiga
nesse intervalo de tempo que inicia em t e termina em t': D(t,t") = #(¢') — 7(t) = #(¢') + (=7(1)).
Desenhando ent3o o vetor —7(t), completando o paralelogramo e tracando a diagonal obtemos o vetor

D(t,t") (seta azul) que estd ilustrado na Figura 1.8.

Figura 1.8: Deslocamento D(t,t")
(seta azul) de uma formiga no

intervalo de tempo desde t até t'.

Na Figura 1.8, se vocé for deslizando o vetor D(t,t") para cima, paralelamente a ele mesmo, vai
ver que ele se encaixa exatamente entre as duas formigas, que representam as posi¢des da formiga nos

instantes t e t’. Podemos mostrar essa propriedade de uma forma mais rigorosa. De fato, note que,
como D(t,t") = #(t") — 7(¢), entdio, passando 7(t) para o outro lado, obtemos
D(t,t") + 7(t) = #(t)
Essa igualdade estd ilustrada graficamente, através da regra do paralelogramo, na Figura 1.9
que segue (o vetor vermelho é a soma do vetor preto com o vetor azul). Ela vai nos ajudar a

compreender melhor o significado do vetor deslocamento: um vetor que conecta duas posicdes em

tempos diferentes na trajetéria.

Notamos, portanto, que desenhar o vetor deslocamento é simples, ndo requer de fato nenhum

calculo, como o feito na Figura 1.8.

B(t,t') /\ Figura 1.9: Deslocamento de uma

formiga no intervalo de tempo desde
t até t', conforme a equacdo
#(t") =D(t,t") +7(t) e a regra do

paralelogramo.
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Para desenhar o vetor B(t,t’) basta desenhar uma seta que parte do ponto da trajetéria
ocupado pela particula no instante t e termina no outro ponto da trajetdria ocupado pela particula no
instante t'. Ao contrario do vetor posicdo, que é uma grandeza relativa, requerendo uma escolha de
uma origem para ser definido/desenhado, o deslocamento é absoluto. Essa idéia esta ilustrada na Figura
1.10 onde simplesmente omitimos a origem, as formigas (que foram representadas por bolinhas pretas)

e os vetores 7(t) e 7(t").

Figura 1.10: Deslocamento de uma formiga
(representada pelas bolinhas pretas, uma

. particula) no intervalo de tempo desde t até
D(t,t : .
1) t': basta conectar os dois pontos da 6rbita

(curva verde) ocupados pela particulaem t e

em t' por uma seta orientada de t para t'.

Podemos dizer que B(t, t') esta ao longo de

uma corda da curva que define a trajetodria.

O vetor B(t, t") indica a distancia entre os dois pontos da 6rbita ocupados pela particula em t e
em t’, indica a direcdo em que a particula se deslocou e o sentido desse deslocamento. Note que
B(t, t') ndo fornece a distancia percorrida pela particula no intervalo de t até t'. Essa distancia
percorrida é dada pelo comprimento da trajetdria entre os instantes t e t’ (o comprimento do segmento
de curva tracejada na Figura 1.11) e ndo pelo médulo de 5(1:,15’) (que é o comprimento da corda que

conecta dois pontos da trajetdria, os dois extremos da curva tracejada na Figura 1.11).

-
Nesse sentido, o deslocamento D(t, t") é uma grandeza grosseira, ela sé olha o ponto de partida
e o ponto de chegada, ndo leva em conta o que acontece no meio do caminho. Por exemplo, se um

automovel parte da posicdo 7, em t = 0, viaja até uma cidade distante 200 km e apds 10 horas retorna

- . , - - =
para a posi¢do 73, seu deslocamento nesse intervalo de tempo é D(0,10) =7, — 1, = 0.

Figura 1.11: O modulo do deslocamento B(t, t) (o
tamanho da seta azul) ndo tem relacdo com a
distancia que a particula percorreu ao longo de sua
trajetdria no intervalo de tempo desde t até t’. Essa

distancia seria dada pelo comprimento da curva

tracejada (a trajetoria da formiga). J4 o médulo de
D(t,t") (que seria representado por D(t,t")) é o
comprimento desse vetor, medido com uma régua

ou trena (o comprimento da corda).
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Note, o automodvel percorreu uma trajetéria de 400 km de comprimento e mesmo assim seu
deslocamento nesse intervalo de tempo foi nulo: porque a posicdo final é igual a posicdo inicial. O
hodoémetro desse automdvel marcaria uma distancia percorrida de 400 km, mas o deslocamento nesse
intervalo de tempo de 10 h é nulo. Outro exemplo: considere uma particula que percorre uma trajetoria
circular de raio R = 2 m. Ao dar uma volta completa nesse circulo, o deslocamento da particula sera
nulo, porque ela voltou para o mesmo ponto de onde saiu. No entanto, a distancia percorrida pela
particula nesse mesmo intervalo de tempo foid =2m R = 12,6 m. O que pode parecer um defeito da
grandeza deslocamento - sua “insensibilidade” ao que acontece no meio do intervalo de tempo - pode
se converter em uma vantagem: a grandeza deslocamento é uma grandeza simples, facil de ser

calculada. Ela é a grandeza que precisamos para avanc¢ar na cinematica.

Consideremos agora a questdo da rapidez com que uma 6rbita é percorrida. A grandeza que
mede essa rapidez é a velocidade. A velocidade média de uma particula no intervalo de tempo desde t

até t' é dada pela raz3o deslocamento/tempo:
., D(t,t")
Vu( t) =——F
u(t,t) = 5
Note que se a particula se desloca rapidamente, entdo At =t — t é um niimero pequeno e a
velocidade média resultard em um vetor de mddulo grande (cuja unidade basica é o metro/segundo,

abreviado por m/s). De acordo com as regras da algebra vetorial que ja discutimos, a direcdo e o sentido
de VM(t,t’) s30 0s mesmos de B(t,t’), conforme ilustrado na Figura 1.12 (estamos considerando
sempre At =t' —t > 0).

Figura 1.12: O vetor VM(t,t’) (seta preta) é

paralelo ao vetor D(tt'). Ele ests,
portanto, ao longo da corda que inicia na

posicdo ocupada pela particula no instante t

-- e termina na posi¢ao que a particula ocupa

no instante t’.

O movimento é crucial para os animais que lutam pela sobrevivéncia na natureza. Aqueles que
se moverem mais rapidamente terdo maiores chances de escaparem de seus predadores. Hd uma
relacdo direta entre a velocidade maxima que um animal consegue atingir e sua massa corporal (ver a
referéncia: “A general scaling law reveals why the largest animals are not the fastest de M. R. Hirt et al.,
Nature Ecology & Evolution vol. 1 (2017) 1116—-1122"). Os animais de tamanho intermediario tém uma
vantagem em relagdo aos animais maiores, que sdo muito pesados, e os menores, que tém pouca

musculatura. Na terra as maiores velocidades sdo atingidas pelo guepardo (chita), que pode chegar a
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100 km/h, ou cerca de 28 m/s. Esse nimeros significam que enquanto corre, o guepardo percorre 28
metros a cada segundo, em média. Se ele corresse continuamente por uma hora, com essa velocidade
média de 100 km/h, ele percorreria uma distancia de 100 km. No ar, dentre os mais rapidos estdo a
dguia e o falcdo, que podem chegar a 140 km/h ou 39 m/s. Na dgua dentre os mais rapidos estd o
marlim-preto, que alcanga 130 km/h ou 36 m/s. Dentre os humanos, os velocistas profissionais
conseguem chegar préximos de 45 km/h, ou 13 m/s, mas apenas por alguns instantes. Suas velocidades
médias em uma corrida sdo menores do que esse valor maximo, ou seja, se dividirmos a distancia total
da corrida pelo tempo total desde a largada até a chegada, vamos obter um valor menor que 13 m/s
(algo mais préximo de 10 m/s para um atleta). Um carro de corrida pode chegar facilmente aos 300
km/h, ou 83 m/s. O som se propaga no ar com uma velocidade préoxima de 1.220 km/h, ou 340 m/s. A
luz, por sua vez, se propaga com uma velocidade incrivel préxima de 11 x 10® km/h, ou 300.000.000 m/s.
Por isso ouvimos o som (o trovdo ou a trovoada) de um raio (uma descarga elétrica na atmosfera) bem
depois de vermos seu clardo (o relampago). Por exemplo, se um raio acontecer a uma distancia de 5 km
de vocé, vocé vai ver o relampago apds um tempo de 5.000/300.000.000 = 17 us (17 microsegundos),
ou seja, quase que instantaneamente. Quanto ao trovdo, vocé sé vai ouvi-lo apdés um tempo de

5.000/340 = 15 s (15 segundos).

Assim como a grandeza deslocamento, a velocidade média também é uma grandeza grosseira.
Voltando ao nosso exemplo anterior, se um automdével parte da posi¢do 7, em t = 0, viaja até uma
cidade distante 200 km e apds 10 horas retorna para a posicdo 7,, sua velocidade média nesse intervalo
de tempo é dada por I7M(0,10) = (Ty —75)/10 = 0. O velocimetro desse automaével marcaria diversas

velocidades durante o percurso: 10 km/h, 100 km/h etc. A velocidade média é nula. Obviamente o

-
velocimetro ndo mede a velocidade média do carro. Ele mede a velocidade instantanea V (t).

A velocidade instantanea V(t) pode ser definida a partir da velocidade média através de um

processo de limite: tomando o tempo posterior t' cada vez mais proximo do tempo t, obteremos no

limite t' — t que VM(t, t" - I7(t). Mais especificamente:

F(t+At) —7(t) d

At a ®

el _ . e ! _ .
V(O = i e (560 = fim,

Note que na equagdo acima fizemos t' =t + At, para ficar mais evidente que a velocidade

instantanea é a derivada no tempo da posi¢do 7(t). Assim como o vetor I7M(t, t") estd ao longo da corda

que conecta os dois pontos da trajetdria ocupados pela particula nos instantes t e t’, é facil perceber

que a velocidade instantanea I7(t) é um vetor tangente a trajetdria no ponto que a particula ocupa no

instante t, conforme ilustrado na Figura 1.13.
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Figura 1.13: No processo de limite t' - t, a
corda cuja diregao é a do vetor deslocamento
D(t,t') vai se tornando tangente 3 trajetéria,
resultando em um vetor V)(t) sempre tangente
a trajetéria em cada instante de tempo. A

magnitude de l7(t) foi definida arbitrariamente

nessa figura.

Na Figura 1.14 mostramos um grafico (calculado a partir de dados numéricos da distancia x(t)
em fungdo do tempo obtidos na internet) do mdédulo da velocidade instantanea V,(t) do atleta Usain
Bolt em funcdo do tempo t em uma prova de 100 m. A trajetdria do atleta nessa prova é basicamente
uma reta horizontal (eixo x) de comprimento 100 m. A velocidade é paralela a essa trajetdria, ou seja,
uma seta horizontal, com o sentido apontando do ponto de largada para o ponto de chegada e com

magnitude conforme o grafico mostrado aqui.

V,(t) (mis)

Figura 1.14: Gréfico da velocidade instantdnea do atleta Usain Bolt em fungdo do tempo em uma prova de

100 m.

Quando o cronémetro dispara (em t = 0) o atleta estd ainda em repouso no ponto de largada,
V.(0) = 0. Sua velocidade cresce rapidamente e em cerca de 4 segundos atinge um valor préximo dos
12 m/s, se mantendo basicamente constante até o final da prova. Notamos apenas uma queda pequena
na velocidade no final da prova, que durou apenas 9,58 s. A velocidade média do atleta nessa prova foi,

portanto:

v =100 044
xM = g5g = 1044 m/s

A velocidade instantanea, por sua vez, assumiu varios valores diferentes durante a prova. A
velocidade (instantanea) maxima foi atingida préxima do instante t = 6,7 s e foi de aproximadamente

12,35 m/s. Ao final da prova a velocidade do atleta caiu para 12,05 m/s.
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Na Figura 1.15 abaixo (fora de escala) esbocamos a érbita eliptica do planeta Mercurio (bolinha
preta) em torno do Sol (bolinha vazada laranja) e mostramos esbocos dos vetores velocidade orbital
(instantanea) de Mercurio em quatro instantes de tempo selecionados. Conforme ja discutimos, esses
vetores sdo sempre tangentes a elipse. Estamos assumindo na figura uma drbita percorrida no sentido
anti-horario. As érbitas reais dos planetas do nosso sistema solar ndo sdo tdo achatadas como mostrado

nessa figura, elas sdo mais proximas de érbitas circulares.

V(t,)

Figura 1.15: llustracdo (fora de escala)
. da drbita eliptica do planeta Mercurio
V() (bolinha preta) em torno do Sol (bolinha
vazada laranja) e dos vetores velocidade
orbital desse planeta I7(t) nos quatro

instantes selecionados t4, t;, t; e ty.

Discutiremos mais sobre essas Orbitas no capitulo 8. Aqui exageramos um pouco a
excentricidade (achatamento) da érbita de Mercurio apenas para tornar mais visiveis os aspectos do

movimento que sdo discutidos.

A velocidade de um planeta varia ao longo de sua drbita (varia em mddulo, diregdo e sentido),
assim como varia a velocidade de um projétil lancado aqui na Terra. Um planeta é basicamente um

projétil em queda livre em torno do Sol.

Da figura, notamos que no instante t; Mercurio estd mais afastado do Sol (afélio de Mercurio) e
sua velocidade é minima. No ponto oposto da érbita (periélio de Mercurio), que ocorre no instante t3,
Mercurio esta mais préoximo do Sol e sua velocidade orbital é maxima. Nos instantes t, e t, as
velocidades sdo opostas e iguais em maddulo (por simetria), atingindo um valor intermediario entre o
maximo no periélio e o minimo no afélio. Fica evidente na Figura 1.15 que Mercurio possui uma
velocidade varidvel no tempo, varidvel em mddulo e em direcdo (em sentido também porque se a
direcdo muda o sentido necessariamente muda, pois o sentido estd associado a dire¢do). A grandeza
gue quantifica a variacdo do vetor velocidade instantanea é a aceleracdo instantanea, que definiremos a

seguir, completando o formalismo da cinematica.
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Considere uma particula que no instante t possui velocidade 17(1:) e que em um instante

posterior t' possui velocidade V(t’). A aceleracdo média dessa particula nesse intervalo de tempo é
dada pela razdo:
. V() =Vt
e ==

A unidade padr3o de aceleracdo é o metro por segundo por segundo, abreviado por (m/s)/s ou m/s’.
. 7 12 4 - 12 ~ . ~ YR T , o]
Assim, se V(t") = V(t) segue que dy(t,t') = 0, ou seja, a aceleragdo média é nula. Caso contrario, se a
. . ~ - 12 ~ . .
velocidade muda nesse intervalo de tempo, entdo d,(t,t’) # 0 e quanto mais rapidamente a
velocidade muda maior a aceleragdo. Note que d,,(t,t") € uma grandeza média e, portanto, “grosseira”
pois n3o leva em conta o que acontece no meio, entre t e t'. Por outro lado, a acelera¢3o instantanea
d(t) fornece a taxa de variagdo no tempo da velocidade no instante t. Ela pode ser obtida através de um

processo de limite, calculando-se d,,(t, t") com t' cada vez mais proximo de t. Mais especificamente:

V(E+A)-V() d
= aV(t)

at) = limay(t,t") = lim
©) tr—>t m( ) At—0 At

A equacio horéria de d(t) é obtida a partir da derivada no tempo da equacdo horaria de I7(t).

Na Figura 1.14, por exemplo, podemos ver que o atleta Usain Bolt possui uma grande aceleracao
nos primeiros dois segundos de prova, quando sua velocidade cresce rapidamente (derivada positiva da
fungdo V,(t)). Depois de t = 4 s a velocidade se torna basicamente constante, ou seja, sua acelera¢do

se aproxima de zero.

Outro exemplo: considere um automodvel que viaja em uma estrada reta e que aumenta com o
tempo a magnitude de sua velocidade de acordo com a funcdo: V(t) = k t?, sendo k uma constante.
Isso significa que o automovel parte do repouso em t = 0, pois V(0) = 0, ele acelerae em t = 1, possui
velocidade V(1) = k , em t = 2, possui velocidade V(2) = 4k , etc. O tamanho (mddulo) do vetor
velocidade vai aumentando com o tempo (a diregao e o sentido ndo variariam nesse caso pois a estrada
é reta). A aceleragdo (instantanea) do automével é a(t) = d (kt?)/dt = 2 k t. Isso significa que o
automovel parte do repouso em t=0, com acelerac¢do a(0) = 0. A medida que o tempo passa ele ganha
uma aceleracdo a(t) = 2 k t ao longo da estrada reta (porque o motorista passa a pisar no acelerador).
Ele ganha velocidade e vai acelerando cada vez mais. Em t = 1 sua aceleragdo é a(l) =2k, emt =2
sua aceleracdo é maior, é a(2) = 4 k, e assim por diante (talvez porque o motorista passou a pisar mais
no acelerador). As unidades de medida nesse exemplo sdo arbitrarias. Se adotarmos o valor numérico
k = 10 m/s®, por exemplo, obtemos: emt =15, V(1) =10 m/s, emt =25, V(2) = 40 m/s, etc. Em
t=1s a aceleracdo é a(1) =20m/s’>, em t =2 s, a(2) =40 m/s’, e assim por diante. Uma

velocidade de 10 m/s significa que se a particula mantiver essa velocidade (vetor) constante durante 1
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segundo, ela vai percorrer uma distancia de 10 metros nesse segundo. A distancia vai ser percorrida na

direcdo (da estrada reta nesse caso) e no sentido de V. Uma aceleragdo de 5 m/s” significa que se a
particula mantiver essa aceleracdo por um segundo, sua velocidade vai variar de 5 m/s nesse segundo.

Essa variacdo vai se dar na direcdo (da estrada reta nesse caso) e sentido de a.

Consideremos agora a tarefa de representar na Figura 1.15 a acelera¢do do planeta Mercurio
nos quatro instantes selecionados. Queremos representar as setas da(t;), d(t,), a(t;) e d(t,). Para

realizar essa tarefa, graficamente, vamos partir da equagdo aproximada:

a0 = lim V(t+ At) =V (t)

At—0 At =>V(t+At) =V(t) +a(t)At

com At = 0. Note entdo que estamos apenas omitindo a operacdo de limite, para obtermos uma

equacao (aproximada) que da a evolucdo do vetor velocidade no tempo:
V(t + At) = V(t) + d(t)At

Vamos omitir aqui o sinal de aproximadamente (=), substituindo-o pelo sinal de igualdade, deixando

subentendido que essa igualdade sé vale mesmo no limite em que At — 0.

Consideremos inicialmente o caso particular ilustrado na Figura 1.16, em que a aceleracdo a(t)
é paralela a velocidade I7(t). Como serd o vetor V em um instante posterior t + At? De acordo com a

ultima equagdo, basta somar V(t) com o vetor d(t)At. Note que o vetor d(t)At é paralelo ao vetor d(t)

(pois At >0) e de tamanho menor que d(t) j& que At =0 . Portanto, usando a regra do

paralelogramo, obtemos um vetor V(t + At) que é paralelo a I7(t), mas maior que I7(t). Concluindo:
uma aceleragdo paralela faz com que o vetor velocidade aumente de magnitude, mantendo sua direcdo

e sentido.

VA@

Note que sendo At = 0, deveriamos desenhar na Figura acima a seta azul (@(t)At) bem menor

Figura 1.16: llustracdo do efeito
da aceleragdo paralela: esticar

(aumentar o mddulo ou a

magnitude) o vetor velocidade.

que a seta vermelha (d(t)). Preferimos n3o fazer isso para ndo tornar a Figura de dificil visualizag3o.

Consideremos agora o caso ilustrado na Figura 1.17, em que a acelera¢3o d(t) é antiparalela a
velocidade V(t). Como serd o vetor V/ em um instante posterior t + At? De novo, basta somar I7(t) com
o vetor d(t)At. Note que agora o vetor d(t)At é antiparalelo ao vetor I7(t). Da regra do paralelogramo,

obtemos um vetor V(t + At) que é paralelo a I7(t), mas menor que I7(t). Concluindo: uma aceleragdo
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antiparalela faz com que o vetor velocidade diminua de magnitude, mantendo sua direcdo e sentido (a

aceleragao antiparalela pode levar, ao longo do tempo, a uma inversao no sentido da velocidade,

dependendo das magnitudes de I7(t) e d(t) e do intervalo de tempo considerado).
Figura 1.17: llustragdo do

a(t)At
V)(t) ___________ efeito da aceleragdo
/l(t) V(t) /7(1: +AD) antiparalela: contrair o

vetor velocidade.

Finalmente, consideremos o caso ilustrado na Figura 1.18, em que a acelerac3o d(t) é ortogonal
a velocidade I7(t). Como serd o vetor ¥ em um instante posterior t + At? Da regra do paralelogramo,

obtemos um vetor I7(t + At) que é um pouco inclinado em relagdo a V(t), inclinado no mesmo sentido

para onde aponta o vetor d(t).

. Figura 1.18: llustracdo do efeito da
V(t)

aa\‘

aceleragdo ortogonal: mudar a dire¢dao do
vetor velocidade. Na ilustragdo o vetor

velocidade foi inclinado de AB em relagdo

a direcdo inicial.

Concluindo, uma aceleragao ortogonal faz com que o vetor velocidade mude de diregao. A

particula que possui essa aceleracdo faz uma curva.

Note que as ilustracdes nas Figuras 1.16, 1.17 e 1.18 devem ser pensadas no limite em que At

vai para zero. Portanto, apds um incremento infinitesimal no tempo, a aceleracdo paralela a(t) leva a

um aumento infinitesimal no médulo de I7(t), a aceleracdo antiparalela a(t) (que pode ser pensada

simplesmente como uma aceleragdo paralela negativa) leva a uma reducdo infinitesimal no médulo de
I7(t). J& a acelerac3o ortogonal d(t) leva a um desvio infinitesimal (no mesmo sentido de d(t)) na
direcdo do vetor V(t). Note que esse é o Unico efeito da aceleracdo ortogonal. No limite At - 0 a
aceleracdo ortogonal ndo modifica o tamanho do vetor V(t), apenas desvia sua dire¢do. De fato, do
triangulo retangulo formado pelos vetores V(t), I7(t + At) e d(t)At mostrado na Figura 1.18

deduzimos que, no limite At - 0 (e A8 — 0):

a(t)At A6 a(t A6 df a(t
© :——Q:w(t)=lgmo—— —Q

tan(a0) =46 =552 1 = v s AL T dt V(D

sendo w = d@/dt a velocidade angular da particula (a taxa com que sua dire¢do de movimento muda).

Por outro lado, quanto ao médulo de I7(t) concluimos do teorema de Pitagoras (no limite At - 0 ) que:
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V(t+AD)77

[V(t+AaD)]? = [V(©)]? + [a(H)At]? > [ 70 ] =1+ [w(D)At]? =1

Concluindo: uma aceleragdo ortogonal a(t) muda a direcdo do vetor velocidade com a taxa

w(t) = a(t)/V(t), sem modificar o médulo V (t).

Resumindo: Se o médulo de I7(t) muda, é porque existe uma aceleragdo paralela (positiva ou
negativa) &”(t). Se a dire¢do de V(t) muda (se a particula faz uma curva), é porque existe uma
aceleracdo ortogonal a, (t). A Figura 1.19 ilustra essa idéia: uma acelera¢do qualquer (obliqua em
relacio a velocidade) pode ser decomposta em duas componentes independentes entre si: uma
componente paralela e uma componente ortogonal (a velocidade). Cada uma dessas componentes tem

um efeito proprio sobre o vetor velocidade.

Figura 1.19: llustragdo da decomposicao de uma aceleragdo qualquer em componentes paralela
(positiva nesse caso) e ortogonal. A velocidade muda simultaneamente de tamanho e direcdo. Nesse
caso a particula estaria, no instante t, fazendo uma curva para a direita e se movendo cada vez mais

rapidamente.

Matematicamente, podemos expressar os efeitos de &”(t) e d, (t) da seguinte forma: nas

Figuras 1.16 e 1.17 vemos que Ei”(t) muda apenas o mdédulo de I7(t), ou seja:
) = d( bdulo de V(1)) = e
a —dtmouoe =% )
Na Figura 1.18, usando a relagdo tan(Af8) = A8 =a, (t)At/V(t) obtemos:
d . - do
a,(t) = V() |E(d1regao de V(t))| =V L =V 0

Note que especificamos apenas as magnitudes de &”(t) e d, (t), pois suas direcbes ja estdo

definidas pelos seus préprios nomes. A magnitude de &“(t) pode ser negativa no caso da aceleracao

&“(t) ser de fato antiparalela a V(t) (caso em que V(t) esta diminuindo e dV (t)/dt é negativo).

Entender o papel da aceleracdo e de suas componentes paralela e ortogonal é um passo

importante para o dominio da cinematica e, posteriormente, da dindmica de uma particula. Nesse
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sentido, vale a pena enfatizar: o vetor a”(t) estd na mesma direcdo do vetor I7(t) e possui magnitude
a; (t) = dV(t)/dt. Note que essa magnitude possui um sinal: se a velocidade estiver aumentando no
instante t, entdo dV(t)/dt > 0 e G (t) possui o mesmo sentido de V(t) (é paralelo a V(t)). Se, por
outro lado, no instante t a velocidade estiver diminuindo, entdo dV(t)/dt < 0 e &”(t) possui o sentido
oposto ao de V(t) (é antiparalelo a I7(t)). No caso especifico em que V(t) ndo estd nem aumentando
nem diminuindo, ou seja, no caso em que V(t) é constante no tempo ou estd instantaneamente
atingindo um valor maximo ou minimo em um instante particular t, entdo dV(t)/dt =0 e d(t) = 0

nesse exato instante. Quanto ao vetor d, (t), ele estd na direcdo ortogonal ao vetor V(t), apontando

para o sentido em que a particula esté fazendo a curva, e de magnitude |d, | = V(t) w(t).

Para ilustrar, vamos retornar ao esboco da érbita de Mercurio em torno do Sol, na Figura 1.15.
Na Figura 1.20 abaixo mostramos novamente essa érbita com os vetores &”(t) e d, (t) ja desenhados

conforme nossa discussao anterior.

V(ty) Figura 1.20: llustracdo da 6rbita

o . eliptica de Mercurio (bolinha
a)(t2) |d.(ty)

. preta) em torno do Sol (bolinha
V(t1)

vazada laranja) e dos vetores

velocidade  orbital I7(t) e
aceleragdes d(t) e d,(t) nos

V(ts)

qguatro instantes selecionados

tll tz, t3 e t4.

Resumidamente: em t; (afélio) ndo ha Ei”(t) porque a velocidade é minima nesse instante e
d, (t) aponta para o lado do Sol porque a curva se da nesse sentido. Da mesma forma, em t; (periélio)
ndo ha c_i“(t) porque a velocidade é maxima nesse instante e d, (t) aponta para o lado do Sol porque a
curva se da nesse sentido. Em ¢, c_i“(t) é positiva porque a velocidade esta aumentando nesse instante e
d, (t) aponta para baixo porque a curva se da nesse sentido. Finalmente, em t, d”(t) é negativa

(oposta a V(t)) porque a velocidade estd diminuindo nesse instante e d, (t) aponta para cima porque a

curva se da nesse sentido.

Finalmente, considerando que d(t) = d(t) +d, (t), obtemos a aceleragdo do planeta
Mercurio nesses quatro instantes de seu movimento, como esta mostrado na Figura 1.21. Note que
usamos a regra do paralelogramo para desenhar o vetor a(t) a partir dos vetores &”(t) e d,(t)

mostrados na Figura 1.20. Os resultados na Figura 1.21 sugerem (apenas sugerem porque de fato ndo

Aulas de mecanica classica newtoniana —José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 1



22

calculamos nada com precisdo, apenas esbogamos os vetores) que o vetor aceleracdo do planeta
Mercurio na sua drbita aponta sempre para o Sol. A demonstracdo de que isso € mesmo verdade e a
explicacdo para esse fato fogem do contexto da cinematica. A cinematica apenas descreve o
movimento, ndo se preocupa com suas causas. Quando estudarmos a dinamica e a teoria da gravitacdo

de Newton, poderemos entender essa propriedade da acelera¢do de um planeta.

Figura 1.21: llustracdo da

V(t,)

Orbita eliptica de Mercurio
~ (bolinha preta) em torno do
V(t1) Sol (bolinha vazada laranja) e
dos vetores velocidade orbital
V(t) e aceleragio d(t) nos
quatro instantes selecionados

t, ty, tz ety

Resumindo o que ja vimos até agora, a cinematica de uma particula consiste basicamente no
estudo das trés funcdes horarias (ndo independentes entre si) listadas na Tabela 1.4 que segue: posicao,
velocidade instantdanea (ou simplesmente velocidade) e aceleragdo instantanea (ou simplesmente
aceleracdo). Através das operac¢Oes de derivacdo e integracdo podemos obter uma fungdo horaria de
outra ja conhecida. As constantes de integracdo sdo determinadas pelas condi¢es iniciais do

movimento: posicdo e velocidade iniciais da particula.

Esses trés vetores que caracterizam o movimento de uma particula estdo ilustrados na Figura
1.22, que representa um segmento da dérbita de uma particula (no plano da pagina) que no instante t

estd passando pelo ponto P: 7(t) é desenhado partindo da origem (arbitraria) e terminando no ponto P.
I7(t) é desenhado nascendo em P, tangente a trajetéria, orientado no sentido do movimento. d(t) é

desenhado nascendo em P, com componentes paralela e ortogonal (a V(t)) conforme nossa discussdo

anterior. No caso da Figura 1.22 a particula estaria aumentando a magnitude de sua velocidade.
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Fungdo horaria Simbolo padrao Relagdo derivada/integral
Posicdo 7(t) 7(t) = f V(t)dt
Velocidade V()

o d
V(t) ZEF(O =f51(t)dt

2

~ - d — d
Aceleragdo a(t) a) = Ev(t) = WF(O

Tabela 1.4: As trés fungOes horarias basicas para descrever o movimento de uma particula.

Figura 1.22: llustragdo dos vetores
posicdo, velocidade e aceleracdo para
uma particula que se move em uma
orbita no plano do papel e passa pelo
ponto P no instante t. llustramos o caso

em que a velocidade da particula

estaria aumentando no instante t em

que ela passa por P.

Com essa discussdo terminamos de estabelecer as bases da cinematica de uma particula. Para
podermos avangar nas aplicagbes dessa teoria, efetuando calculos precisos e rapidos das grandezas
posicdo, velocidade e aceleragdo, precisamos de uma representacdo mais pratica dos vetores. Até agora
temos representado os vetores através de setas, mas ndo é dificil notar que fazer desenhos com
precisdo ndo é uma tarefa facil. Assim sendo, vamos partir para uma representacdo algébrica dos
vetores, em que as setas serdo representadas por numeros/letras e férmulas. Como conseqiéncia,
nossos calculos se tornardao mais rapidos e precisos, sem a necessidade do uso de réguas, esquadros ou
transferidores. A idéia é basicamente a mesma que nos faz migrar da geometria pura para a geometria
analitica. Enquanto a geometria pura estuda os pontos, as curvas, os planos e os sélidos per se, sem o
uso de formulas, a geometria analitica representa esses mesmos objetos através de formulas. Uma

teoria ndo substitui a outra, mas amplia os seus dominios.

A tarefa de representar uma seta através de uma formula é de fato simples. Uma seta tem trés

propriedades: seu mddulo pode ser representado por um ndmero positivo; seu sentido pode ser
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representado por um simples sinal, + ou -. Finalmente, para representar a direcdo da seta basta que
arbitremos nomes para trés dire¢cdes ortogonais (independentes) entre si no espaco tridimensional. No
dia-a-dia ja adotamos alguns nomes para as direcGes no espaco, por exemplo, “vertical”, “horizontal”,
“norte-sul”, etc. Esses nomes sdo muito longos e ndo muito precisos também. Vocé saberia definir
precisamente o que chamamos de dire¢do vertical? Podemos simplificar a ideia chamando uma direcao
de x, outra de y e outra de z. Dessa forma estamos adotando um referencial (cartesiano) no espaco, trés
eixos ortogonais entre si (x, y e z) e uma origem “O” comum a eles. Para indicar nas formulas as dire¢cGes
dos eixos adotamos a idéia de vetores unitarios (vetores de mddulo igual a um). O vetor X (leio “x
chapéu”) é um vetor de mddulo 1 que aponta na dire¢do e no sentido do eixo x. Analogamente para ¥ e
Z (alguns autores utilizam os simbolos 7, j e k para representar esses trés vetores unitarios). Nesse
livro, para simplificar nossas figuras, geralmente omitimos um dos eixos, o eixo z, considerando que
tudo ocorre no plano da pagina, o plano xy. Podemos sempre imaginar que um eixo z ortogonal ao
plano da pdgina pode ser adicionado, para o caso de um movimento mais geral, que sai do plano da
pagina (por exemplo, uma mosca voando no espac¢o tridimensional). Mais na frente, quando

estudarmos rotacdes, o eixo z terd um papel mais relevante.

Consideremos os vetores ff, B e C mostrados na Figura 1.23. Vamos supor que esses vetores
estdo no plano da pdgina e que |£T| =A=3, B=4 e C=6. Consideremos a tarefa de escrever

expressdes algébricas (férmulas) para representar esses vetores.

Figura 1.23: llustracdo

de trés vetores no

)
ool

plano do papel.

(T

Primeiramente devemos escolher um referencial. Essa escolha é arbitraria, mas alguns
referenciais levam a expressGes mais simples para os vetores que queremos representar e outros
referenciais nem tanto. Por isso sempre podemos fazer uma escolha de referencial através do critério de
simplicidade ou menor esfor¢o. Consideremos entdo a escolha mostrada na Figura 1.24 (note que
omitimos o eixo z, que estaria ortogonal ao plano da pdgina (apontando para fora), para simplificar a
figura. O ponto de cruzamento dos eixos é a origem “0”).

—

Nesse referencial, o vetor A é dado por A=3 Yy e o vetor B por B = 4%. Note, ao lermos a

expressao A= 3, sabemos que A tem médulo igual a 3 (porque y tem mddulo 1) e que A tem a

direcdo e o sentido que coincidem com a dire¢do e o sentido do eixo y (no referencial adotado).
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Analogamente para B. No caso do vetor C precisaremos pensar um pouco mais para encontrar sua

representacao algébrica nesse referencial xy, pois esse vetor é obliquo.

y Figura 1.24: llustracdo
. > de trés vetores no plano
A B do papel e de um
> ¢ referencial xy.
X

Comecamos, por conveniéncia, deslocando o referencial de tal forma que C nas¢ca em O, como

estd ilustrado na Figura 1.25.

Figura 1.25: llustragdo

do processo de

\ 4

decomposicdo do vetor

N}
(vo]]

.

C em componentes x e

A 4
v

y.

Podemos ver na Figura 1.25 que o vetor ¢ pode ser projetado nos eixos x e y (note que as linhas

tracejadas que definem as projecGes devem ser ortogonais aos eixos) definindo novos vetores projecGes
(ou componentes) Ex (que parece com o vetor E) e 5y (que parece com o vetor /T). Suponha que 6 é o

R
angulo que o vetor C faz com o eixo x (ao escolhermos o referencial
escolhemos o valor de 6). Entdo, das definicbes das fungdes C sen(6)

trigonométricas basicas, é facil concluir, conforme ilustra a figura ao lado,

C cos(0)
que os comprimentos das projecdes valem C, = C cos(8) = 6 cos(f) e

¢, =C sen(f) = 6 sen(H), Da regra do paralelogramo, fica claro que C = 5x + C:,. Juntando tudo isso,

concluimos finalmente que a expressdo de C nesse referencial Xy é:
C = 6 cos(0) £ + 6 sen(8) y

Por exemplo, se valer 8 = 30°, ent3o: C=3V3%2+3 V.

A

Concluindo: qualquer vetor A pode ser escrito na forma: A= A+ Ay +A,Z, sendo X, jeZ

vetores unitarios ao longo de trés eixos arbitrarios ortogonais entre si e A, , 4, e A, as componentes

(projecbes ou sombras) do vetor A nesses eixos. Note gue as projecdes podem ser positivas ou

negativas, dependendo do sentido que essas projecées tém em relacdo aos eixos. Esse sinal ndo surge
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automaticamente, ele deve ser introduzido na expressao algébrica do vetor, conforme observamos o

sentido da projecao em relagao ao sentido do eixo dessa proje¢do. Os exemplos na Tabela 1.5 que segue

Bl =B =4,

ilustram essas idéias. Considere nessa tabela, apenas para ilustrar, que |/T| =A=3,
|C] = € = 2,6=45°, 0=30° e B=20°.

Note que a representacdo algébrica de um vetor ndo é Unica. O mesmo vetor (a mesma seta)
pode ter infinitas representacdes algébricas diferentes, dependendo da escolha que se faz do
referencial. O que ndo muda sdo as propriedades do vetor: mddulo, diregdo e sentido. Devemos sempre

escolher um referencial em que acreditamos que as representacoes dos vetores se tornam mais simples.

N

Dadas as proje¢des de um vetor em trés eixos ortogonais entre si: A = A, X+ A,y +A,Z, o

teorema de Pitagoras garante que o mddulo desse vetor é: A = /A,ZC + A§, + A2 (vocé pode conferir

isso na tabela 1.5, notando que A, = 0 para os vetores nessa tabela).

A dlgebra de vetores fica bastante simplificada quando utilizamos as representacées algébricas
s
dos vetores, ao invés dos desenhos das setas. Como exemplo, considere a tarefa de somar os vetores A

e B mostrados na Figura 1.26. Suponhaque A =3 e B = 4.

Figura 1.26: Dois vetores cuja soma

)
e

qgueremos calcular.

A solugdo grafica desse problema é dada pela regra do paralelogramo: o vetor A+Bé esbocgado

na Figura 1.27 que segue.

Figura 1.27: Calculo do vetor A+B

através da regra do paralelogramo.

- -
Note, se vocé quiser saber o médulo de A + B, deve desenhar a figura acima com bastante

- P
precisao e usar, por exemplo, uma régua para medir o comprimento do vetor A + B.
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Representagao Grafica (seta) + Referencial

Representacao Algébrica

j/v
y X

)
Il
w
=

)

v

x

A=3 cos(6)x + 3 sen(0)y
A = 3 cos(45°)% + 3 sen(45°%)y
i V2 V2 V2

2
7x+37y= 37(x+y)

<
—>
v

ol
Q
x

B = —4 sen(a)% — 4 cos(a)y
B = —4sen(30°)% — 4 cos(30°)y

B = 41A 4\/§A
TR TR

B=-2%-2V39=-2(%+39)

ol

<

B =4sen(a)f + 4 cos(a)y
B=2%+2V39=2(%+39)

oy

C = —2 cos(B)% + 2 sen(B)y
C=-2 cos(20°)x + 2 sen(20°)y
o

—2(0.939...)% + 2 (0.342...)9
C = —(1.87...)% + (0.684 ...)y

Tabela 1.5: llustragdo das expressdes algébricas de alguns vetores. Note que o mesmo vetor pode ter

varias expressdes algébricas diferentes, dependendo do referencial. Usamos os valores numéricos

|A|=4=3,

introduzidos “na mao”.

§| =B =4, |5| = C = 2, 8=45° a=30° e B=20° . Note que os sinais das proje¢des foram
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- — -
Vamos realizar agora essa tarefa, de calcular A 4+ B, através das expressoes algébricas de A e de

o
B. Para isso, considere o referencial na Figura 1.28.

. Figura 1.28: Os vetores A e B e um

referencial xy escolhido. Considere que o

Tol

angulo B é conhecido (ele pode ser medido

N

com um transferidor, ou pré-definido pela

prépria escolha do referencial).

v

Nesse referencial:
A=39 e B=4cos(6)% + 4sen(6)y
Portanto: A + B = 3 y+4cos(0) X+ 4sen(6)y =4cos(0) X + (3 + 4 sen (9))37.

Concluindo: o vetor A + B mostrado na Figura 1.27 tem uma projecdo igual a 4 cos (6) no eixo

X, uma projeg¢do igual a 3 + 4 sen(8) no eixo y e um mddulo igual a \/(4 cos (0))? + (3 + 4sen(6))?,

de acordo com o teorema de Pitagoras. Essas propriedades podem ser facilmente visualizadas na Figura

1.29 abaixo.
Yy A
* AA+B
Vi 1
it : Figura 1.29: Componentes x e y de
4
e ! - -
- 7’ .
(A+B), e ' A + B no referencial xy adotado.
£
1
1
- — !
A B,
6 |
I o
- - X
(A+B),

Com esses exemplos pretendemos convencer o leitor das vantagens da representagao algébrica

dos vetores, em contraposicdao a sua representagdo grafica, através de setas.

E interessante notar que a representacdo grafica continuara tendo um papel relevante no nosso
estudo da mecanica, para ilustrar as posicoes, velocidades, forgas, torques, etc. Uma figura bem feita é
um bom ponto de partida para a solucdo de um problema. Mas, os calculos dessas grandezas fisicas

serdo realizados através das representacdes algébricas dos vetores.
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Concluindo: se 4 = A+ A+ AZ e B = ByX + B,y + B,Z, entdo:
cA=c AyX +cAyy+cAyZz (csendoum escalar)
A+B= (A, +B) %+ (4, +B,)y + (A4, + B,)?

A-B= (A, —B)%+ (4, - B,)y+ (4, —B,)?

A= A= /A,%+A§+A§ e |B|= B= |B?+B2+B2

Lembre-se, ndo existe /T/E, /TE, ou \/E

1.2 Aplicagoes da cinematica de uma particula

1.2.1 Um exemplo qualitativo de cinematica unidimensional

Suponha uma formiga que se move ao longo de um varal esticado na horizontal. A formiga sé
pode ir para a frente ou para trds no varal, ela ndo pode subir ou descer na vertical, porque o varal é
fino e ela ndo voa e nem pula do varal. Trata-se, portanto, de um movimento unidimensional (d=1, ou
1d). Essa formiga vive em um mundo unidimensional. Vamos descrever um movimento possivel dessa
formiga nesse mundo. Comecemos chamando de x o eixo paralelo e ao longo do varal. A posicdo da
formiga no varal é, portanto, uma coordenada x. Vamos colocar a origem na posicao inicial da formiga

(t = 0), ou seja, xo = 0. A posi¢do da formiga é um vetor no eixo x:
7(t) = x(O)X

Note, o uso da notacdo vetorial e do unitario X seria dispensavel nesse caso, pois sabemos que a
formiga estard sempre sobre o eixo x e é isso que o X estd representando na expressio de 7(t).
Poderiamos simplesmente dizer que a posi¢cdo da formiga é dada pela funcdo escalar x(t) ao longo do
varal. Se x(t) = 5 cm, significa que a formiga estd 5 cm a direita da origem, sobre o varal. Se x(t) =
—10 cm, significa que a formiga esta 10 cm a esquerda da origem, sobre o varal. Esse “sobre o varal” é o
que significa o ¥ em 7(t). Nesse sentido a notac3o vetorial poderia ser dispensada, como se costuma
fazer no estudo de movimentos unidimensionais. Mas, preferimos manter aqui a notagao vetorial, para
gue o estudante se acostume desde ja com ela. Afinal, ndo ha nada de “complexo” em se trabalhar com

vetores. Pelo contrdrio, a notagdo vetorial torna mais precisa e compreensivel a linguagem.

A Figura 1.30 que segue ilustra a idéia da formiga andando em um varal horizontal e sua posicao

7(t).
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g Figura 1.30: Uma formiga (uma
! ] > particula) se move em um varal
0 r(t) x(t) horizontal (linha azul). O referencial

para a posicdo da formiga é um eixo x
ao longo do varal. Deslocamos um
pouco o eixo x para baixo para melhor

visualizacgdo.

Agora vamos fazer uma hipdtese (apenas qualitativa) sobre o movimento dessa formiga.

Suponha que a func¢do horaria x(t) tenha o comportamento mostrado na Figura 1.31.

A
x(t)
X Figura 1.31: Uma formiga se move em
]
i um varal reto de acordo com o grafico
' ao lado: ela vai e volta.
]
]
|
0 , >

ty ta t

0

Note que esse ndo é o grafico da trajetdria da formiga. A trajetdria da formiga é uma linha reta
horizontal, ao longo do varal. Esse grafico mostra a posi¢do x(t) da formiga em fun¢do do tempo. A
formiga sai da posicdo x = 0 em t = 0 (gragas a nossa escolha da origem do eixo x) e vai para a direita
(na Figura 1.30), aumentando sua coordenada x positiva. Em um certo instante t;, por algum motivo, a
formiga resolve voltar e sua coordenada x passa a diminuir. A formiga passa entdo novamente pela
origem no instante t, e continua se afastando da origem, para a esquerda, porque x se torna negativo.

Note entdo que o vetor posi¢cdo da formiga, dado por:
7(t) = x(t)X

vai apontar da origem para a direita (como na Figura 1.30) para 0 < t < t,. Depois, para t > t, o vetor
vai apontar para a esquerda, porque x(t) é negativo. O vetor 7(t) sempre aponta para a formiga, no

instante t. Em t = t, esse vetor vai ser nulo, como ele era em t=0.

Como sera o grafico da velocidade da formiga? A velocidade é dada por:

_ d d d
V() = af’(t) = ax(t)a? = (Ex(t)>3? =V({)x
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~

Note que X é uma constante é pode ser retirado da operacdo de derivagdo. Vemos que a
velocidade da formiga esta ao longo do varal, pois o vetor X esta |4, na expressdo de I7(t) (ja sabemos
qgue a formiga se move ao longo do varal, ou seja, na direcdo horizontal, nesse sentido a notagao vetorial
poderia ser dispensada). Se dx(t)/dt > 0, entdo a formiga esta se movendo para a direita, porque o
vetor V() estara apontando para a direita (pois X aponta para a direita). Caso contrario, dx(t)/dt < 0,
significa que a formiga estara se movendo para a esquerda (lembre-se que estamos considerando X
apontando para a direita). Olhando para o gréfico de x(t) e sabendo que a derivada é a inclinacdo da

reta tangente, podemos deduzir, sem nenhum célculo, que o gréfico da funcdo horaria da velocidade:

d
V(t) = %x(t)

em funcdo do tempo é como esbocgado na Figura 1.32.

V(t) A Figura 1.32: A velocidade V(t) de uma formiga
compativel com o grafico da posicdo mostrado na

Figura 1.31. A formiga vai para a direita, enquanto

0 > V(t) é positivo, ela para quando V(t) =0 (em

0 t t2 t t =t;) e volta para a esquerda, quando V(t) se

torna negativo.

Note que em t = t; a reta tangente a curva de x(t) ¢ horizontal, significando que V(t) = 0 em
t = t;, ou seja, nesse instante a formiga para, dd meia volta e passa a andar para a esquerda (tudo isso

acontece em um Unico instante t = t;).

Como serd o gréfico da aceleracdo da formiga? Sabemos que:
R d d R d R R
at) = aV(t) = EV(t)x = (EV(t)>x =a(t)x

Novamente, o unitario X esta |4 para nos lembrar (como se ja ndo soubéssemos) que a formiga
acelera apenas ao longo da direcdo do varal, ou seja, na direcdo horizontal. A magnitude da aceleragao

ao longo de x é dada pela fungdo horaria escalar:

d
a(t) = Ev(t)

Se a(t) > 0 significa que a formiga estd com acelera¢do para a direita. Caso contrario, se a(t) < 0,
significa que a formiga estd com aceleragdo para a esquerda. Do gréfico de V(t) e das propriedades da

derivagdo (a derivada é a inclina¢do da reta tangente a curva da fun¢do) podemos esbogar um grafico

Aulas de mecanica classica newtoniana —José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 1



32

para a(t) como na Figura 1.33. Nessa figura repetimos o grafico da velocidade, para ajudar na

discussao.

Note, vocé nado deve ser preocupar com os detalhes dessas curvas, por que elas oscilam um
pouco para |4 ou para cd. Sdo graficos apenas qualitativos e colocamos de propdsito algumas oscilagdes
apenas para denotar essa incerteza na determinagao das curvas. Fato é que a aceleracdo da formiga é

sempre negativa, ou seja, aponta sempre para a esquerda.

V(t) A
Figura 1.33: A aceleracdo a(t) de uma
0 > formiga compativel com o grafico da
t1 ts t
0 velocidade mostrado na Figura 1.32 e
repetido aqui. A aceleragdo é sempre
negativa, ou seja, sempre aponta para a
esquerda (porque a reta tangente a curva
de V(t) é sempre uma reta decrescente).
0 >
ty ta t
c~——

Note entdo que, para 0 <t <t; a formiga tem velocidade positiva e aceleragdo negativa
(aceleragdo antiparalela). Isso significa que a formiga sai da origem correndo e vai freando nesse
intervalo de tempo. Ela freia até parar em t = t;. Mas, mesmo em t = t; , a formiga tem aceleragdo
para a esquerda. Entdo ela nao fica parada (em repouso), ela apenas para momentaneamente e passa a
ganhar velocidade para a esquerda. Para t > t; a velocidade se torna negativa e a aceleragdo continua
negativa, ou seja, agora a aceleracdo é paralela a velocidade. A formiga tem, portanto, uma velocidade
(negativa) crescente em mddulo. A partir de t; a formiga vai se movendo cada vez mais rapidamente
para a esquerda, até que ela passa novamente pela origem e continua para a esquerda. Poderiamos nos
perguntar por que a formiga faz isso, mas a cinematica ndo se preocupa com a causa do movimento, ela
apenas se propde a descrever o movimento, que é o que estamos fazendo aqui. Mas, poderiamos
especular que é como se tivesse aglicar em algum ponto com coordenada x < 0 no varal e a formiga ja
soubesse disso desde o inicio, havendo nela um impeto de voltar. Mas ela resolve voltar apenas no
instante t;, quando ela passa a correr cada vez mais rapidamente em dire¢cdo a esse agucar. Outra
situacdo que poderia modelar esse movimento seria aquela em que houvesse um elastico amarrado a

formiga e a algum suporte em um ponto com coordenada x < 0. A formiga sairia para a direita, mas
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sendo puxada e freada pelo elastico. Até que ela ndo suportasse mais puxar o eldstico, no instante t;, e
se rendesse, deixando que o eldstico a puxasse cada vez mais rapidamente em direcdo ao suporte. De
fato, existe um movimento muito parecido com esse, que podemos reproduzir apenas jogando uma
pedrinha para cima, na dire¢ao vertical. A pedrinha sai da mao do langador com uma velocidade vertical
para cima e vai freando, até que ela para em uma altura maxima e passa a cair, cada vez mais
rapidamente. Se x é a coordenada vertical dessa pedrinha, com origem na mao do langador, os graficos
de x(t), V(t) e a(t) sdo muito parecidos com os exibidos aqui. Nesse caso, a acelerac¢do é a acelerac¢io

da gravidade, que “puxa” a pedrinha para baixo, esteja ela subindo, parada ou descendo.

Na Figura 1.34 que segue mostramos esbogos de graficos de x(t), V(t) e a(t) para dois outros
movimentos possiveis de uma formiga em um varal. No primeiro caso a formiga se afasta da origem,
permanece por um tempo em repouso e depois resolve voltar em direcdo a origem. O periodo de
repouso se traduz em platés nos graficos das funcdes hordrios do movimento. No segundo caso o
grafico de x(t) X t apresenta um ponto de inflexdo, que é caracterizado por V(t) # 0 e a(t) = 0 nesse
instante, ou seja, uma mudanca na concavidade da curva de x(t) X t. Trata-se da transicdo entre frear e

acelerar, ou vice-versa.
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A A
x(t) x(t) maximo
. platd /
X1{-- - Xl -t inflexao
i 27 ""E ______________ i'\ minimo
0 ity t t 0 15t ta its ¢
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a(t)“
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o

a(t)]

8

Se
origem, para x > 0,

afastando da
V  positiva mas
freando, pois a é
negativa. Para em
X=Xi.

Em repouso, X
constante = x;, V=0 e

a=0.

Se aproximando
da
partir de x;, V

origem, a

negativa e
aumentando em
modulo, pois a

também é
negativa. Passa
pela origem.

C

|

/

N\

o

~+V

»

i

Se
da
para x > 0, V

afastando

origem,
positiva mas
freando, pois a
é negativa.
Chega em x; e
para
momentanea-
mente.

3
3.
SRR ISP OISR IPOED.- IUPIPIIP

v

(i

P

Se afastando
da
parax>0, V

origem,

positiva e
acelerando,
pois a
também é
positiva.

Figura 1.34: Possiveis comportamentos para a

posicdo x(t), velocidade V(t) e aceleragdo a(t) de

uma formiga andando em um varal.

S

aproximando

da origem, a
partir de x,, V
negativa e
aumentando

em madulo,
pois a também

é negativa.

Se
aproximando
da origem, V
negativa e
freando, pois
a € positiva.
Chega em x, e
para
momentanea-

mente.
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1.2.2 Cinematica do movimento com aceleragao constante

Consideremos como nosso primeiro exemplo quantitativo de cinematica o caso em que uma
particula se move com aceleragdo constante, ou seja, com uma aceleragdo com méddulo, direcdo e
sentido constantes (que ndo mudam no tempo) durante todo seu movimento. Queremos saber como se
comportam a velocidade e a posi¢do dessa particula. Para isso, basta usarmos as rela¢cdes de integragado

mostradas na Tabela 1.4.

Resumidamente, se d(t) =d = constante, entdo V(t) = [ddt=dt+ C, sendo C uma
constante de integracdo arbitrdria. Essa constante tem um significado fisico simples. Supondo que o

— =3 =3
movimento dessa particula se iniciou no instante t = 0, entdo V(0) = C, ou seja, C é a velocidade inicial

da particula, a velocidade com que a particula iniciou seu movimento. Representaremos essa velocidade

inicial pelo simbolo 170. Portanto, a velocidade dessa particula varia de acordo com:
V)=V, +dt

A posicdo dessa particula ao longo do tempo sera dada por:

el - tz -
?-(t):f(V0+at)dt=VOt+a7+C’

sendo ' uma constante de integracdo arbitrdria. Novamente, é facil ver que ¢ = 7(0) = 7, (a posicdo

inicial da particula). Portanto:

- bl a
7(t) =r0+V0t+§t2

Concluindo, o movimento com aceleracdo d constante é descrito pelas equac¢des hordrias na

Tabela 1.6:
. o~ > N - Ei 2
Posicdo r(t) =7y + Vo (t —ty) + E(t —to)
Velocidade V() =Vy+d(t—ty)
Aceleragdo alt)y=a

Tabela 1.6: As trés fungdes hordrias que descrevem o movimento de uma particula com
aceleragdo constante. t, € o instante inicial, instante em que comegamos a monitorar o

’ . - . - > . - N .
movimento da particula. E o instante em que 7(t) valia 7y e V(t) valia V,. Por conveniéncia,

costumamos arbitrar t, = 0, como feito no texto.
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Caso particulard = 0

Considere uma particula que se move sem acelerac3o, ou seja, com @ = 0. Como ela se move?

Da Tabela 1.6 vemos que nesse caso V(t) =V, , ou seja, a particula se move sempre com a mesma

velocidade.

Ha um caso particular aqui, o caso em que V; = 0. Nesse caso, a particula estava inicialmente
parada em t = 0, e vai continuar indefinidamente parada (V(t) = 0). Dizemos entdo que a particula se

encontra em repouso, ou em equilibrio estdtico. Uma particula com d(t) = I7(t) =0 (para todo

t € [t1,t,]) estd em repouso. Nesse caso a trajetdria da particula se resume a um Unico ponto, o ponto

- - , . - — )
7(t) = 7%y . Note que esse caso do repouso ¢é diferente daquele em que V(t) = 0 apenas em um instante
t especifico (como o instante t; para a formiga no varal). Nesse caso dizemos que a particula esta
instantaneamente, ou momentaneamente, parada no instante t. Ela ndo estd em repouso no instante t,

porque o repouso é um estado que se estende no tempo e ndo um estado instantaneo.

Uma particula pode permanecer em repouso por um certo intervalo de tempo e pode estar
parada momentaneamente. Se d(t) = I7(t) =0parate [t;,t,], entdo a particula estard em repouso

nesse intervalo de tempo. Se V(t) =0 em um certo instante ¢ = t;, entdo a particula estarad parada

momentaneamente nesse instante.

No caso em que a velocidade inicial ndo é nula, a particula continuard se movendo com a
mesma velocidade inicial, ou seja, ela continuard se movendo sempre na mesma direcdo, no mesmo
sentido, com a mesma magnitude de velocidade. Trata-se de um movimento retilineo. De fato, para o
caso d = 0 vale 7#(t) =7, + V, t, que é a equagdo paramétrica de uma reta. Pensando em termos das

~ Y > - = . . - = . . ~
aceleragdes paralela e ortogonal (a V), vemos que a = 0 implica que a = 0, ou seja, a velocidade ndo
varia em mddulo, e também d; = 0, ou seja, a velocidade também n3o muda de direcdo. Enfim, a
velocidade ndo muda. A Figura 1.35 ilustra a evolugdo da posicdo de uma particula sem aceleragdo, mas

7 " . ~ - - = - - = - -
com V, # 0. Nessa figura, usamos as equagdes 7(1) =7y +Vy, 7(2) =15+ 2V, =7 +V, etc. e a
regra do paralelogramo para construir a trajetdria reta da particula (linha tracejada). Note que a cada

N . — — — . ,
segundo o vetor 7(t) recebe um mesmo incremento V; (Vyt = V31 metros). Esse movimento é chamado
de movimento retilineo uniforme, abreviado por MRU (a palavra uniforme se refere a uniformidade, ou

constancia, da velocidade).

Um automével viajando com velocidade constante de 80 km/h em uma estrada reta estd em

MRU. Um foguete subindo verticalmente com velocidade constante de 500 km/h estd em MRU.
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Figura 1.35: Movimento retilineo
de uma particula sem aceleragdo
(@=0) e com Vy#0 (MRU). A

trajetoria da particula é a linha

tracejada azul: uma reta.

Casogeral @+ 0

Voltando ao caso a # 0, queremos saber qual o movimento dessa particula. Note que a simples

especificacdo do valor da aceleragdo ndo é suficiente para determinar totalmente o movimento. No caso
— -
da = 0, por exemplo, vimos que, dependendo da condicdo inicial sobre V,, a trajetéria pode ser um
—

simples ponto no espago (caso 70 = 6) ou uma reta (caso I70 * 6). Podemos pensar que o caso Vy = 0¢

— - —
um caso limite do caso V, # 0, em que a trajetéria reta colapsa em um Unico ponto. No caso d # 0
veremos que a trajetdria pode ser retilinea (movimento retilineo uniformemente variado, abreviado
MRUV) ou uma curva mais complicada, dependendo da condicdo inicial. As funcdes horarias que

devemos discutir sdo aquelas que estdo dadas na Tabela 1.6 (adotaremos t, = 0).

g = ~
Suponha, por exemplo, o caso mais simples em que V, (uma constante) e a@ (uma constante) sdo
. ~ . . - e .
paralelos entre si. Entdo, se adotarmos um referencial com eixo x paralelo a a (e a V,) ficamos com:

V() = (Vo + a t)X. Logo, o movimento sera retilineo, pois a velocidade estard sempre na mesma
direcdo, a direcdo do eixo x. Esse é o movimento retilineo uniformemente variado (MRUV). A velocidade

vai variar (linearmente no tempo) apenas em maddulo. De fato, pensando em termos das aceleragGes
— - A~ 7 o
paralela e ortogonal (a V), podemos ver que, como d = a X e V(t) = V(t)X, segue que q =ax=ae

a, = 0, 0 que implica que a velocidade ndo muda de diregdo, a trajetdria é reta.

A posicao da particula ao longo do tempo serd dada por:
a
- = _ 2 A
r(t) —r0+(V0t+2t )x
Note entdo que:
a

2

F(2) =7+ 2Vo+20)% = F() + (Vy +3a)%
- 3 9 A 3 5 ~
r(3):r0+(3V0+5a)x=r(2)+(VO +5a)x
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e assim por diante. A medida que o tempo passa, o vetor posicdo vai sendo incrementado de um vetor
(cada vez maior) ao longo de x. A Figura 1.36 ilustra essa idéia com V;, e d paralelos entre si. Note que
com o passar do tempo, a particula vai percorrendo comprimentos cada vez maiores (para um mesmo

intervalo de tempo), porque a velocidade dela esta cada vez maior.

Figura 1.36: Movimento retilineo de uma
particula com aceleragdo (paralela)
constante (MRUV). Compare com a Figura

1.35. O eixo x mencionado no texto é o

- —
eixo paralelo aos vetores a e V.

O caso em que V, e d sdo antiparalelos entre si corresponde a uma aceleragdo antiparalela e
descreve um MRUV em que a particula ira inicialmente diminuir sua velocidade até inverter o sentido de

seu movimento e continuar acelerando nesse novo sentido (como no exemplo da formiga no varal).

Consideremos agora o caso mais geral, em que V,, ndo tem a mesma dire¢do de d. Nesse caso

havera necessariamente uma aceleragdao ortogonal e a particula descrevera entdao uma trajetéria curva.
—
Note que os dois vetores V, e d determinam um plano. Vamos chamar esse plano de plano xy, ou seja,

vamos adotar dois eixos x e y ortogonais entre si no plano determinado por V; e d. O eixo z é um eixo
ortogonal a esse plano. Por conveniéncia, podemos escolher o eixo y ao longo da dire¢do de d, que é
uma direcdo fixa no espaco, ja que d é constante (por hipdtese). Nesse caso, podemos decompor os

vetores da seguinte forma:
170 =VoxX+Voyy ed=ay (note que ndo ha componente z)
Portanto, a velocidade variarad ao longo do tempo conforme a equacao:
V) =Vo+dt=V(t) =Vok+ (Voy +at)y

A primeira conclusdo que tiramos da equacdo acima é que a particula se movera no plano xy,
pois a velocidade nunca vai ganhar uma componente z. A trajetéria é, portanto, uma curva plana, ou
seja, uma curva tracada no plano xy, que é de fato o plano de 170 e d. A componente y da velocidade
(paralela a aceleragdo) variara linearmente no tempo (¥, (t) = V,, + a t), enquanto que a componente
x se manterd constante (V. (t) = V,). A Figura 1.37 abaixo ilustra os comportamentos das componentes

V. (t) e V,(t) da velocidade em fungdo do tempo. A velocidade V,(t) se mantém constante, pois ndo hd
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aceleragdo ao longo de x. Ja a velocidade Vj,(t) varia linearmente no tempo. Para cada grafico adotamos
a > 0 (aceleragdo paralela ao eixo y) e mostramos trés curvas correspondentes a condi¢des iniciais

diferentes: os casos Vp, > 0, Vo, = 0 e V, < 0 e analogamente para Vj,,.

A trajetéria da particula sera dada pela equacdo hordria:

- a a
) =7+ Vot + Etz = 7(t) = (xo + Vox )X + (yo + Voyt + Etz)fl

sendo 7y = xoX + y,¥ a posicdo inicial da particula (z, = 0 por construc¢do, pois o plano xy é o plano

z=0). Portanto as coordenadas x(t) e y(t) da particula variam no tempo de acordo com:

x(t) = Xg + VOxt

— a.2

Voy > 0
Ve(t) a V,(t) & Voy =0
Voy < 0
Vor >0
Vo, =0
0 0x > 0 >
t t
Vo, < 0

Figura 1.37: Comportamento de V,.(t) e V,(t) em fungdo do tempo parad = a§ coma > 0.

Vemos novamente que a particula se move no plano z =0, que é o plano xy, com suas

coordenadas x e y variando linearmente e quadraticamente no tempo.

Para encontrar a trajetdria y(x) da particula basta eliminar o tempo nas equagdes de x(t) e
y(t) acima. Vemos que:
X — X
Vox

Portanto, substituindo esse tempo na equagdo de y(t) obtemos:

@ L (x—x())_l_a(x—x())z
x) = — ) +=
TR\, T2 U,
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que é a equagdo de uma parabola no plano xy. Note que essa equagdo nado faz sentido para Vy, = 0,

pois esse € o caso anterior, em que V; e d sdo paralelos entre si (ao longo de y) e a trajetdria é uma reta.

Na Figura 1.38 mostramos os esbocgos de algumas trajetdrias possiveis para essa particula com
aceleragdo constante ao longo de y. Adotamos os valores numéricos a =1 m/s’, Vox =2 m/s e
Xo = Yo = 0 (particula partindo da origem). As trés curvas ilustram os casos V;, < 0 (curva preta),

Voy = 0 (curva do meio, vermelha) e V,, > 0 (curva azul).

y(x) Figura 1.38: Esbogos de trajetdrias y(x)
300 para uma particula com aceleragdo
constante (ao longo do eixo y) e Vy, = 2
2007 m/s. Para todas as trajetérias adotamos
100! a=1 m/s’. As curvas correspondem a
diferentes velocidades iniciais Vp,,.
o]

Em todos os casos valerd V,(t) =2 m/s, ou seja, a velocidade ao longo de x se manterd
constante. Ja no eixo y, a velocidade variara de acordo com V,(t) =V, +t. Para o caso Vj,, <0 a
aceleragdo a,, = a > 0 atua nos primeiros instantes como uma aceleragdo antiparalela e a particula vai
no sentido de y < 0 freando, até que ela para e passa a se mover no sentido de y > 0. Em todos os casos
a particula descreve uma curva no sentido de y > 0, pois a aceleracdo tem sempre uma componente
ortogonal a velocidade apontando nesse sentido. Com o passar do tempo a velocidade e a trajetéria vao

se tornando paralelas a aceleragdo, que esta ao longo de y nesse exemplo. De fato, como
Vi) =Vy+at

a medida que o tempo passa ( t — oo ) fatalmente o vetor I7(t) vai se tornar paralelo ao vetor a ,

qualguer que seja o valor (finito) de 170 (17(t) > dt para t » o). Com os valores numéricos que

utilizamos, as curvas da Figura 1.38 sdao dadas pela equacao:

x 1x?

yG) =Voy s +o
Nos exercicios que iremos resolver no final desse capitulo abordaremos o caso da queda livre
dos corpos, que consiste em um movimento com aceleragdo constante, a acelera¢do da gravidade. Uma
particula estd em queda livre quando ela estd se movendo somente sob acdo da gravidade, a gravidade
de um planeta, por exemplo. Aqui na Terra a presenca da atmosfera ndo permite que observemos

facilmente o movimento de queda livre. O ar sempre oferece um atrito, ou arraste, que influencia o
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movimento dos corpos que estdo mergulhados nele. A queda livre mesmo sé pode ocorrer no vacuo,
sem a influéncia do ar. Se vocé buscar na internet, vai encontrar um video que mostra um astronauta na
Lua, onde ndo existe atmosfera, deixando cair ao mesmo tempo um martelo e uma pena de falcdo. Os
dois chegam ao chdo no mesmo instante (na Terra, devido ao arraste com o ar, que influencia mais o
movimento da pena, o martelo chega ao chdo primeiro). Isso mostra (ou apenas sugere, ja que o
experimento ndo é feito com muito cuidado) que todos os corpos em queda livre (um elefante ou uma
pulga) caem com a mesma aceleragao, a chamada acelera¢do da gravidade. Galileu Galilei, um cientista
italiano, mostrou essa propriedade marcante da queda livre através de experimentos com a queda de
corpos da torre de Pisa e ao longo de planos inclinados: todos os corpos caem em queda livre com a
mesma aceleracdo g, que é uma aceleracdo vertical (essa é de fato a defini¢do da direcdo vertical),
apontando para baixo, com magnitude (para o caso do planeta Terra) g = 9,8 m/s>. O movimento de
gueda livre de uma particula é descrito pelas equagdes horérias na Tabela 1.7 que segue (que é a Tabela

1.6 com d@ = g e, por conveniéncia, t, = 0).

>

Posicdo P =7 +Vyt + %tz
Velocidade V() = ]70 +gt

at)=g

Aceleracao X
vertical, para baixo com g = 9,8 m/s”.

Tabela 1.7: As trés fung¢des horarias que descrevem o movimento de uma particula em queda livre
na vizinhanga da superficie da Terra. No caso de queda livre em outro planeta, basta mudar o valor

de g. No planeta Mercurio, por exemplo, g = 3,7 m/s’. Adotamos to =0.

No caso da queda (ndo livre) dos corpos na vizinhanca da superficie da Terra, devemos levar em
conta o atrito/arraste do ar, se queremos uma soluc3o realista para a descricdo do movimento de queda
dos corpos. No entanto, podemos usar as equagdes de queda livre como uma aproximagao para esse
movimento, uma aproximagdo tanto melhor quanto menor for o atrito/arraste com o ar que o corpo
sofre. Por exemplo, as equag¢des de queda livre podem ser boas para descrever o movimento de queda
no ar na vizinhanca da Terra de uma pequena esfera de metal, mas péssimas para descrever o

movimento de um bumerangue, de uma pena de galinha ou de um avidozinho de papel.

Se vocé jogar uma pedrinha para o alto, em uma direcdo obliqua, vai vé-la descrever uma curva

parecida com a ilustrada na figura 1.39.
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A queda livre da pedrinha (desprezando a influéncia do ar) inicia quando ela perde contato com

a mado, e continua até que ela finalmente toque o solo. No instante t; ilustrado na Figura 1.39 a

pedrinha estd subindo, sua aceleragdo vale d(t;) = g e sua velocidade é V(tl).

V(t,)

Figura 1.39: |llustracdo da
trajetdria de queda livre de uma
particula langcada obliquamente

no espaco. Vetores velocidade e

aceleragdo.

Note que nesse instante a aceleragdo possui uma componente antiparalela a V(tl), gue resulta
na diminuicdo da magnitude da velocidade na subida, e uma componente ortogonal a I7(t1), apontando
para dentro da curva. No instante t, a pedrinha esta na altura maxima, sua acelerac3o vale d(t,) = g e
sua velocidade é V(tz). Note que nesse instante a aceleragdo ndo possui componente paralela a V(tz),

porque a magnitude da velocidade esta passando por um minimo nesse instante, mas a aceleragao
possui uma componente ortogonal a V(tz), apontando para dentro da curva. Finalmente, no instante t3
a pedrinha esta descendo, sua aceleracdo vale d(t;) = g e sua velocidade é V(t3). Nesse instante a
aceleracdo possui uma componente paralela a I7(t3), gue resulta no aumento da magnitude da
velocidade na descida, e uma componente ortogonal a V(t3), apontando para dentro da curva. A
aceleracdo da gravidade g é responsdvel pela trajetdria curva, e pela variagdo na magnitude da
velocidade (diminui¢do na subida e aumento na descida) dos projéteis em queda livre. A adi¢do de um

pequeno arraste com o ar ndao muda muito esse movimento.

Através de seus estudos sobre a queda dos corpos Galileu ajudou a fundar uma nova ciéncia, a
balistica, que trata do movimento dos projéteis no espaco (mais especificamente a balistica exterior). O
desenvolvimento da balistica se deveu muito a sua importancia crucial nas aplicagdes militares, que
devem ter iniciado quando o primeiro homem das cavernas teve a ideia de jogar uma pedra em um
inimigo/adversario que estava distante. Da necessidade de aperfeicoar essa ideia, originaram-se a
funda, o estilingue, o arco e flecha, a balestra, a catapulta, o canhdo, e todas as armas de fogo

modernas.

1.2.3 Cinematica do movimento circular

Vamos discutir agora a cinematica de uma particula que estd descrevendo uma trajetdria

circular no espago. O movimento circular é bastante comum na natureza (como uma aproximacgao boa
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para as Orbitas de alguns planetas, satélites e luas) e nas maquinas (polias, hélices e engrenagens).
Vamos assumir uma particula descrevendo uma oérbita que é um circulo de raio R, ou seja, a equacgdo

horaria da posi¢do, 7(t), descreve um circulo de raio R. Queremos saber quais as equagdes horarias da

velocidade I7(t) e da aceleracdo a(t).

Sobre a velocidade V(t) podemos dizer que ela é tangente ao circulo, apontando no sentido do
giro (horério ou anti-hordrio) e de magnitude arbitraria VV(t). Note, n3o existe, portanto, um vinculo
entre V e R, no sentido de que se especificamos o raio R, ainda temos liberdade total de definir a
magnitude da velocidade. Podemos dizer que R e V sdo parametros independentes entre si. Para
simplificar a discussdo que segue, vamos considerar um movimento circular em que V(t) é constante,
ou seja, V(t) = V. Chamamos esse movimento de movimento circular uniforme (a palavra uniforme se
refere a constancia do médulo da velocidade). A Figura 1.40 ilustra os dois movimentos: movimento

circular ndo-uniforme e movimento circular uniforme (MCU).

V(t) V(ty)
A O\ K )
7(t) v 7(t,) v
‘ 2 ‘ -~
V(t3) V(ts)

Figura 1.40: Trajetdria circular de raio R sendo percorrida no sentido anti-horario. O vetor velocidade é
mostrado em trés instantes ty, t, e t;. Note que V)(t) é sempre ortogonal ao raio. No movimento circular
nao-uniforme (figura da esquerda) a magnitude de I7(t) varia no tempo. A figura da direita ilustra um
caso mais simples, um movimento circular uniforme, para o qual o mddulo de I7(t) ndo muda com o

tempo: V(t) =V (mas note que o vetor I7(t) muda com o tempo).
Movimento circular uniforme (MCU)

O que podemos dizer sobre a aceleracdo no MCU? Note que ndo pode haver Ei” pois essa

componente da aceleracdo é responsavel justamente pela variacdo na magnitude do vetor V(t).
Portanto, no MCU, d(t) = d, (t), o que significa dizer que a aceleraco esta na direcdo radial, que é a
direcdo ortogonal a circunferéncia. Além disso, a aceleracdo deve apontar para dentro da curva e,
portanto, para o centro do circulo, como ilustrado na Figura 1.41. Por ter essas propriedades, a

aceleracdo no MCU é chamada de aceleragdo centripeta.
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= Figura 1.41: Trajetdria circular de raio R sendo
V(ty) & !

percorrida no sentido anti-hordrio em MCU. Os vetores

i .
. velocidade e aceleracdo sdo mostrados em trés
V(t2) . =L
instantes ty, t; e t3. Note que V(t) é sempre ortogonal
e = ao raio e d(t) ¢é centripeta, ou seja, aponta para o
V(ts)

centro ao longo do raio.

Resta agora calcular a magnitude da aceleragdo centripeta para um MCU de raio R e velocidade

de mddulo V. Obviamente, a aceleracdo centripeta no MCU é dada por:

d -
Q(t) = deent(V) = TV (O

o
que é a relagdo cinematica geral entre aceleracdo e velocidade. O que ha de especifico aqui é que V' (t) é

tangente a um circulo de raio R e com médulo constante. Considere entdo os vetores I7(t) e V(t + At)
na Figura 1.42, para uma particula girando no sentido hordrio. Eles sdo tangentes a um circulo e

possuem o mesmo madulo.

Figura 1.42: I7(t) é a velocidade da particula no

y4 V(t) ) - ) . .
. > instante t. V(t + At) é a velocidade em um instante
X .o . .
A0 '“A'e' """ posterior. AB é o angulo que o raio do centro até a
R posicdo da particula varre nesse intervalo de tempo

At. Note que AB também é o angulo que I7(t + At) faz

com o eixo x e com I7(t). Particula girando no sentido

horario.

Utilizando o referencial xy adotado na Figura 1.42, podemos escrever:

V)=V e V(t+At) =Vcos(A) & — V sen(A6)y

Note que |I7(t + At)| = /V2[cos2(AB) + sen2(AB)] = V (MCU).
Portanto, pensando no limite At — 0:

V cos(AB) X —V sen(AB)y —V %
At

acent(t) =

ou seja:

V [(cos(AB) — 1)X — sen(AB)Y]
At

a'cent(t) =

No limite At — 0 também vale A6 — 0, o que nos sugere usar as expansbes das fungdes

trigonomeétricas na vizinhanga da origem (para x — 0), quais sejam:
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sen(x) = x — %x3

cos(x) =1— %xz

Essas expansdes levam a:

cos(AB) — 1 _ i(l B %(AQ)Z B 1)

19?1 (AG) Ao

At At 2 At 2\At
sen(Af) 1 (M 1(A9)3) Y 1(A9) e
At At 6 At 6\At (49)

Logo:

deent(t) =V {— % (%) AB £ — [% - %(%) (M)z] 5,}

Finalmente, quando At — 0 e A8 — 0 obtemos:

. .U
acent(t) - A%r—r}O E(_y)

Note que confirmamos aqui que a aceleragdo é centripeta, o que corresponde a dire¢do —3 para

o instante t mostrado na Figura 1.42. Quanto a magnitude, esta é dada por (ja haviamos deduzido essa

expressdo quando discutimos a magnitude da aceleracdo ortogonal d, , note que A é a variacdo na

direcdo do vetor V(t), causada por @, = dgen: NeEsse caso):
Acent =V @

sendo w a velocidade angular da particula, ou seja, w é a velocidade com que o raio do circulo que passa

pela particula percorre angulo (6):

_ 1 AB
w= A%To At

Sendo A8 também o angulo de variagdao na dire¢cdo da velocidade I7(t) da particula, fica claro

que essa velocidade angular w é a mesma que ja haviamos definido quando discutimos o efeito de d .

A unidade natural de w é o radiano por segundo (rad/s). Por exemplo, considere uma particula
que da uma volta completa em sua drbita circular a cada segundo. O raio do circulo que passa pela

particula varre um angulo de 2mt radianos por segundo. A velocidade angular da particula é w = 2 t rad/s.

Existe uma relacdo simples entre comprimento de arco e angulo e, portanto, entre Ve w. Em um
circulo de raio R, um angulo A6 (em radianos) subentende um arco de circulo de comprimento

AL = R Af. Portanto (no limite At - 0 e A8 — 0):

AL AB
AL=RA0=>-—=R—=V=Rw
At At
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Dessa forma, a magnitude da aceleracdao centripeta no MCU pode ser escrita de trés formas

equivalentes:

acentszzﬁzsz

Note que como V, w e R sdo constantes, a aceleragdao centripeta no MCU tem magnitude

constante (mas direcdo e sentido variaveis).

Movimento circular ndo-uniforme

Para descrevermos o movimento circular ndo uniforme basta pensarmos que V(t) continua
variando em direcdo e sentido como no MCU, mas agora varia também em mddulo. Portanto, basta que
acrescentemos a nossa andlise do MCU uma aceleragdo tangencial (ou paralela) de magnitude

arbitraria, ditada pela forma como V (t) varia:
d
Qran(t) = av(t)

Nesse caso, € interessante notar que se V(t) ndo é mais constante a magnitude da aceleragdo
centripeta também deixa de ser constante. Se o mddulo da velocidade aumentar com o tempo, por

exemplo, o modulo da aceleragao centripeta também ird aumentar. Resumidamente:

vV 2
eem® = VD00 = L (o) £

Como exemplo, considere que uma pessoa estd em uma roda gigante de um parque de
diversdes. A roda possui raio R=5 m e estd inicialmente girando com velocidade angular constante
w = 0,1 rad/s. Entdo, essa pessoa que esta sentada na cadeira da roda estad se movendo com velocidade
linear de médulo constante V = w R = 0,5 m/s, ou seja, ela percorre arco de circulo com a taxa de

meio metro por segundo. A aceleragdo centripeta da pessoa possui modulo constante igual a:

2

Aeent =V @ = . w? R = 0,05m/s?
R

Suponha agora que alguém desligue a roda e ela passe a frear, diminuindo a velocidade linear da
pessoa na taxa de 0,01 m/s>. O movimento circular da pessoa deixa entdo de ser um MCU e passa a ser
um movimento circular ndo-uniforme. Agora, além de aceleracdo centripeta, a pessoa passa a ter uma
aceleragdo tangencial de médulo constante ai,, = 0,01 m/s’. Apds um segundo da roda ser desligada, a

velocidade da pessoa serd dada por:
V(t) =Vy— aant = V(1) =0,5-(0,01)1 = 0,49 m/s
Note que colocamos o sinal negativo em a;,, porque sabemos que a velocidade estd diminuindo com o

tempo (aceleragdo antiparalela a velocidade, que costumamos chamar de movimento retardado).
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A aceleracdo centripeta da pessoa nesse instante sera:

40) VDI _ (049)?

acent(t) == acent(l) = R 5

o = 0,048 m/s?

Portanto, enquanto a roda gigante vai freando, a velocidade angular w da roda vai diminuindo, a
velocidade V da pessoa vai diminuindo e sua aceleragdo centripeta acepnr também.
1.2.4 Cinematica do movimento em uma curva plana arbitraria

Vale a pena mencionar aqui que para uma particula se movendo em uma curva plana qualquer

(ndo circular) ainda podemos definir uma aceleragdo centripeta, ou ortogonal a curva, dada por:

VE(P)
R(P)

Qcent (P) =

em cada ponto P dessa curva. a..nt(P) € a aceleragdo centripeta (ou ortogonal a curva) no ponto P e
V(P) é a velocidade da particula no ponto P. A pergunta que devemos responder é: que raio é R(P)?
Resumidamente: R(P) é o raio do circulo osculante a curva no ponto P. A idéia é que qualquer curva
plana pode ser pensada como uma infinidade de circulos, os circulos osculantes (ou tangentes) em cada
ponto da curva. R(P), o raio do circulo osculante em P, é o chamado raio de curvatura da curva em P.

Veja a Figura 1.43.

Figura 1.43: llustracdo de uma curva
plana qualquer e do circulo osculante
e raio de curvatura em um ponto P da

curva.

O calculo do raio de curvatura em um ponto de uma curva ndo é uma tarefa simples, por isso
ndao vamos utilizar essa expressdo da aceleragdo centripeta com freqiéncia. Mas, é verdade que
podemos inverter a igualdade acima e dizer que o raio de curvatura em um ponto P de uma curva
(trajetdria) qualquer é dado por:

VZ(P)

R(P) = Acent(P)

Por exemplo, se P é um ponto da trajetdria de uma particula em um movimento circular de raio R, segue
gue, como nao poderia deixar de ser:

V2(P) V2

) = P VIR
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1.2.5 Observagao sobre a relatividade da velocidade

Para finalizar nosso estudo da cinematica, vale a pena registrar e enfatizar que a velocidade,
assim como a posicdo, é sempre relativa. Nada se move absolutamente. Um corpo se move em relacéo a
outro. A velocidade de um corpo é, portanto, sempre a velocidade desse corpo em relacdo a outro
corpo. Vimos que para definir o vetor posi¢do 7(t) devemos adotar um ponto de referéncia/origem “0”
no espaco, que é o ponto onde a seta que representa 7(t) nasce. Portanto, a velocidade de uma

particula de posicdo 7(t):
— d N
V() = ar(t)

é a velocidade dessa particula em relagdo a “O”. Nesse sentido, uma notacdo mais precisa (e mais chata)
para a velocidade de uma particula P cuja posi¢cdo nasce na origem “A” seria VP/A(t). Note, VP/A(t) éa
velocidade da particula P em relagdo a A (no instante t). Se a origem “A” estd fixa no solo, podemos
dizer que VP/A(t) = Vp/solo(t). Se a origem “A” estd fixa na cabega de uma ave que voa, podemos dizer
que VP/A(t) = Vp/ave(t). Geralmente deixamos essa referéncia implicita e usamos a notagdo mais

simples 7(1:) para a velocidade (como temos feito até aqui e continuaremos fazendo no que segue),
mas sempre devemos ter em mente que essa velocidade é medida em relacdo a alguma referéncia. Por
exemplo, na Figura 1.15 ilustramos a drbita eliptica do planeta Mercurio em torno do Sol e o vetor
velocidade desse planeta em alguns instantes. Essa velocidade é medida em relagdo a qué? A referéncia
é de fato arbitraria, mas existem algumas referéncias que sdo mais convenientes que outras. No caso do
movimento dos planetas, uma referéncia apropriada para definir as posicdes dos planetas e suas
velocidades é o centro do Sol. Assim sendo, as velocidades mostradas na Figura 1.15 seriam velocidades
do planeta Mercurio em relagdo ao centro do Sol (a origem “O” estd fixa no centro do Sol). Dai vem o
fato de que nessa figura o Sol esta parado (pois a velocidade do Sol em relacdo ao Sol é nula) e apenas o
planeta Mercurio se move. Se a velocidade de Mercurio na Figura 1.15 ndo fosse medida em relacdo ao
Sol, entdo o Sol teria que se mover também e possuir uma trajetdria (diferente de um simples ponto

fixo) nessa mesma figura. Nos instantes t4, t,, t3 e t, o Sol estaria em posi¢Oes diferentes.

Havendo entdo varias referéncias possiveis (e convenientes), podemos ter interesse em calcular
a velocidade de um corpo A em relagado a outro corpo C a partir do conhecimento da velocidade de A em
relacdo a um terceiro corpo B. Por exemplo, qual a velocidade de um passaro em relagdo a um
automoével, dada a velocidade do passaro em relagdo ao solo? Para responder a essa pergunta
precisamos saber a velocidade do automével em relagdo ao solo. E facil mostrar que a relagdo geral

entre velocidades em diferentes referenciais é:

Vajc = Vasp + Vpyc
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Note a mnemonica nos subindices das velocidades: A/C = A/B + B/C.

Considere o seguinte exemplo simples: Um caminhdo (C) viaja em uma estrada reta com
velocidade de 100 km/h. Um automovel (A) estd ultrapassando esse caminhdo com velocidade de 130
km/h. Qual a velocidade do automdvel em relagdo ao caminhdo? Note, as velocidades fornecidas sdo
definidas em relagdo ao solo (S) (isso esta implicito, mas é evidente, porque é o que geralmente fazemos
no dia-a-dia). Seja x um eixo paralelo as velocidades dadas, entdo: 176/5 =100% e 17,4/5 =130X%x

(deixaremos as unidades implicitas). Logo:
Vaje =Vass + Vs

N3o foi fornecida a velocidade Vs ¢ (do solo em relagdo ao caminhdo) mas é claro que:

-

VA/A =0= VA/B + VB/A , € entao que Vs/c = _Vc/s.
Portanto:
Vaje =Vass — Veys =130 8 — 100 £ = 30 2
Concluindo, o motorista do caminhdo vé o automdvel passar por ele com uma velocidade de 30 km/h.

Esses vetores velocidade estdo ilustrados na Figura 1.44.

v

VC/S —_ X Figura 1.44: Velocidades em relagdo
ao solo e velocidade relativa

automovel/caminhdo. Note a regra

Vays

v

do paralelogramo para a equagdo

Vaje —> L
Vass = Vase + Veys -

Um segundo exemplo: As turbinas de um avido (A) imprimem nele uma velocidade horizontal de
500 km/h na direcdo de norte para o sul, velocidade em relagdo ao ar (ja que as turbinas empurram o ar
para trds e o ar empurra o avido para a frente). Um vento (ou seja, o ar se movendo) horizontal de
velocidade 100 km/h existe na regido onde o avido estd, vento na direcdo de leste para oeste (que é
ortogonal a direcdo norte-sul). A velocidade do vento é medida em relacdo ao solo (S). Qual a

velocidade do avido em relacdo ao solo? Seja x um eixo de leste para oeste e y um eixo de norte para

sul. Entdo: I7A/ar =5009e V)ar/S = 100 X (deixaremos as unidades implicitas). Logo:
Vass = Vajar + Varss = 500 9 + 100 £
Ou seja, um controlador de v6o no solo vera o avido se movendo em uma direcdo obliqua, sendo levado

pelo vento. Ele verd o avido se movendo em uma dire¢do préxima da direcio de nordeste para
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sudoeste, mas mais voltada para a direcdo de norte para sul, porque 500 >> 100. Esses vetores

velocidade estao ilustrados na Figura 1.45 que segue.

Figura 1.45: Velocidades do avido e

Var/S

velocidade do vento. Note a regra do

paralelogramo para a equagao

VA/S = 17A/ar + Var/s . O referencial leva

em conta a rosa dos ventos.

VA/ar

1.2.5 Observacgio sobre as dimensdes/unidades das grandezas fisicas

Quando expressas através de valores numéricos, as grandezas fisicas devem vir acompanhadas
de unidades de medida. Por exemplo, dizer que um automovel estad se movendo com uma velocidade de
magnitude IV = 100 n&o faz muito sentido. 100 o qué? 100 é uma quantidade, uma quantidade de qué?
Dai a necessidade da unidade, nesse caso, da unidade de velocidade. No Brasil utilizamos o Sistema
Internacional de Unidades (Sl), adotado por grande parte dos paises no mundo. Os comprimentos (L)
sdo medidos em metros (simbolo m) e seus multiplos mais comuns: milimetro (m/1.000 = mm),
centimetro (m/100 = cm), quildmetro (mx1.000 = km), etc. O tempo (T) é medido em segundos (simbolo
s) e seus multiplos mais comuns: microsegundo (s/1.000.000 = us), milisegundo (s/1.000 = ms), minuto
(sx60 = min), hora (sx3.600=minx60 = h), dia (hx24 = d), ano (dx365 = a), etc. As massas (M) sdo medidas
em quilogramas, sendo 1 quilograma = 1.000 gramas. A unidade de velocidade (V) é derivada das
unidades de comprimento e tempo através da relacdo V=L/T. Por exemplo, m/s (metro por segundo) e
km/h (quilébmetro por hora). Faz sentido entdo dizermos que um automodvel estd se movendo com uma
velocidade de magnitude V = 100 km/h, que significa que a cada hora ele percorre uma distancia de

100 km. Para converter essa velocidade para a unidade m/s basta fazermos a conta:

b 100 KM _ 0o 1000m _ 1000 e
- h 36005 1003500 "™/ =278m/s

A unidade de aceleracio (a) é derivada da relagdo a=V/T=(L/T)/T=L/T?, portanto, m/s’.

Muitas unidades sdo blocos de outras unidades e sdo batizadas, para simplificar, com nomes de
personalidades da ciéncia, como, por exemplo: for¢a (F), cuja unidade é o newton (N), que é derivada

do produto F=M a, ou seja, N=kg m/s’; energia (E) e trabalho (W), cuja unidade é o joule (J), que é
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derivado de W=F L, ou seja, J=N m; press3o (p), cuja unidade é o pascal (Pa) que é derivado de p=F/L?,

ou seja, Pa=N/m? = (kg m/s%)/m* = kg/m s°.

Muitas vezes usamos os nomes “unidade” e “dimensdo” sem fazer distincdo entre eles. Mas, de
fato, existem muitas unidades e poucas dimensdes e existem unidades sem dimensdo. Uma unidade é
basicamente uma divisdo, uma espécie de pedaco de uma grandeza. Por exemplo, o metro e a polegada
sdao unidades de comprimento, pois representam “pedacos” conhecidos de comprimento que podem
ser usados para expressar outros comprimentos, através de seus multiplos. Nesse sentido, uma
distancia de 10 metros é simplesmente a distancia formada pela justaposicdo de 10 “pedacgos” de 1
metro. Como uma polegada é igual a 2.54/100 metros (2,54 cm), a distancia de 10 metros é também a
distancia formada pela justaposicdao de 393,7 “pedacos” de 1 polegada. A dimensdo é uma propriedade
de uma grandeza fisica, que obedece algumas regras. Por exemplo, ndo podemos somar grandezas de
dimensdes (e, portanto, de unidades) diferentes. O comprimento é uma dimensdo, representada por L,
assim como o tempo (T). Se X tem dimensdo de tempo e Y tem dimensdo de comprimento, entdo a
grandeza X+Y ndo faz sentido. Por outro lado, a grandeza Y/X tem dimens&o (derivada) de velocidade.
Dessa forma, a grandeza Y/X pode ter varias unidades, como km/h, pol/s ou pé/dia (1 pé é

aproximadamente 30 cm), mas sua dimensdo é uma sé: L/T.

Uma grandeza adimensional é uma grandeza que ndo possui dimensdo. Uma razdo entre dois

comprimentos, por exemplo x=L,/L, , € uma grandeza adimensional, pois a dimensdo de x seria L/L=1.

Angulos podem ser medidos em duas unidades basicas: graus (°) ou radianos
(rad). Quando medimos um angulo em graus, dizemos (arbitrariamente) que o angulo ‘A
total em um circulo possui 360 graus (360 pedacos). A medi¢do de angulo em radianos
€ mais natural. Imagine um circulo de raio R. A medida 6 de um angulo em radianos é
dado pela razdo:
0 (rad) = E
R
sendo S o comprimento de arco subentendido pelo angulo 6. A figura ao lado ilustra essa construcao.

Note que as unidades “grau” e “radiano” sdao adimensionais. Isso é mais evidente para o radiano, cuja

dimensdo seria L/L=1, mas vale também para o grau.
No entanto, expressdes do tipo:
sen(f) =60 paraf =0

s6 fazem sentido se O estiver expresso em radianos. De fato, olhando na Figura ao lado dh
/)

vemos que (esteja § dado em radianos ou em graus):
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H
sen(8) = 7

e ainda que S = R 6 (somente se O estiver dado em radianos). Portanto:

H H
sen(8) =73 6

somente se 6 estiver dado em radianos. Podemos ver na Figura que no limite 8 - 0 vale H - S (o
comprimento da reta verde coincide com o comprimento ao arco vermelho) e, portanto, sen(8) — 6

(somente se O estiver dado em radianos).

Ligada a essa propriedade, exclusiva para angulos em radianos, existem outras, como a prdpria

relacdo de derivagao:

d
20 sen(8) = cos(0)

gue so é verdadeira se 6 estiver dado em radianos. De fato, se a € um angulo medido em graus (por

exemplo, a=90°, a=40°, etc.) ent3o:

%sen(a) =— cos(a)

dada a relacdo geral entre angulos em radianos e graus:

(por exemplo, se 8 = /2 rad, entdo a = 90°).

Tendo em vista essas propriedades das fungbes trigonométricas com argumentos dados em
radianos, essa é a unidade preferencial de medida de angulo no calculo diferencial e integral e sera

nossa unidade preferencial de medida de angulo aqui.

A andlise dimensional pode constituir um critério importante para a verificacdo da corre¢do ou
ndo de respostas que obtemos para os problemas na fisica. Imagine um problema que pede para
calcular o tempo At que demora para uma particula em queda livre (gravidade g) cair do alto de um

prédio de altura H. Alguém resolve esse problema e fornece a resposta:

At =2 g/H

N3do importa aqui como essa pessoa chegou nessa resposta. Fato é que ela esta errada pois o At

fornecido ndo possui dimensdo (ou unidade) de tempo. De fato, a dimensdo de At é:

J@/TH/L=1/T? = %

e a unidade de At no Sl seria:
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J(m/s?)/m=1/s

Provavelmente essa pessoa cometeu algum erro na manipulagao algébrica. Ela teria a chance, se

enxergasse o erro nas dimensdes/unidades de At, de voltar e conferir as contas.

Uma regra basica da andlise dimensional, que ja mencionamos, é que ndo podemos somar duas
grandezas que possuem dimensdes/unidades diferentes. Imagine que a unidade de A é metro (A é um
comprimento, tem dimensdo L) e que a unidade de B é segundo (B é um tempo, tem dimensdo T), o
que seria entdo A + B? Nao seria nada, ou se preferir, um absurdo completo. Esqueca esse A + B. Sé

faz sentido um A + B se A e B tiverem a mesma dimensdo/unidade, qualquer que seja ela.
Imagine entdo uma grandeza fisica que fosse dada por:
A = Aoey

Qual seria a dimensdao de Y que estd no expoente? Considere que a fun¢do exponencial pode ser

expandida na série de Taylor:
2 Y3

V=14 Y+ —
¢ 2 "6

Concluindo, com base na nossa discussdo anterior, Y ndo pode ter dimensdo (pois Y" teria
dimens3o diferente de Y). Y é (tem que ser) adimensional. Nessa caso, a dimensdo/unidade de A é a

mesma dimensdo/unidade da constante A4, pois e e Y sdo adimensionais.

Como exemplo considere um projétil na presenca de atrito cuja velocidade decai no tempo de
acordo com a equacado hordria:

V(t) =Vye kt

V, é a velocidade inicial do projétil, pois V(t = 0) = I/, e o expoente k t deve ser adimensional, ou seja,
a constante k deve ter dimens3do 1/T. Uma unidade aceitavel para k seria 1/s, que é a unidade de
frequéncia, ou, se preferir, 1/k tem unidade de tempo e, portanto, 1/k é um tempo caracteristico

desse processo de decaimento.

1.3 Exercicios resolvidos

ER 1.1) Uma particula estd se movendo no espago de acordo com a seguinte equac¢do horaria da
posicao:

7X)=((A+Bt?)x+ (C—Dt»)y

sendo A, B, C e D constantes positivas e t o tempo (t = 0). Note que jd hd um referencial especificado: o
eixo y é vertical para cima, o eixo x é horizontal, paralelo ao ch3do. A origem esta no chdo. O movimento

termina quando a particula toca o chao.
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Dados: 7(t) e o referencial especificado.
a) Calcule o instante t; em que particula toca o chao.
Para simplificar, vamos definir 7(t) = x(t) £ + y(t) ycom: x(t) = A+ Bt?e y(t) = C — D t2.

Tendo em vista o referencial, fica facil concluir que a particula tocard o chdo no instante em que

sua coordenada y se anular, ou seja:

yt)=C—-Dt?=0=>t, =./C/D

b) Calcule o alcance da particula, ou seja, o deslocamento horizontal da particula desde t=0 até ela tocar

o chao.

No instante em que a particula tocar o chao ela estara, ao longo de x, na posicao

x(t=t,=,/C/D)=A+B [,/C/D|2 =A +BTC

O deslocamento é a variagdo na posi¢do. No instante ¢ = 0 a particula ja estava, ao longo de x,
na posig¢ao:

x(t=0)=xy=A+B[0]*?=A4
Logo, o deslocamento horizontal da particula no intervalo de tempo desde t=0 até ela tocar o solo foi:

BC
D,(0,ty) = x(ty) —xo = o

c) Calcule a velocidade (vetor) com que a particula vai tocar o chao.
A velocidade da particula é dada por:
o d d d
V(i) =—=7({t) =—x(®) X+ —y(t)J
O =270 =2xO %+ 2yO)F
Portanto:

. d d
V(t)=a(A+Bt2)J?+ a(C—th)fl=2Bt5c‘—2Dt37=2t(B9?—D37)
No instantet = t; = ,/C/D avelocidade vai ser:
iR C
V) =20(B2-D9) =2 |5 (B%—DY)

d) Calcule a aceleragdo (vetor) da particula.
A aceleracdo da particula é dada por:

i =270 =L o2+ Ly = L12¢B 2 - D) = 2B % - DF)
W= T P T gV Y T x Y= X Y

Aulas de mecanica classica newtoniana —José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 1



55

A aceleracdo é constante, independente do tempo.
e) Calcule a equagdo y(x) da trajetdria da particula.

As equacdes paramétricas da trajetéria sio x(t)=A+Bt> e y(t)=C—Dt? (t é o

parametro). Para encontrar a equagdo y(x) basta eliminar o tempo t na equagdo de y(t). De fato, como

x(t) =A+Bt?
Concluimos que:
x—A
B

t? =

Substituindo essa equagdo em y(t) obtemos:

x—A D DA
=C—-Dt? =C-=0D [ —— i
y(t)=C t*- 2y(x)=C B Bx +C+ B

Trata-se da equac¢do de uma reta, de inclinagdo negativa — D /B. Essa trajetéria estd esbogada na figura

abaixo.

y A
A particula segue a trajetdria representada pela

reta vermelha, que inicia no ponto x =4 e
y=C (em t=0) e termina no ponto

x=A+BC/D ey =0noinstante t; em que a

»

A B(C Vx particula toca o chao.
A+—
D
Resumindo: a particula parte do repouso, pois V(¢ =0) =20 (B % — DY) = 0, da posicio
=7t=0=A+B[0])X+ (C—D[0]>) =A%+ C9H, com aceleragdo constante d(t) =

2(B X — DY) e passa a cair no eixo y e ao mesmo tempo a se deslocar ao longo de x, seguindo uma

trajetoria retilinea, até tocar o chdoemt =t; = ,/C/D.

ER 1.2) Considere uma particula que sai do ponto A e chega no ponto B A

y
mostrados na figura ao lado. Para ir de A até B, a particula percorre uma B
trajetdria que é um semicirculo de raio R (curva azul). Ela parte de A em
t = 0 e gasta um tempo T para chegar em B. Note que ja ha um referencial
xy definido na figura. b é a distancia entre O e A.

Dados: os pontos Ae B, R, T, b e o referencial xy.

?

a) Escreva as expressdes algébricas dos vetores posicdo 74 e 7'z no
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referencial fornecido.
Esses vetores estdo mostrados na figura ao lado.
Dessa figura vemos imediatamente que:
4w =bX
s =bX+2RY
b) Calcule o deslocamento da particula no intervalo de tempo T.

No intervalo de tempodet =0at =T, o deslocamento da

particula foi:
DO,T)=# -7, =bX+2R9—bRX=2RY

Esse vetor esta mostrado na figura ao lado (seta vermelha). Ele nasce em

A e morre em B.

c) Calcule o médulo do deslocamento e a distancia percorrida pela

particula desde A até B.

O médulo do deslocamento é |5(O, T)| =I12R9| = 2R, que é a

distancia entre os pontos A e B (o didametro do semicirculo). A distancia

O]

0]

D(0,T)

x

percorrida pela particula é o comprimento da trajetéria curva que conecta os pontos A e B. Como se

trata de um semicirculo de raio R, esse comprimento é 2T R/2 = m R . Note entdo que, como 1 =

3,14, a distancia percorrida (= 3,14 R) é maior que o mdédulo do deslocamento (2R), como é comum

acontecer em érbitas curvas.

d) Calcule a velocidade média da particula no intervalo de tempode O aT.

A velocidade média da particula nesse intervalo de tempo foi:

D(0,T) 2R

Vu(0,T) = =7

Esse vetor estd mostrado na figura ao lado. Note que, apesar de ter feito
uma curva, em média, a particula andou ao longo do eixo y, com uma taxa
de 2R /T unidades de comprimento por unidade de tempo (por exemplo,
2R /T metros por segundo, ou, abreviadamente, 2R/T m/s, se R for dado
em metros e T em segundos). Como nao sabemos as unidades de R e T,

pois a questdo é algébrica sem unidades especificadas, o correto é deixar a

resposta sem unidades. Somente em questdes com dados numéricos (ou
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mesmo algébricos), em que as unidades estdo especificadas nos dados, faz sentido calcular, e fornecer,

as unidades das grandezas fisicas.

ER 1.3) Vamos continuar discutindo uma particula que sai do ponto A e
chega no ponto B no semicirculo considerado no exercicio anterior. No
exercicio 1.2 discutimos apenas grandezas relacionadas com os pontos
A e B, mas agora vamos assumir um movimento especifico entre esses y(t)
pontos, que nos permitird calcular as grandezas instantaneas ao longo
da trajetéria. Vamos assumir entdo que a particula percorra esse

semicirculo de acordo com a seguinte equacdo horaria para o vetor

|

posi¢do 7(t) = x(£)X + y(t)y :
x(t) =b+Rsen(wt)
y(t) =R — R cos(w t)
Note que x(t) e y(t) sdo as projecdes do vetor 7(t) nos eixos x e y (ver a figura acima) e que
(x() = b)* + (y(©) — R)? = R?

Isso significa dizer que os pontos (x(t), y(t)), que sdo as posi¢des da particula ao longo do tempo, estdo
sobre uma circunferéncia de raio R centrada no ponto (x = b,y = R), cuja metade da direita é o
semicirculo que assumimos como sendo a 6rbita da particula. O parametro w serd determinado em

breve.
Dados: os pontos Ae B, R, T, b, x(t), y(t) e o referencial xy.

a) Mostre como podemos deduzir que:
x(t) =b+ Rsen(wt)

y(t) =R — R cos(w t)
para a Orbita em questdo.

Considere a construcdo na figura ao lado. O vetor #'(t) é a posicdo y A
da particula em relagdo ao centro do semi-circulo. Chamamos de 6(t) o B
angulo que esse vetor faz com o eixo y. Quando a particula estd em A vale

0 = 0 e quando ela estiver em B valerd 8 = . Projetando o vetor 7'(t)

7'(¢)
nos eixos obtemos: R
c
7(t) =R sen(@(t))a? —Rcos(6(t)) ¥
Note que essa equacdo ja satisfaz 7'(0) = —R § (ponto A). 0 Y x(t) x
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O vetor C na Figura é um vetor constante, e representa a posicado fixa do centro do semi-circulo

em relacdo a origem do referencial xy. E facil ver que:

C=bR+R9y

Da regra do paralelogramo vemos que:

Portanto:
7(t) =R sen(@(t))a? —Rcos(6(t)) y+ bX+ Ry = [b +R sen(@(t))]a? + [R — Rcos(6(t))]y

Para finalizar, falta ainda uma hipdtese sobre a funcdo horaria 8(t), que pode ser uma fungdo
arbitraria, dependendo do movimento que a particula descreve. Aqui foi feita a hipdtese mais simples
de uma funcdo linear:

) =wt
gue significa, como veremos em seguida, que a particula estd em movimento circular uniforme.
b) Determine o parametro w, de tal forma que a particula demore um tempo T para ir de A até B.

Note que as coordenadas do ponto A sdo (x = b,y = 0), que concordam com os valores de
x(t) ey(t) emt = 0. Jd o ponto B possui coordenadas (x = b,y = 2R). Esse ponto deve ser atingido
no instante t = T. Avaliando x(t) e y(t) em t =T e impondo que x =b e y = 2R obtemos as
equacgodes:

x(T)=b+Rsen(wT)=b e y(T) =R —Rcos(wT) =2R

Portanto, concluimos que sen(w T) =0 ecos(wT) = —1,logo,w T=mew=m/T.
c) Calcule a equagdo horaria da velocidade da particula.

Note que os vetores unitarios ndo dependem do tempo, sdo constantes. Portanto:

dx(t) 24 dy(t)
dt

(6 = x(OF +y(©O)F = V(6) = o

y
Sabendo que:

d d
ax(t) =Rwcos(wt) e ay(t) = Rw sen(wt)

Concluimos que:

V() = ? (cos (n?t) X + sen (n?t) 5/)

Note que o médulo da velocidade é constante, |I7(t)| =nR /T , e que, portanto, o movimento de A até

B é um MCU (gracas a nossa escolha da funcdo 6(t), conforme discutido no item (a)). De fato:
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2

veor = () fos (7) vsen (7)) = ()

Para ilustrar, vamos calcular as velocidadesem A (t = 0),em B (t =T) e em t =T /2 (metade

do caminho):
A
y
. TR - o TR Vg
Vy=V(it=0)=—2% VB=V(t=T)=—Tx
N T R
V(t=T/2)=T§’

Essas velocidades estdo mostradas na figura ao lado. Note que a

velocidade é sempre tangente a trajetéria.

o]

d) Calcule a equacdo horaria da aceleracao da particula. b
Sabendo que:
- TR mt mt dv(t)
V(t =—(cos(—>£+sen(—> A) e a(t) =
®) T T T y a(t) Tt
concluimos que:
0 - (o () (59
a(t) =—|—-sen|{—)x + cos|—
T2 T T)”
Para ilustrar, vamos calcular as aceleragbes em A (t = 0), em B N
y

(t=T)eemt =T/2 (metade do caminho):

T
a(t=T/2)=—

T2 ¥

Essas aceleracbes estdo mostradas na figura ao lado. Note que

como se trata de um MCU, a aceleragdo é puramente centripeta,

de médulo constante |d(t)| = m?R/T? .

ER 1.4) A Figura ao lado ilustra a visdo de cima de uma pista de corrida plana
horizontal. O carro A parte do repouso com aceleragao constante para a direita
de mdédulo a4 no instante em que o carro B passa por ele. O carro B estava
viajando com velocidade constante para a direita de mddulo Vg,. Mas, um
desalinhamento na direcdo faz com que o carro B adquira também uma
aceleragdo constante na dire¢do do carro A de moddulo ag. A distancia inicial

entre os carros é d.
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Dados: a4, ag, Vg ed.

Calcule a condigdo Unica que deve haver entre os parametros a, , Vgo , ag € d para que haja

uma colisdo entre os carros.

Os carros sdo particulas se movendo com acelera¢des constantes.

y
Precisamos de um referencial para especificar os vetores com simplicidade. A ay
Considere entdo o referencial xy ao lado. Nessa figura estd claro que a =

A0

- =g ~ . -
posigao inicial do carro B é 75y = 0 e estdo representados os vetores cujas ap
—
~ s ~ 7V X

expressées algébricas sdo: OB Vg

T40o = d ¥ (posicdo inicial, t = 0, do carro A) — seta vermelha
a4 = a4 X - seta preta

dg = ag ¥ - seta azul

1730 = Vo X (velocidade inicial, t = 0, do carro B) — seta amarela

Note que o instante t = 0 mostrado na figura acima é o exato instante em que B passa por A e

que A passa entdo a se mover. Levando também em conta que o carro A parte do repouso vale V4, = 0.
Portanto, das equagdes da cinematica com acelera¢do constante (Tabela 1.6) obtemos as seguintes

Orbitas para os dois carros:

a a
?A(t)=d37+7At23? e FB(t)=V30t3?+7Bt2§/

Os dois carros s6 colidirdo entre si se existir um instante t; tal que 7, (t;) = 75 (t;) , ou seja:
~, Mg «, 9B 5 .
dy+7t12x= Vo t1x+7t12y

Dois vetores sé podem ser iguais se suas componentes forem todas iguais duas a duas. Portanto, a
componente x de 74 (t;) deve ser igual 8 componente x de 75 (t;) e assim por diante. Equivalentemente,

a equacdo vetorial acima leva a:
a a o

Portanto, concluimos que a colisdo s6 ocorrera se:

a 2d
d—2t2=0>t = |[—
2 ag
e

—t2 —Vgot; =02t =
2 1 BO*1 1 aA
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(a solugdo trivial t; = 0 ndo corresponde ao instante que estamos procurando).
Igualando essas duas expressdes para t; obtemos, apds algumas manipulagdes, a relagao:

a; 2V

ag d

A trajetdria do carro A é retilinea (MRUV) paralela ao eixo x (eixo y = d). A trajetéria do carro B

é parabdlica, pois:
xg(t) = Vgot e yp(t) = (ap/2) t?
Logo, eliminando o tempo, obtemos:

yp(xp) = (ag/2VEy) x4

gue é a equacao de uma pardbola. Essas duas trajetdrias estdo ilustradas na

y
Figura ao lado. O simples fato das trajetérias se cruzarem nao significa que /
ha uma colisdo entre os carros. Sé havera colisdo se os carros estiverem no A
ponto de cruzamento das trajetdrias no mesmo instante (como acontece B
guando ocorre uma colisdo de dois carros em um cruzamento de duas ruas). 0 x#

A relagdo deduzida acima entre os parametros ay , Vo , ag e d determina a

Unica chance disso ocorrer. Parece impossivel, mas acontece ao acaso.

ER 1.5) Uma bolinha é solta do repouso do alto de um prédio de altura H e cai em queda livre.
Dados:He g .

a) Calcule o tempo que demora para a bolinha atingir o chao.

Aqui devemos usar as equagdes que governam o movimento de queda livre dadas na Tabela 1.7.
Note que como a bolinha é solta do repouso, entdo I70 = 0. Logo, a equagdo da trajetéria da bolinha
fica: 7(t) = 7y + (g/2) t? (supondo que ela foi solta em t=0).

Um estudante mais apressado pode olhar para a figura ao lado,
em que adotamos uma origem no chdo, logo abaixo da bolinha e ver logo

que supor que a bolinha toca o chdo é o mesmo que supor que 7(t;) = 6,

sendo t; o instante particular em que a particula toca o chdo. Dai ele

conclui da equagdo acima que:

- (6, —2 7,
O=1r+|z)tf =2t = =
0 <2> 1 1 g
Em seguida ele substitui7y =HjJ e g = —g7J (pois o eixoy é vertical) para concluir que:
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—2H9 |2H
t1 = |——= |—

-9y 9
Que é a resposta correta para o instante t; . O problema estd no caminho que levou a essa resposta. A

divisdo de vetores ndo existe, porque ndo é uma operacao bem definida.

De fato, imagine a seguinte divisdo:

ST
L,

Qual, ou o que, seria o resultado da divisdo acima? Um vetor? Um escalar?

Imagine que a razao fosse um escalar, ou seja:

Wl
[
()

Entdo, concluimos que:

-

A=CB

ou seja, AeB sdo, necessariamente, vetores paralelos (ou antiparalelos) entre si. Note que esse é
exatamente o casode 7y, =HjJ e ¢ = —g79, para esse problema especifico. Por isso obtivemos o
resultado correto para t;. Em geral, se insistirmos nessa ideia, de divisdo de vetores, vamos obter
resultados absurdos porque nem sempre vai valer o paralelismo dos vetores com que estamos

trabalhando. Nado é verdade, em geral, que existe um C tal que:

gue é uma equacdo totalmente absurda (um vetor na direcdo x nunca vai poder ser igual a um vetor na

direcdo y, que é ortogonal a dire¢do x).

Imaginemos agora que a divisao resultasse em um vetor, ou seja:

=C

Wl

Note que esse ndo seria o caso desse problema especifico da queda da bolinha, pois escrevemos que:

—2Hy 2H
-9y g
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Mas enfim, se insistirmos nessa ideia, concluimos que:
A=C?B
sendo ? uma operacdo de produto entre vetores, pois o produto é a operacao inversa da divisdo. Ha dois

produtos entre vetores, o produto escalar e o produto vetorial.

O produto escalar é tal que (como o préprio nome ja diz) resulta em um escalar, ou seja:
- -
C-B=D

sendo D um escalar. Entdo a operagdo misteriosa que denotamos por ? ndo é o produto escalar, pois ela

S
resulta no vetor A.

O produto vetorial, por sua vez, é tal que:

¢ xB=D

Entdo, suponha que:
=C=>A4A=CxB

SN

A inconsisténcia aqui vem do fato de que existem infinitos Cs gue satisfazem a equacado acima. De fato,

= =
seja C; um vetor qualquer paralelo ao vetor C. Entdo, podemos mostrar que:

-

> =
Conclusdo: nesse contexto a divisdo A/B é arbitréria, pode dar qualquer coisa. Por exemplo, se vocé

disser que:

Entdo eu posso dizer que:

Pois:
- E A~

Nesse sentido, a operacdo de divisdo de vetores imaginada acima ndo esta bem definida, pois

ela ndo é a funcdo inversa de nenhuma multiplicacdo entre vetores.

Concluindo, ndo devemos admitir em nossas solucdes de problemas a operacdo de divisdao de

vetores, mesmo que cheguemos, por sorte, ao resultado correto. Essa ndo é uma operacgdo valida.

Aulas de mecanica classica newtoniana —José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 1



64

A solucdo para essa questdo estd em trabalharmos com equacgdes escalares. Para isso devemos

projetar os vetores em um sistema de eixos (referencial) conveniente.

Considere entdo o referencial mostrado na Figura ao lado (o eixo z
estd para fora do plano da pagina, no que seria uma direcdo horizontal
paralela ao chdo, a direcdo x é a outra diregdo horizontal paralela ao chao).

Colocamos a origem logo abaixo da posicao inicial da bolinha. Note entdo

que:

Th=Hy e g=—-gy

A equacdo da trajetdria fica entdo:
7(t) = (H —gtz) y
2
Note que a trajetéria da bolinha é retilinea (MRUV), ao longo do eixo vertical y e que sua altura

y(t) em relagdo ao solo vai diminuindo com o passar do tempo. De fato, podemos escrever:

F(t) =y(@®)y com y(t) =H - (g/2)t* .

O gréfico ao lado ilustra o comportamento da altura y(t) da bolinha em y(t) 4
relagcdo ao solo em fun¢do do tempo t. A curva é uma parabola com a boca
para baixo, que cruza o eixo t no instante t = t; , ou seja, y(t;) = 0. Note
que esse é o grafico da equagdo horaria y(t) X t e ndo o grafico da trajetdria

da bolinha. A trajetdria da bolinha é uma reta vertical, de comprimento H.

v

O instante t; é exatamente o instante em que a bolinha vai tocar o
solo (t; é o instante em que a bolinha esta tdo préxima do solo quanto vocé
queira (y(t) - 0) mas ndo tocou ainda o solo, o que da basicamente no mesmo quando dizemos que

em t; a bolinha tocou (y(t) = 0), ou vai tocar (y(t) — 0), o solo). t; é dado por:

g ., 2H

Note os casos particulares: se g = 0, entdo t; — . Se ndo houvesse gravidade, a bolinha ndo cairia, o
gue implica que seu tempo para chegar ao chdo seria infinito, ela nunca chegaria ao chdo. Se H = 0,

entdo t; = 0. A bolinha ja seria solta do chao.

b) Calcule a velocidade com que a bolinha chega ao chao.

A equacdo hordria da velocidade é V(t) = I70 + gt, que nesse caso se torna V() = —gty.Essa

equacdo diz que a velocidade da bolinha é sempre vertical (y), apontando para baixo (sinal -) e de

magnitude crescente |I7(t)| = g t . A bolinha vai chegar no chdo com velocidade:
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V(t) =—-gt,9 =—2gH 9
A velocidade é vertical (¥) apontando para baixo (sinal -) e de moédulo igual a \/2gH .

ER 1.6) Uma bolinha é lancada a partir do alto de uma mesa de altura H com velocidade de

componentes vertical igual a A e horizontal igual a B (A e B positivos). Ela cai em queda livre.

Dados: H,A,Be g .
a) Calcule o tempo que a bolinha demora para cair no chao.

Novamente, devemos usar as equagdes que governam o
movimento de queda livre. Para escrever as expressées dos vetores
devemos adotar um referencial xyz. Considere entdo o referencial
mostrado na figura ao lado. O plano xy é o plano que contém 70, que
seria o plano da pagina na figura (o eixo z esta para fora do plano da

pagina, no que seria uma direcdo horizontal paralela ao chdo, a

direcdo x é a outra direcdo horizontal paralela ao chdo). Colocamos a

origem na posicao de partida da bolinha.
Note entdo que nesse referencial:
#,=0, g=—gyeVo=BX+A9.
A equacdo hordria da trajetéria fica:
= _ A _ g 2 A
r(t)—th+(At > t ) bY%
Ouseja, 7(t) = x(t) £ + y(t)y comx(t) =Bt e y(t) =At—(g/2) t? .

A trajetdria é uma curva plana que pode ser desenhada no plano do papel, o plano xy. Note que

a bolinha vai atingir o chdo no instante t; tal que y(t;) = —H, portanto:
y(t1)=—H:Atl—%tf =—H=gt?—2At;—2H=0
Essa equacdo quadratica tem duas solucdes dadas pela formula de Bhaskara:

24 + \/44% + 8gH
tl = Zg

Note que a solugdo com sinal - corresponde a um tempo t; negativo (pois /442 + 8gH > 2A), ou seja,
corresponde a algo que aconteceu antes da bolinha ser lancada da mesa (ela foi langada em t = 0).

Trata-se, portanto, de uma solugdo apenas matematicamente correta (é o instante em que a extensdo
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da trajetdria da bolinha no passado (t < 0) cruza o eixo y = —H), mas fisicamente absurda. Ficamos
entao com:

_2A+\J4A2+8gH A+.[AZ+2gH

2g g

5]

Note que se A = 0, recuperamos o valor t; = /2H /g do problema 1.5, em que a bolinha foi solta sem

velocidade inicial vertical (sem velocidade inicial horizontal também).
b) Calcule a altura maxima que a bolinha atinge, em relagdo ao chéao.

A pergunta se refere a uma distancia vertical (altura) e, portanto, a fun¢do y(t). Precisamos
encontrar o instante t, em que essa altura maxima ocorre e calcular y(t,). Sabemos que a bolinha
inicialmente sobe e depois comeca a cair, o instante t, marca exatamente a transicao entre subir e
descer. Durante a subida, a velocidade vertical da bolinha (V,(t)) é positiva e durante a descida ela é
negativa. Portanto, em t,, a velocidade Vy(t) muda de sinal, ou seja, atinge o valor zero. O instante t, é

dado entdo pela equacdo Vy(tz) = (. A velocidade da bolinha é dada por:
V)=V, +Gt=BR+A—-gt) )

Portanto, V},(t) = A — g t. Logo, V,(t;) =0 = t, = A/g . Alternativamente, como nesse instante a
coordenada y é maxima, podemos obter o valor de t, através da condigdo de derivada nula da fung¢do
horaria y(t):

d

E}’(t)hz =0
ou seja:

%[At—%tz]tZ:A—th:O

Enfim, obtemos para a altura mdxima (em relagdo a origem y = 0, ou seja, em relagdo a mesa):

g A?

y(t;) = At, _ft% =23

A altura maxima em relagdo ao ch3o &, portanto, hy, = H + y(t,) = H + A%/2g . Note que se A = 0,
hy; = H . Isso porque nesse caso a bolinha seria langada na horizontal e ela ndo subiria nada em relagdo

a mesa, ela apenas cairia, a partir da altura H em relacdo ao chao.
c) Calcule o alcance da bolinha, ou seja, a distancia que ela percorre na horizontal.

Na horizontal a bolinha se move de acordo com a equacio horaria x(t) = B t . Por outro lado, a

bolinha chega ao chado no instante t;. Portanto, o alcance Alc da bolinha é dado por:
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B
Alc = x(t;) =—|A++ A2 + 2gH
1 g( )

d) Calcule a velocidade com que a bolinha bate no chao.
Essa velocidade é V(tl), ou seja:
Venao = V(t) =BR+(A~gt))§=BR—JA2+2gHJ

A figura ao lado ilustra a trajetéria da bolinha e as grandezas que calculamos nos itens (a) a (d). A

trajetéria é parabdlica (basta vocé calcular y(x) para

- //— RS g
mostrar isso), contida no plano de I/, . 170 ’ \\ l
\\
Apenas para ilustrar, note que no instante t,, AN
. . . (s h AN
o instante em que a particula estd na altura maxima, M '
H \
o vetor aceleragdo tem as seguintes componentes, N
\
tomando-se a dire¢do da velocidade como referéncia: NN VNN NN NNNYNYN 7
chao
< Alc >

@) = 0 (pois o0 modulo da velocidade esta passando

por um minimo esse instante, ou seja, dV (t)/dt = 0emt,)ea, =g.

Portanto, podemos dizer que em t, a aceleragdo centripeta da particula é a,.,(t;) = g. Logo,
de acordo com o que ja discutimos anteriormente, o raio do circulo osculante (ou raio de curvatura) a

pardbola no ponto de apice da trajetéria parabdlica é dado

or: = -7 \' lﬁ
por: Vo AN
\
\
Vz(tz) _BZ \
\
\

R(ty)) =——=—
()= ) = g \

A Figura ao lado ilustra esse circulo osculante e seu raio. Note \\

que se B—-> o ou g— 0, entdo R(t;) » o, ou seja, a \\\\\\\\\\\\\\\

trajetdria se torna uma reta (uma reta pode ser pensada como sendo um circulo de raio infinito). Se

B — oo a trajetdria é uma reta horizontal e se g — 0 a trajetéria é uma reta inclinada, paralela a V.

ER 1.7) Um atirador dispara um tiro de rifle inclinando o cano do rifle de
um angulo 8 em relagdo a horizontal. A boca do cano estd a uma altura h
do piso horizontal. A bala sai da boca do cano com velocidade de mdédulo
B. A figura ilustra essa situagao. Desprezando o arraste da bala com o ar e

qualquer obstaculo, podemos considerar que ela vai se mover em queda

livre, até atingir o piso.

Dados: 6,B,heg.

Aulas de mecanica classica newtoniana —José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 1



68

Calcule o alcance A da bala, ou seja, a distancia mdxima que a bala percorre na horizontal.

Para escrever as equagdes de queda livre devemos adotar um

Ya

referencial. Considere entdo o referencial mostrado na figura ao lado. O

N
plano xy contém o cano do rifle, ou seja, contém a velocidade V, da bala

(seta vermelha). O eixo x é horizontal, o eixo y é vertical e a origem estd no

piso, logo abaixo da boca do cano. Nesse referencial, a queda livre da bala

v

se inicia (t = 0) logo apods ela sair da boca do cano, com as condicdes 0

x

iniciais:
#,=h9 e V,=Bcos(8) £+ B sen(d)P.Notetambémque = —g 9.

Portanto, a equac3o hordria para a posicdo da bala é dada por 7(t) = x(t) £ + y(t)y com:

x(t) = Bcos(8) t e y(t) = h + B sen(0)t — %tz

A bala toca o piso no instante t; tal que y(t;) = 0. Portanto, t; é dado pela equagdo:
9 .2
h + B sen(6)t; -5 t; =0

Da formula de Bhaskara (ja eliminando a raiz negativa):

_ Bsen(0) + \/stenz(G) + 2gH
)

1

O alcance, A(h, 0) , é dado por A(h,0) = x(t;) . Portanto, apds uma boa simplificagdo:

A(h@)—Bz @ cos@) | 1+ [1+—=29"
, —gsen cos B sen? (0)

Note, o alcance é fungdo dos pardmetros h e 8, que sdo os Unicos pardametros que o atirador pode
ajustar a sua vontade. A velocidade inicial B estd definida pelo tipo de rifle e cartucho utilizados e a
gravidade g estd definida pelo planeta Terra. Para o caso particular h = 0 (um tiro dado com a boca do

rifle encostada no chdo) recuperamos o resultado comumente exibido nos livros textos:

B? B?
Ah=0,0) = ?2 sen(6) cos() = ? sen (2 6)

Esse resultado mostra que para h = 0 o alcance maximo é obtido quando o atirador inclina o
rifle de 8 = 45° (pois sen(2 x 45°) = 1). Para 8 = 0 o alcance seria nulo pois a bala nem sequer
descreveria uma queda livre, ela ja partiria do piso. Para 8 = 90° novamente o alcance seria nulo
porque a bala apenas subiria e desceria ao longo da mesma linha vertical (a bala cairia na cabeca do

atirador).
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A figura ao lado mostra os graficos de A(h =0,0)
(curva vermelha) e de A(h,8) (curva azul) em fungdo do
dngulo de inclinacdo 8 em radianos (h esta fixo). Note, ndo sdo

graficos da trajetdria da bala, sdo graficos do alcance A versus

b

6. A trajetdria da bala é uma curva no plano xy (vocé ja sabe
que a trajetéria é parabdlica). As curvas na figura foram

obtidas tomando B=5m/s, h=1me g =98 m/s® . Note

que o maximo de A(h = 0,60) ocorre em 0 = 45° (/4 rad) e

3 in Tn n
2

n
16 8 16

l= 1

in

cala

o alcance maximo é cerca de 2,5 m (para os dados numéricos

o=
-
@ A

que assumimos). Para h # 0 obtemos alcances maiores (para

um mesmo 0) e o alcance maximo acontece em um angulo menor que 8 = 45°. Derivando A(h = 1,0)
e igualando essa derivada a zero, obtemos que o maximo dessa funcdo estd em 0 = 36,8° e que o
alcance maximo é cerca de 3,4 m. Note que B =5 m/s é um valor muito baixo para a velocidade de um
projétil de arma de fogo, que ¢é a situacdo que estamos discutindo nessa questdo. Um valor B = 500 m/s
estaria mais préximo da realidade, para uma bala de rifle. Com B = 500 m/s, o alcance maximo é t3o
grande (da ordem de 25 km) que as duas curvas de A(h,0) e A(h = 0,0) se tornam praticamente
indistinguiveis para h = 1 m, ou seja, a altura do rifle em relacdo ao solo ndo importa muito para o
alcance (desde que essa altura seja da ordem de 1 m). As curvas e valores numéricos mencionados
acima foram obtidos utilizando o programa Maple, uma ferramenta computacional poderosa para nos

auxiliar com a matematica no dia-a-dia.

ER 1.8) Um motociclista estd percorrendo uma espécie de
“cilindro da morte” que consiste em uma pista cilindrica de raio b,
o cilindro apoiado no piso horizontal. O motociclista percorre
ciclicamente uma drbita circular ABCDA..., contida em um plano
vertical, partindo do repouso no ponto A (em t=0), conforme a
figura ao lado. Ele pressiona o acelerador da moto de tal forma
gue sua velocidade cresce no tempo de acordo com:

V() =kt

sendo k uma constante positiva.
Dados: V(t), k,beg.

a) Calcule os instantes tg , t., tp e t, em que o motociclista passa pela primeira vez pelos pontos B, C, D

e A, respectivamente.
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V(t) é a velocidade com que o motociclista percorre comprimento de arco de circunferéncia.

Assim sendo, se chamarmos de [(t) o comprimento de arco percorrido no instante t, vale:
Vi) =kt= d L(t)
ST dt

Integrando essa equagao obtemos a equacgao hordria do comprimento de arco percorrido:

I(t) = k t2
2
Note que escolhemos a constante de integracdo como sendo nula, o que significa que em t=0 o
arco percorrido é nulo. Em t=0 o motociclista devera estar no seu ponto de partida (ponto A). Sendo
assim, a Figura ao lado ilustra o comprimento de arco I(t) (em C
verde) que definimos na equacdo acima (I(t) é medido a partir do
ponto A). I(t) é o que chamamos de uma coordenada curvilinea.

Concluindo: sendo 2 m b o comprimento total da circunferéncia,

podemos dizer que: D B
k 1 Tbh
l(tB)ZEtézzle'b = tg = T
A
l(t)—ktz—zz b =t,= 2mb 1o
c) =35l = g T c= X
k , 3 3mh k , 4 4mbh
b) Calcule o médulo da velocidade do motociclistaem B, C, D e A.
Sendo V(t) = k t, concluimos diretamente que:
V(te)
V(te) =kt, = V2mkb Tty
B
A i)
y (ta)
X
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Na Figura ao lado ilustramos os vetores velocidade nesses pontos da trajetéria do motociclista.

A magnitude da velocidade é crescente.

Usando o referencial xy especificado na Figura, concluimos que o vetor velocidade nesses

instantes é dado por:

V(tg) = Vo kb9 V()= —V2mkb %
V(tp) =—V3nkby V) = Vankb®

c) Calcule o médulo da aceleragao centripeta (aceleragdo ortogonal) do motociclista em B, C, D e A.

A aceleragdo centripeta no movimento circular de raio R tem mddulo dado por:

acen(t) = Vz(t)/R

Portanto:
C
V2(tp)
acen(tB) = b =mnk
V2(te)
acen(tc) = =2nk
b D B
Vi(tp)
Acen(tp) = b = 3mk a (ta)
cen
VZ2(ta)
Acen(ts) = = 4mk =4 ac,(tp) y A
Na Figura acima ilustramos o vetor aceleracdo centripeta
X

nesses pontos da trajetéria do motociclista. A magnitude da
aceleracao centripeta cresce com o tempo, acompanhando o

crescimento da velocidade.

Usando o referencial xy especificado na Figura, concluimos que o vetor aceleracdo centripeta

nesses instantes é dado por:
Aeen(tp) = — Tk X acen(tc) = —-2nky Aeen(tp) = 3mk X acen(tA) = 4nky

d) Calcule o mdédulo da aceleragdo tangencial (aceleragdo paralela) do motociclistaem B, C, D e A.

A aceleragdo tangencial tem magnitude dada por: a;,,(t) = d V(t)/dt . Portanto, como:

dV(t)—dkt—k
dt Tdt

(esse foi um dado do problema) segue que:
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atan(tB) = atan(tc) = atan(tD) = atan(tA) =k

Na Figura ao lado ilustramos o vetor aceleragdo
tangencial nesses pontos da trajetdria do motociclista. A
magnitude da aceleracdo tangencial é constante,
determinada pela forma como o motociclista pressiona o

acelerador da moto.

Usando o referencial xy especificado na Figura,
concluimos que o vetor aceleracdo tangencial nesses

instantes é dado por:

A~

atan(tB) = kj} atan(tc) = —kx

atan(tD) = - kj’\ atan(tA) = kx

e) Com base nas respostas dos itens (c) e (d), esboce o vetor

aceleracao do motociclistaem B, C, D e A.

D

Aean(tp)

Usando a regra do paralelogramo para esbogar o vetor

a(t) = deen(t) + dpan(t) obtemos a Figura ao lado. A aceleragdo do

motociclista possui sempre uma componente paralela (a velocidade)

Atqn , responsavel pelo aumento na magnitude da velocidade do

motociclista e uma componente ortogonal (a velocidade) d,ep

(centripeta), responsavel pela mudanca na dire¢cdo (e sentido) do

vetor velocidade do motociclista, que é obrigado a seguir a trajetdria

circular. Quanto mais rapido o motociclista, maior deve ser o mddulo

de d,.,, , porque o vetor velocidade muda de direcio mais rapidamente.

Aean(te) C

A Gean(ts)

Aean(tp)
B

Usando o referencial xy especificado na Figura, concluimos que o vetor aceleracdo nesses

instantes é dado por:

a(tp) =3nkx — k9 a(ty)

ER 1.9) Para incluir um exemplo de cinematica que requer a solucdo de equacdes diferenciais, considere

uma particula (um projétil) lancada para cima na vertical (eixo y). Vamos considerar a presenca do

arraste com o ar. O ar tem o efeito de frear o projétil, imprimindo nele uma aceleracdo oposta a sua

velocidade. Essa aceleragdo é dependente da magnitude da velocidade: para velocidade nula, ndo ha
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arraste com o ar e nem aceleracdo devido a ele. Quanto maior a velocidade, maior o arraste e maior a
aceleracdo devido a esse arraste. Vamos considerar que o arraste imprime na particula uma aceleragao
dependente da velocidade:

a,(t) = —BV(t)

sendo B > 0 um coeficiente de arraste, que depende das propriedades do ar (viscosidade) e do corpo
(tamanho e massa) que esta sendo modelado por essa particula. Essa é a lei de Stokes do arraste e é
valida para um projétil pequeno em baixas velocidades (fluxo laminar). A presenc¢a de turbuléncia no
fluido, causada pelo movimento do projétil, requereria leis mais complicadas para o arraste, que ndo
vamos considerar aqui. Note que, como esperado, a aceleragdo a4 é oposta a velocidade da particula e
tanto maior quanto maior é a velocidade da particula. Para simplificar as contas, vamos considerar
apenas o langamento vertical da particula, a partir do solo com velocidade para cima de mdédulo V.
Nesse caso o problema se torna unidimensional, tudo acontece no eixo y (vertical para cima com origem

no piso).
Dados: a,(t) = —BV(t),Vyeg.
a) Calcule a equacgao horaria da velocidade da particula.

Considerando a gravidade e o arraste atuando simultaneamente na particula obtemos a

aceleragao:
d
a() = —g-a,() = V() = —g - BV()

Note que a gravidade é negativa pois esta sempre para baixo (e o eixo y esta para cima). Ja a aceleragdo
causada pelo arraste, serd negativa na subida, pois V (t) é positiva nesse caso, e positiva na descida, pois

V(t) é negativa nesse caso.
Note que para B = 0 a solugdo é aquela que ja conhecemos:
VO =V,—gt

Para simplificar a equagdo diferencial de V(t) vamos definir a fungdo V'(t) = —g/B — V(t).

Derivando essa equacdo obtemos:
d d
—V'(t) =—=V(t
77 © 77 ®
Substituindo essa igualdade na equacdo diferencial de V(t) obtemos:

d , _ ’ d ’ — !
— V'O =BV'(®) > V()= -BV'()
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Vemos que a funcdo V'(t) é uma funcdo real tal que a derivada dela é ela mesma, a menos de

uma constante negativa igual a —B. Portanto, V'(t) é uma fun¢do exponencial decrescente:
V'(t) =Ae Bt
sendo A uma constante a ser determinada. A velocidade da particula é, portanto:

V(e) = —%—V'(t) = V() = _%_ AeBt

Como V(t=0)=V, , segue que: Vo= —g/B— A =2 A=—-g/B—V,. Logo, a velocidade da
particula é:
g (9

__9 (Y -Bt
V) =2+ B+V0)e

Verificar o caso B = 0 ndo é tdo simples, pois aparecem algumas divergéncias na expressao de

V(t). Precisamos tomar o limite B - 0 com mais cuidado.

Primeiro reconhecemos que para B = 0 vale: 1004
80_
e_B t = 1— Bt _
Portanto, adotando esse comportamento assintético 40
m_

e em seguida fazendo B = 0 obtemos:
0
__9.04 B =V — gt=V© 2
V(t) = B+(B+v0)(1 Bt)=Vy— gt=VO() e
i . 60
O gréfico ao lado mostra o comportamento da velocidade 80
V(t) em funcdo do tempo adotando os valores numéricos 1004

g=98 m/s>, Vo =100 m/s e B=0,1 s*. Note que a
velocidade parte do valor V,=100 e decai
exponencialmente, passando pelo zero (na altura maxima) em t = t; e se tornando negativa quando a
particula passa a cair. Note também que na queda a velocidade tende assintoticamente para um valor
limite V3, chamado de velocidade terminal. Todo corpo em queda na presenga de arraste com o ar vai
atingir, se der tempo, uma velocidade constante de queda. E o que acontece, por exemplo, com um

paraquedista que salta de uma grande altura.

O valor de t;, correspondente a altura maxima, pode ser determinado de:

1 BV,
V(t1)=—%+(%+Vo)e‘Bt1=0 t1=§ln(1+70)

sendo In a funcdo logaritmo natural, ou neperiano. Note que (para B = 0): tfo) =V,/g-
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A velocidade terminal V; pode ser determinada simplesmente igualando a derivada da

velocidade a zero, conforme pode-se ver no grafico de V(t):

d g
aV(t)= —g—BV({t)=0 = V(t—>w) =V, = -7

O sinal negativo indica apenas que a velocidade terminal estd apontando para baixo (enquanto o nosso
eixo y esta para cima). Quanto maior o coeficiente de arraste, menor vai ser a velocidade terminal. O
objetivo do paraquedas é exatamente aumentar o B do paraquedista (aumentando o tamanho) e
diminuir seu valor de V. Para uma formiga, um floco de neve, uma gota de chuva, uma pluma ou um
grdo de poeira, B pode ser bem grande (porque eles sdo pequenos e muito leves), o que faz com que

esses corpos caiam muito lentamente no ar (se o vento deixar).
b) Calcule a equagdo horaria da posi¢do y(t) da particula.

Sabemos que:

_4d N _ 9. (9 Bt
VO ==y = -+ (5+V0)e

Portanto, integrando os dois lados dessa equacdo (de t = 0 até t = t) obtemos:

y(t) — yo = —%t—%(%+Vo)e‘Bt +%(%+VO)

No nosso referencial vale y, = 0. Logo:
__9 .1 -Bt
y©) = —Ft+=(5+1)a-e"
Verificamos novamente o caso B = 0 fazendo primeiramente (para B = 0):
242

"Bt =1-Bt
e + >

e depois tomando B = 0. Obtemos o resultado ja conhecido da queda livre:

(0) 2
y@®) =y =Vt-g5

O grafico ao lado mostra o comportamento da posi¢ao w0

y(t) em funcdo do tempo adotando os valores numéricos

(g =98 m/s’, Vo =100 m/s, B =10,1 s (curva verde) e 20

B =02 s' (curva vermelha, desprezando a porcdo

negativa da curva)). As curvas parecem parabdlicas, mas 1001

ndo sao. Note que esse ndo é um grafico da trajetdria da

particula. A trajetéria é uma simples reta vertical, na 0] é 4' 6 é 1'0 1'2 1' ' 1|6
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subida e na descida. A particula parte da origem, sobe, atinge uma altura maxima e cai até bater no piso.

A altura maxima é simplesmente y(¢t;):

Vo g Vo B
yMAX =§_ﬁln<1 +7)

Note que, como In(1 + x) = x — x?/2 para x = 0, obtemos (para B = 0): yﬂ(,lojx =VZ/2g.

O tempo total de queda (cerca de 14 e 16 segundos no grafico) é dado pela solugdo ndo nula da
equacao:

y(@) =0
Vemos no grafico que o aumento do arraste reduz o tempo total de queda e a altura maxima do projétil.
ER 1.10) Vamos considerar agora o movimento de um projétil na presenca do arraste com o ar em um

langamento obliquo. Um projétil é langado do solo com velocidade inicial de médulo V; inclinada de um

angulo © em relagdo a horizontal. O referencial que utilizaremos é o

y -
. . 2 . 9
mostrado na figura ao lado. O plano xy é o plano do vetor V; . A origem 7 l
0
O estd na posicdo inicial (t=0) do projétil. O arraste com o ar vai produzir
0

no projétil uma aceleragdo antiparalela, que freia o seu movimento. >

0] X

Vamos continuar aqui com a mesma lei do arraste que utilizamos no
exercicio 1.9, qual seja, a lei do arraste proporcional a velocidade (lei de

Stokes), que vai se traduzir em uma aceleragao no projétil dada por:
ds(t) = —BV(t)

sendo B um coeficiente de arraste, dependente das caracteristicas do projétil e do fluido em que o

projétil se move (que no presente caso € o ar).

a) Calcule a equacgéo horaria da velocidade I7(t) do projétil.

Note, se ndo houvesse arraste, o movimento do projétil seria uma queda livre, e a velocidade

horizontal (x) do projétil seria constante e dada por: I/;((O)(t) =V, cos(8). No presente modelo vamos

simplesmente incluir a aceleragdo causada pelo arraste com o ar ay, (t) = —BV,(t) e, portanto:

d
ZVe(©) = —BV(®

Segue que:

dVe(t)

=-—Bdt
Ve(t)

Integrando os dois lados e fazendo V,.(0) = V; cos(6) obtemos:
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V,(t) = Vycos(f) e B
Com relagdo a coordenada vertical (y), se a particula estivesse em queda livre valeria:
0
I/;,( )(t) =V,sen(f) —gt

Ainclusdo do arraste vai levar a equacgao:

d
=W () = —g — B (0)
Ja resolvemos essa equagdo no exercicio anterior. Segue que (fazendo V,(0) = V; sen(0)):

__9. (9 -Bt
V() = B + (B + 1, sen(B))e

A figura ao lado ilustra o comportamento no

tempo do médulo da velocidade do projétil V(t) = 2

1807
/V}f(t)+Vy2(t). Adotamos os seguintes valores
numéricos para os parametros: B=0,1 s, g=9,8 m/s’, 1407

Vo = 200 m/s e 8 = 30°. Notamos que a velocidade do 120

1004

projétil cai na subida, atinge um valor minimo, passa a
804

crescer na descida e atinge um valor assintético

constante, chamado de velocidade terminal. Essa
velocidade terminal sé vai ser atingida se der tempo, ou seja, se o projétil ndo bater no chao antes dela

ocorrer.
O instante t; em que o projétil atinge a altura maxima é dado por:
V,(t) =0
resultando em:

tl = —ln

1 BV, 6
(1 4 o sen( ))
B g

Note que recuperamos o resultado do exercicio anterior no caso 8 = 90°. Com os dados numéricos do
grafico obtemos t; = 7 s. Notamos claramente que a velocidade minima ndo ocorre na altura maxima.
De fato, o instante t, em que a derivada

dV(t)/dt

se anula é, com os dados numéricos do gréfico: t, = 12,7 s. Esse é um resultado aparentemente
estranho, pois estamos acostumados a associar a altura maxima a velocidade minima. A figura que

segue ilustra as trés velocidades V,.(t) (curva verde), V,(t) (curva vermelha) e V(t) (curva azul), com os

Aulas de mecanica classica newtoniana —José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 1



78

mesmos valores numéricos anteriores. A ?Eé:
velocidade horizontal cai exponencialmente, };g:
tendendo a zero. A velocidade vertical também cai 1gg:
exponencialmente, muda de sinal no instante t; e ESI
vai assintoticamente para o valor terminal ndo _j;: P
nulo. O médulo da velocidade (V(t)) cai com o :gg:
tempo, mas atinge um valor minimo em um tempo _{gg:

t, posterior ao instante da altura maxima. De fato,
na altura maxima a trajetéria se torna horizontal e nesse instante existe uma aceleracdo paralela
(horizontal) dada pelo arraste do ar. Portanto, o mddulo da velocidade ndo pode estar passando por um

minimo nesse instante (t;), ja que, em t;:
d
a = Ev(t) = —BV,(t;) = q)(t)) # 0

Conforme ilustrado ao lado, o minimo de V(&) vai acontecer em um instante
posterior a t;, um instante em que a aceleragdo do arraste (seta vermelha), =
apontando para cima, vai cancelar com a componente da aceleracdo da s

gravidade (seta preta) tangente a velocidade (seta verde), apontando para

baixo. Nesse instante, t;, vai valer a;;(t;) = 0, ou seja:

d
EV(LL) =0

Apenas para comparagdo, note no grafico

ao lado, vélido para o caso B =0 (e os mesmos -

dados numéricos das figuras anteriores), que na 200

queda livre t; =t, = 10,2 s (porque V,(t) é uma —

constante nesse caso).

0

A presenca do arraste faz com que a altura "]

L. . -400
maxima seja atingida antes que no caso da queda

-B00

livre. A trajetdria se torna mais ingreme.

b) Calcule a equagdo horaria y(x) da trajetdria do projétil.
Sabemos que:

Vo (t) = Vycos(B) e Bt = %x(t)

Portanto, integrando os dois lados da equacdo e fazendo x(0) = 0, obtemos:
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V, cos(8
x() = 25O (1 _ -sey
B
Analogamente, para a direcdo vertical:
V,(t) = _9 + (g +V sen(@)) e Bt = iy(t)
Y B \B dt

De onde obtemos (com y(0) = 0):

y(t) = —%t +%(% +Vosen(6)) (1 — ™8 1)

Eliminando o tempo t obtemos a equacdo para a trajetoria:

3 X g g bx
Y0 = grcaa@y (g + Y051 ®) + 50 (1~ o)

Note que para B —» 0 podemos fazer:

In(1 - z) = z
n Z) = VA 2

e entdo obtemos:

X (g g|_Bx L(_Bx
y() = W(E +Vosen(6)) - B2 [m ¥ E(m> ]

Simplificando:

g x°

y(x) = y@(x) = x tan(6) — 2V2c052(0)
0

Que é a equacdo da trajetéria de queda livre.
5001
O gréfico ao lado mostra as curvas das
trajetorias, y(x) versus x, para os casos B=0 (queda 4004

livre, curva azul) e B=0,1 (curva vermelha) e os mesmos 300

parametros das figuras anteriores. A presenca do

L R 200
arraste torna a trajetéria de v6o menos duradoura,
mais baixa, mais curta e mais ingreme na descida. O 100

alcance cai de cerca de 3500 m, na queda livre, para

u 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
cerca de 1500 m, na presenca do arraste. K

c) Faga graficos de y(x) versus x para diferentes angulos de langamento 6 para mostrar que o angulo de

alcance maximo é menor do que 45° (/4 rad).
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A figura ao lado mostra as trajetérias

m T T

N s
para os angulos 8 =—, -, —e - rad. Notamos
4’56 7 500 1
. . .~ . s
gue a diminuicdo de 8, partindo de 8 = — (curva
4 4004
verde), faz com que o alcance inicialmente se
. . 300
torne maior (curvas azul e vermelha). O maior
A s
alcance acontece para o angulo 6 = (curva 200
Y3
vermelha). Para 0 == (curva preta) o alcance 1004
volta a diminuir, mostrando que o angulo de
) o . 0 200 400 BOD 8O0 1000 1200 1400
alcance maximo, 6,,4x esta proximo de 6 = -, X

6

para os valores dos parametros que adotamos.

A presenca do arraste faz com o angulo 6timo 8y,4x (para o qual o alcance é mdaximo) seja
menor que 45° e dependente da constante de arraste B. De fato, encontramos na literatura, na
referéncia “Analysis of asymptotic projectile motion with air resistance using the Lambert W function, de
R. D. H. Warburton e J. Wang, American Journal of Physics 72 (2004) 1404-1407”, o seguinte

comportamento para 6,45 no regime de pequenos valores de B:

Esse resultado mostra que quanto maior o valor da velocidade inicial V, e da constante de
arraste B, mais horizontal deve ser o lancamento (menor o Oy4x), se desejamos obter um alcance

maximo.

Tendo em vista todos esses resultados, podemos entender a dificuldade que um atirador tem de
acertar um alvo que esta a uma longa distancia. O atirador deve conhecer a arma, o cartucho, o projétil,
a distancia do alvo, os desniveis de altura, a velocidade do vento etc. Todos esses dados devem ser
inseridos em um modelo para o movimento do projétil no ar, um modelo que vai fornecer ao atirador a
inclinagdo/posicdo que ele deve colocar na arma no instante do tiro, para que o projétil atinja o alvo ao
final de sua longa trajetdria através do ar. Basicamente tudo que vocé quiser saber sobre o movimento
de projéteis (balistica exterior) vocé vai encontrar no livro Handbook of ballistics, vol. 1 exterior

ballistics, C. Cranz and K. Becker (1921), que pode ser obtido gratuitamente em https://archive.org/.

Nesse site vocé pode obter gratuitamente uma infinidade de livros, no formato PDF.
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1.3 Exercicios propostos

EP 1.1) Dados os vetores A=5%+3 ye B=-6%+2 ¥ calcule:

a) A+B b) A-B c) B-4 d) |ff + §| e) |ff - §| f) Represente os vetores ff, B,
+

eB—4 graficamente.

ol

A
EP 1.2) Dados os vetores A = 3 % — 49 e B=6%+ k y , calcule o valor de k para que esses dois

vetores sejam paralelos entre si.

EP 1.3) Considere um vetor A que tem mdédulo A = 8 e faz um angulo de 30° com o eixo x positivo e um

vetor B que tem moddulo B = 10 e faz um angulo de 120° com o eixo x positivo. Os vetores estdo no

plano xy onde esta definido um referencial xy padrao.

a) Represente os vetores A BeA+B graficamente.

b) Escreva as expressoes de A e B em termos de vetores unitrios £ e y.
¢) Calcule A+B d) Calcule |ff + §|
EP 1.4) Em um dado instante uma particula possui velocidade e aceleragdo dadas por:
V=V32+9 m/s e d=28+2V39 m/s’
Calcule:
a) O angulo entre a velocidade e a aceleragdo (desenhe os vetores e calcule esse angulo).
b) As magnitudes da aceleragdo paralela e da acelera¢do ortogonal

EP 1.5) Considere uma sala que tem a forma de um paralelepipedo reto,

. P A
de lados a, b e c, como mostrado na figura ao lado. Um referencial ja foi 3
. . _— . b
escolhido, com origem em um dos vértices e eixos ao longo de arestas da A B
sala. c
E
O »
a) Escreva o vetor posicdo de uma particula no vértice A. Yy

b) Escreva o vetor posicdo de uma particula no vértice B. X
c¢) Uma formiga caminha pelas arestas, fazendo o caminho ABCE.
Calcule o vetor deslocamento dessa formiga, o mdodulo desse vetor deslocamento e a distancia

percorrida pela formiga.

EP 1.6) Um passageiro de um 6nibus vé uma mosca se movendo com velocidade dada por:

V=A%-B%
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O o6nibus, por sua vez, se move em relagao ao solo com velocidade dada por:
Vo=CX+Dyp
Com A, B, C e D constantes. Calcule o mddulo da velocidade da mosca em relacdo ao solo.

EP 1.7) Um pernilongo gira em um circulo contido em um plano horizontal de raio R. Ele executa um
movimento circular uniforme, zumbindo no ar. Seja T o tempo que o pernilongo demora para dar uma

volta completa no circulo (T é o periodo do movimento circular).

a) Calcule o médulo da velocidade do mosquito.
b) Determine o angulo entre o vetor velocidade do mosquito no instante t (qualquer) e o vetor

velocidade do mosquito no instante t+T/2.
EP 1.8) Uma particula se move de acordo com a equacdo horaria da posi¢ao:
7(t)=2%+3tXx+5t%9 parat=0

Calcule: a) 7, = #(t = 0) b)V(t) o)V, =V(t=0) d)d(t) e)d,=ad(t=0) f)A trajetériay(x)

g) Esboce um grafico de y(x) versus x.

EP 1.9) Uma particula sai da origem em t = 0 com velocidade inicial 170 = 3 y submetido a aceleragdo

da(t) = 5tX. Calcule:
a) I7(t) b) 7(t) c) A trajetdria y(x) d) Esboce um grafico de y(x) versus x.

EP 1.10) Uma particula é lancada (em t=0) com velocidade inicial de médulo
V, inclinada de um angulo 8 em relagdo a horizontal. Diante da particula ha

um plano inclinado de um angulo a em relagdo a horizontal, conforme a

figura ao lado. A particula cai em queda livre.

a) Calcule o instante em que a particula toca a superficie do plano inclinado.
b) Calcule o alcance da particula ao longo da superficie do plano inclinado.
¢) Calcule o vetor velocidade da particula no instante em que ela vai tocar a superficie do plano

inclinado.

EP 1.11) Uma particula percorre um circulo de raio R. Sua posi¢do em relagao ao centro do circulo é
dada por:
7(t) = Rcos(a t?) £ + Rsen(a t?) y

sendo @ um constante positiva.

a) Calcule o vetor velocidade da particula.
b) Calcule o mddulo da aceleragdo centripeta da particula.

¢) Calcule o médulo da aceleragao tangencial da particula.
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d) Calcule o tempo que demora para a particula dar a primeira volta no circulo.

e) Calcule o tempo que demora para a particula dar a segunda volta no circulo.

EP 1.12) Um automdvel A esta viajando com velocidade constante de médulo V, em uma estrada reta.
Um automodvel B, que estd atrds de A uma distancia L, resolve ultrapassar A. A decisdo de B se da
guando ele estava com velocidade de médulo V. Calcule o mddulo da aceleragdo constante que B deve

ter para alcangar A em um tempo T (desde o instante da decisdo de ultrapassar A).
EP 1.13) Uma particula se move com velocidade dada por:

V) =(C+Bt)R+ Aty
com A, B e C constantes positivas (A > B).

a) Calcule o instante em que a velocidade da particula faz um angulo de 45° com o eixo x.
b) Supondo que a particula partiu da origem em t=0, calcule a distancia da particula até a origem no

instante t=1.
EP 1.14) Uma particula cai na presenca de um vento horizontal, sendo sua aceleragao dada por:

a=-2agx—gy
sendo x horizontal e y vertical para cima. @ < 1 é uma constante. A particula é lancada do solo, em t=0,
com velocidade inicial dada por:
Vo=A%+Bj

sendo A e B constantes positivas.

a) Calcule a altura maxima que a particula atinge.

b) Calcule o alcance horizontal da particula.

c) Calcule o vetor velocidade da particula no instante em que ela esta na altura maxima.

d) Calcule o dngulo 8 (< 90°) que o vetor velocidade da particula faz com a horizontal no instante

em que ela toca o solo.

EP 1.15) Uma particula percorre um circulo de raio R em movimento circular uniforme com aceleracédo
centripeta de mdédulo A. Calcule a quantidade de voltas completas no circulo que a particula executa em

um tempo AT.

EP 1.16) Na presenca de um pequeno arraste com o ar, um projétil sobe com aceleragdo de médulo
g + a e desce com aceleragdo de mddulo g — a, sendo ¢ > 0 e a < g, a aceleragdo resultante do

arraste. O projétil é lancado do solo com velocidade vertical igual a V.

a) Calcule o tempo de subida do projétil.

b) Calcule o tempo de descida do projétil.
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c) Na aproximagdo a < g, utilize a aproximagdo (1 + )" =1+ ne + n(n — 1)e?/2 (para £ = 0)

e calcule uma expressdo aproximada para o tempo total de queda (até a ordem (a/g)?).

EP 1.17) Durante um tempo T a queima de combustivel consegue fazer um foguete subir verticalmente
com aceleragao constante de magnitude A, partindo do repouso no solo. Apds o tempo T o combustivel
termina e o foguete passa a cair em queda livre. a) Calcule a altura mdxima que o foguete sobe em

relagdo ao solo. b) Calcule o tempo que o foguete demora em sua trajetdria de descida.

EP 1.18) Duas particulas (A e B) saem simultaneamente da origem em t=0 com velocidades dadas por:
Vi) = A1 — 0% e Vz(t) =BA -9

sendo A e B constantes positivas.

a) Calcule a distancia D (t) entre essas particulas em fungdo do tempo.
b) Calcule o instante (>0) em que essas particulas se cruzam, ou seja, passam pela mesma posi¢do no
mesmo tempo.

c) Esboce um gréfico de D(t) versus t.

EP 1.19) Um projétil é lancado do solo com velocidade inicial de médulo V;, fazendo um angulo de 45°
com a horizontal. O objetivo é atingir um muro de altura H que estd a uma distancia horizontal L do
ponto de langamento. a) Calcule a menor velocidade V, que permite que o projétil atinja o muro. b)

Calcule a maior velocidade V,, que permite que o projétil atinja o muro.

EP 1.20) a) Calcule a aceleracdo centripeta a(6) de um ponto na superficie da Terra

localizado na latitude 8 (a latitude de um ponto na superficie da Terra é o angulo entre ‘A
0 raio que passa pelo ponto e um outro raio no mesmo plano que passa pelo equador. v
A latitude de pontos no equador é 8 = 0°, do pdlo norte é 8 = 90° e do pdlo sul é

6 = —90°). b) Calcule uma estimativa numérica (em m/s®) para a aceleragio centripeta de uma pessoa
gue estd na cidade de Natal (Rio Grande do Norte), que possui latitude 8 = —5,81°. c) Calcule uma
estimativa numérica (em m/s’) para a aceleragdo centripeta de uma pessoa que estd na cidade de S3o

Petersburgo (Russia), que possui latitude 8 = 59,89°. Suponha que a Terra seja uma esfera de raio

R=6.400 km que gira em torno de si mesma com velocidade angular w e periodo de rotacdo igual a 24 h.

EP 1.21) Um avido estd viajando com velocidade I7A = aX + c ¥y (sendo x horizontal e y vertical para
cima) a uma altura H do solo (a e c positivos) . Nesse instante (t=0) ele libera uma bomba, que cai em

gueda livre. Calcule a distancia horizontal que a bomba percorre (desde t=0) antes de bater no solo.

EP 1.22) Uma particula parte do repouso da posi¢gdo x, > 0 e acelera de tal forma que sua aceleragdo

cresce a medida que sua coordenada x cresce. Suponha que:

Aulas de mecanica classica newtoniana —José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 1



85

a,(t) =k x(t)

sendo k uma constante positiva. a) Calcule as equag¢des horarias da velocidade e da posicdo dessa
particula. b) Calcule as expressGes aproximadas dessas equacgBes horarias para k = 0 (use a série de

Taylor da fungdo exponencial).

EP 1.23) Uma roda de raio R = 2 m est4 girando com velocidade angular constante w = 2,5 rad/s dentro
de uma sala em que foi feito vacuo. Um pequeno parafuso de massa m = 2 g esta inicialmente fixo na
periferia dessa roda (ou seja, o parafuso esta inicialmente girando com a roda, em uma drbita circular
de raio R = 2 m). Em um dado instante (t=0) o parafuso se solta da roda. a) Calcule o mdédulo da
velocidade do parafuso no instante t=0. b) Suponha que a velocidade calculada em (a) seja vertical. Qual
a dire¢do do raio que vai do parafuso ao centro da roda em t=0? c¢) Calcule o mddulo da aceleracdo do
parafuso um infinitésimo de tempo antes de t=0 (t=07). Qual a direcdo dessa aceleracdo? d) Qual o
mddulo da aceleracdo do parafuso um infinitésimo de tempo depois de t=0 (t=0")? Qual a direc3o dessa

aceleragao?

1.4 Respostas dos exercicios propostos

EP1.1) a)- X+5) b)11X+ 9 o) —-11x—5 d)vV26=5,1 ) y
e) V122 = 11,05

EP1.2)-8

EP 1.3) a)

b)A=4(V3%+9)eB =5(—%+39)

o) (4V3-5)%+ (4+5V3)p

d)\/(4\/§—5)2+(4+5\/§)2=2\/ﬁz 12,8
EP 1.4)a) 30° b)2+vV3 e 2 m/s’

EP1.5)a)bXx+cZ b)bX+ay+cZ c)—bXx+ay—cZ ,Va?+b?+c? ,a+b+c

EP1.6) /(A+C)2+ (D — B)?
EP1.7) a)2mR/T b) 180°

y
EP1.8)a)2% b) 38+ 10t9 c)3% d)105 e) 109 5 (x —2)%2/9 g)

y
5 24 ~ 5,34 ~ 36
EP 1.9) a)Et X+39y b)gt X+3ty ¢)3 5X d)
X
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2V _ _ 2V sen(6-a) 2 Vg cos(6) _
EP 1.10) a) p (sen(0) — cos(0) tan(a)) = 5 eost@) b) 5 cos@) (sen(0) — cos(0) tan(a))
c) Vycos(0) x — Vy(sen(8) — 2 cos(0) tan(a)) ¥ (x horizontal para a direita e y vertical para cima).
EP1.11) a)2Rat [—sen(at?) X + cos(a t?) §] b)4Ra’t?> c) 2Ra

d) J2n/a e)4n/a—2n/a

(V4-VB)T+L
2—=—=
T2

EP 1.12)

EP1.13) a)—— b) \/(C + %)2 + (é)z

A-B 2
EP1.14) a)B2/2g b)2B (A—2aB)/g c¢)(A—2aB)% d)tan(d) = lA_iaBl
EP 1.15) ZA—; z

v v 2V a  3[a\?
116)9) o b s 9y (1-5+3())

EP1.17) a) 7 AT? (1 +§) b) T /3(1 +§)

EP1.18) a)VAZ+BZ|1—1|t b)2 o)

EP1.19)a) JgL b)y/g /(L —H) t

EP 1.20) a)a(f) = w? Rcos(8) = 0,0338cos(A) m/s> b)0,0337 m/s> ¢)0,0170 m/s*
EP1.21) (a/g)[c++/c?+ 2 gH]

EP 1.22) a) Vi (t) = XZ—O\/F (e‘/Et - e“/Et) e x(t) = xZ—O (e‘mt + e‘ﬁt)

b)Vo(t) =x, kt e x(t):%(z+kt2)

EP 1.23) a)5m/s b)horizontal c) 12,5 m/s’, horizontal d)a=g= 9,8 m/s’, vertical
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2

Leis de Newton: Dinamica de uma particula

2.1 Introducgao

A cinemdtica, que estudamos no capitulo anterior, nos permite descrever matematicamente o
movimento de uma particula no espaco. Um dado movimento é especificado pelo conjunto de trés equacgdes
horarias (ndo independentes entre si) para a posicdo, velocidade e acelera¢do. Esquematicamente:

r(t)
Movimento = { V(t)
a(e)
Muitas vezes, para sintetizar as ideias, usaremos o simbolo M para representar um movimento

qgualquer de um corpo: a dindmica se propde a estabelecer a causa de M.

A questdo que queremos responder agora, que é a questdo central da dinamica, é: o que determina o
movimento de uma particula? Equivalentemente: o que faz com que uma particula siga uma linha reta, ou
uma circunferéncia, ou uma elipse? O que faz com que uma particula mantenha constante, aumente ou
diminua sua velocidade? Enfim: qual a causa do movimento? Esquematicamente, queremos descobrir o que
ocupa o lugar do sinal de interrogagao na relagao de implicacdo abaixo:

7(t)
.

? =M =1V(t)
a(t)

As questOes ligadas ao entendimento do movimento e suas causas estdo no foco de
fildsofos/cientistas desde a antiguidade. Nesses primdrdios, se destaca o papel central de Aristételes, aluno de
Platdo e professor de Alexandre, o Grande. Ndo teremos tempo de discutir essa histdria aqui e por isso vamos

dar um salto gigantesco no tempo indo direto a resposta da questdo que nos interessa: o que determina o
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movimento de um corpo sdo as interagdes que esse corpo estabelece com todos os outros corpos do universo.
De forma mais econémica, podemos dizer que o que determina o movimento de um corpo sdo as interagdes
dele com sua vizinhanga. Esquematicamente:
7(t)
Interagdes = M = { V()
a(t)

Devemos entdo comecar definindo “interacdo”. Se pedirmos para uma pessoa interagir com uma
mesa, muito provavelmente essa pessoa vai se aproximar da mesa e toca-la, empurrando-a ou puxando-a.
Essa é a forma mais comum de interacdo que usamos no nosso dia-a-dia, a chamada interacdo de contato.
Dois corpos interagem entre si quando se tocam. Note o carater mutuo da interagdo: se A interage com (toca)
B, entdo B interage com (toca) A. Segundo o diciondrio Aurélio, interacdo é a influéncia, estimulo, ou ac¢do
entre dois ou mais elementos. A natureza é econdmica em termos de variedade de interagdes. Com base no
Aurélio podemos dizer que na natureza um elemento sé exerce influéncia, estimulo, ou agdo em outro

elemento através das seguintes interacdes:

1. Gravidade = interacdo de longo alcance entre os corpos (massas), que faz com que quaisquer dois
corpos, a uma distancia qualquer finita um do outro, se atraiam mutuamente. Explica por que a Terra
orbita em torno do Sol.

2. Eletricidade = interacdo de longo alcance entre os corpos (cargas elétricas), que faz com que quaisquer
dois corpos carregados eletricamente, a uma distancia qualquer finita um do outro, se atraiam ou se
repilam mutuamente. Explica por que um elétron orbita um nucleo atomico.

3. Magnetismo = interacdo de longo alcance entre os corpos (correntes elétricas), que faz com que
guaisquer dois corpos magnetizados, a uma distancia qualquer finita um do outro, se atraiam ou se
repilam mutuamente. Explica por que a agulha de uma bussola aqui na Terra se orienta sempre na
mesma diregao.

4. Interagdo forte = interagdo de curto alcance entre particulas elementares (quarks e gluons) e entre
prétons e néutrons (nucleons), que faz com que duas dessas particulas a uma distancia bem pequena
uma da outra, se atraiam mutuamente. Explica por que dois préotons podem conviver lado a lado
dentro de um ntcleo atdmico minudsculo, mesmo com a imensa repulsdo elétrica entre eles. E a forca
determinante na fissdo e na fusdo nucleares.

5. Interacdo fraca = interacdo de curto alcance entre particulas elementares (quarks e leptons),
responsavel por varios decaimentos radioativos, como o decaimento beta do néutron, que resulta em
um néutron se transformando em um prdéton, mais um elétron, mais um neutrino. Explica porque o

14C (carbono (Z=6) com 8 neutrons no nucleo) se transmuta em 4N (nitrogénio (Z=7) com 7 neutrons

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 2



89

no nucleo), que é a reacdo em que se baseia um processo de datacdo (determinacdo da idade) de

materiais organicos (fdsseis).

Portanto, a idéia é que se dois corpos estdo interagindo entre si, entdo eles estdo interagindo entre si
através de, pelo menos, uma dessas cinco interagdes existentes na natureza. Ndo ha outra opcgdo. As
interagGes forte e fraca (chamadas de intera¢des nucleares) se dao tipicamente dentro dos nucleos atdmicos e
dentro dos proprios nucleons (prétons e néutrons) que compdem esses nucleos. Por serem de curto alcance,
acontecem dentro desse espaco limitado do interior de nucleos e particulas, que é o dominio da mecanica
guantica, e por isso ndo serdo consideradas aqui. A mecanica classica trata tipicamente dos movimentos de
corpos que interagem entre si através da gravidade e de forcas de contato, que sdo as interacdes que vocé vai
observar se olhar em volta de vocé agora. Mas, a mecanica classica pode ser usada também para estudar os
efeitos da interacdo magnética entre o rotor (parte girante) e o estator (parte fixa) de um motor elétrico, ou os
efeitos da interacdo elétrica entre uma goticula de agua em uma nuvem e a atmosfera terrestre. Entdo, no
dominio da mecanica cldssica atuam apenas trés interacdes: gravitacional, elétrica e magnética. As interacdes
elétrica e magnética, por serem ambas intera¢des entre cargas elétricas, podem ser unificadas na idéia de uma
interacdo Unica, a interacdo eletromagnética. A denominada interacdo eletrofraca unifica a descricdo das
interacdes eletromagnética e fraca. Restam entdo, neste contexto, apenas trés interagdes na natureza:

eletrofraca, forte e gravitacional.

Aqui ndo pressupomos um conhecimento prévio das leis do eletromagnetismo e, por isso, nos
concentraremos em situacdes em que as interagdes importantes sdo a de contato e a gravitacional. Mas, é
importante mencionar que a interagdo de contato, que mencionamos anteriormente, é uma interagao elétrica,
de repulsdo entre cargas elétricas que compdem os atomos. Sabemos que a matéria, mesmo sendo
eletricamente neutra, esta repleta de particulas que possuem carga elétrica: elétrons e prétons. Basicamente,
os atomos sdo compostos de um nucleo mindsculo carregado positivamente rodeado por uma nuvem de
elétrons, carregada negativamente. Essa nuvem blinda o nucleo, escondendo ele no centro do 4tomo: a carga
elétrica total é nula (a ndo ser que o atomo seja ionizado). Portanto, podemos ver a superficie de um corpo
qualquer como uma camada continua de elétrons. Esses elétrons ndo estdo soltos na superficie, eles estdo
conectados aos atomos ou moléculas que compdem o corpo, através de forgas elétricas de atracdo, formando
uma estrutura mais ou menos rigida. Quando as superficies de dois corpos eletricamente neutros se
aproximam muito, ao ponto de se tocarem, elétrons na superficie de um corpo repelem os elétrons na
superficie do outro corpo, fazendo com que as superficies se aproximem sem que se misturem, ou se fundam.
As duas superficies se repelem e um corpo empurra o outro, enquanto eles se tocam. Apés eles se afastarem
uma distancia minima, a intera¢do cessa, pois 0s corpos sdo eletricamente neutros de fato. A interacdo de
contato é, portanto, uma interacdo elétrica (repulsdo) de curto alcance entre corpos macroscépicos

eletricamente neutros.
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A Figura 2.1 ilustra a idéia de que as interacdes gravitacionais e de contato determinam o movimento de
um corpo A. Sendo a gravidade uma interacdo de longo alcance, concluimos que um corpo A qualquer
interage através da gravidade com todos os outros corpos do universo. Portanto, para determinar o
movimento de A, deveriamos levar em conta o universo todo, o que seria uma tarefa impossivel. Na pratica,
temos que levar em conta que a interagdo entre dois corpos pode ser muito fraca em uma situacgdo especifica
e que essa interacdo pode ser desprezada (a interagdo gravitacional entre dois corpos de massas pequenas é

muito fraca de fato e, se quisermos, para efeito de simplificacdo, podemos despreza-la).

Contatoentre AeC

(curto alcance)

%\/

Gravidade entre Ae B
Gravidade entre Ae C

(longo alcance)
(longo alcance)

Figura 2.1: Esquema tipico das interagGes de um corpo A com um conjunto pequeno de outros corpos (B e C) que
compdem sua vizinhanga. A gravidade se da mesmo entre corpos distantes entre si, diferentemente da interagdo
de contato. O corpo A pode estar interagindo com varios outros corpos, mas, para efeito de simplificagdo, essas

interacOes foram desprezadas por algum motivo justificavel.

Portanto, ao estudar o movimento de um corpo levamos em conta um conjunto pequeno de outros corpos
que interagem de forma mais intensa com esse corpo. Esse conjunto inclui tipicamente a interacdo
gravitacional desse corpo com o planeta Terra, que dificilmente pode ser desprezada na mecanica classica. O
efeito dessa interacdo corpo/Terra sobre o corpo é o que chamamos de peso do corpo. Entdo, a mecénica
classica trata tipicamente do movimento de corpos submetidos ao seu préprio peso e a eventuais forcas de
contato exercidas nele por outros corpos na sua vizinhanc¢a. Na Figura 2.1 a vizinhan¢a do corpo A seria

formada apenas pelos corpos B e C. As interagGes de A com outros corpos estdo sendo desprezadas.

Ja aprendemos como expressar o movimento através de fungdes matematicas. Para completar nossa
relagdo interagcdo/movimento, precisamos expressar também as interacGes que um corpo sofre através de
fungdes matemadticas. Nao é muito dificil concluir que se pretendemos expressar uma interagao através de
uma grandeza matematica, entdo essa grandeza serd um vetor. Tomemos a interacdo de contato como
exemplo. Podemos empurrar uma mesa com uma dada magnitude, suavemente ou intensamente; podemos
empurrar essa mesa em uma dada direcdo, na vertical, na horizontal etc.; finalmente, podemos empurrar a
mesa em um dado sentido, vertical para cima, por exemplo. Portanto, esse “empurrdao” pode ser visto como

uma seta, uma grandeza vetorial atuando na mesa. Uma dada interacao pode ser representada por um vetor.
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A esse vetor damos o nome de forga. Assim, daqui para diante falaremos preferencialmente de for¢a da

gravidade, ao invés de interacdo gravitacional; de forca de contato, ao invés de interacdo de contato etc. Uma
forga Feé simplesmente a quantificacdo de uma interagdo. Dessa forma, ficamos com a seguinte idéia: o que
determina o movimento de um corpo sdo as forcas (ou o conjunto de forgas {17"}) gue atuam nele.
Esquematicamente:
7(t)
Forcas > M = 7(1:) ou {f')} >M
a(e)

Portanto, para colocarmos em pratica essa ideia, uma ferramenta central da dindmica é o digrama de
forcas (ou diagrama de corpo livre) que é simplesmente um desenho, ou diagrama, representando
isoladamente o corpo (ou os corpos) cujo movimento pretendemos estudar e as forgcas que atuam nele (ou
neles). Para cada interacdo que identificamos, representamos uma forga/seta no diagrama de forcas. Esse
conjunto de forgas/setas determinara o movimento que o corpo em questdo vai descrever no espago. No caso

do corpo A da Figura 2.1, seu diagrama de forgas seria algo como ilustrado na Figura 2.2 que segue.
F© . .
C/A Figura 2.2: Esbogo de diagrama de forgas para o corpo A
mostrado na Figura 2.1. Para cada interagdo mostrada |a

ha uma forga/seta aqui, nem mais nem menos.

Note que nessa figura esbocamos os vetores de forma um tanto livre, pois ndo temos ainda muitas
informacgdes sobre as intera¢Ges e, portanto, sobre as forgas, que foram desenhadas em posi¢cdes arbitrarias
do corpo A. Apenas fomos coerentes como o fato de que a gravidade é atrativa e que o simples contato entre
as superficies de A e C produz uma repulsdo (C empurra A). A notacdo para as forcas também é arbitraria: ﬁg/?;

)

7(0)
c/A F

representa a forca da gravidade que B fazem A, c/a

é a forga da gravidade que CfazemAe é a forga de

contato que C faz em A. E importante frisar que no diagrama de for¢as do corpo A sé aparecem forgas que
atuam no corpo A. O corpo A obviamente faz forca também, mas ele faz forca nos outros corpos e essas forgas
apareceriam nos diagramas de forgas desses outros corpos. No diagrama de forgas do corpo A desenhamos

apenas o corpo A, a existéncia/influéncia dos outros corpos esta representada nas forgas que eles fazem em A.

Imaginemos, portanto, um corpo A submetido a N forcas {ﬁ} = {ﬁl, ﬁz, . ﬁN}. No diagrama de
forcas do corpo A serdo representadas N setas/forcas e essas N forgas definirdo, conjuntamente, o movimento

do corpo A. Para nossa sorte, a natureza obedece ao principio da superposicdo que afirma que:
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O efeito de N forgas {ﬁl, qu, e ﬁN} é o mesmo efeito de uma forca R apenas. Essa forca Ré

chamada de forga resultante e é dada por:

E.

~

-3

N
i=1
Para o caso do corpo A da Figura 2.2 obtemos a forga resultante R mostrada na Figura 2.3, de acordo
com a regra do paralelogramo.
Em termos das componentes das forgas, ao longo de um sistema de eixos xyz, as componentes da

forga resultante sdo dadas por:

N
R, = Z Fix
i=1
analogamente para as componentes y e z.
2(0)
FC/A .
R
2(6)
2(G) F -
i = ~ ©) R
2(6) P =
FC/A FC/A
ﬁ(G)
B/A

Figura 2.3: llustracdo do poder de simplificagdo do principio da superposi¢cdao. Dadas as N forgas (N=3 nesse
caso), calculamos a resultante R delas (usando a regra do paralelogramo) e a partir dai entendemos que o

movimento do corpo A estara determinado apenas por R.

Com mais esse avango chegamos finalmente a seguinte relacdo de implicagdo entre causa

(interacBes/forcas/R ) e efeito M=(#(t) , V(¢) , d(t)):
Rt)>M

A idéia nessa relagdo de implicagcdo é que se conhecermos a resultante R em um corpo, poderemos
=
calcular o movimento M desse corpo. A questdo que fica é: como calcular o movimento a partir de R? Para
= -
isso devemos transformar essa relagdo de implicagdo em uma equagdo que envolva as grandezas R(t) e r(t),

V(t) e d(t) (ou pelo menos uma dessas trés funcdes da cinematica, ja que elas ndo sdo independentes entre
si). Para isso vamos recorrer a Isaac Newton e suas trés leis da mecanica classica. Comecaremos pela primeira

lei de Newton, também chamada de lei da inércia.
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2.2 Leis de Newton
2.2.1 Primeira lei de Newton (lei da inércia)

A primeira lei de Newton trata do caso especifico R= 6, gue pode ser interpretado como a situacao

S
em que um corpo esta livre de forcas, isolado do resto do universo (N=0 na equacgdo que define R), ou como a

situagdo mais realista de um corpo submetido a duas ou mais forgas (N = 2) que se cancelam mutuamente,

resultando em R = 0. Para ilustrar, vamos pensar na primeira situacdo. Como se move um corpo que esta
sozinho no espaco vazio, longe de tudo. Ele descreve um circulo? Uma parabola? Ele se move cada vez mais
rapido? Enfim, o que ele faz? Trata-se de uma pergunta interessante porque vimos que o que define o
movimento de um corpo sao as intera¢des dele com sua vizinhanca. Ndo havendo nenhuma interagao, ele tera

que decidir por si préprio. A primeira lei de Newton afirma que:

7(t

Ou seja, um corpo livre de for¢cas se move eternamente em linha reta, com velocidade constante
(movimento retilineo uniforme ou MRU). Note que, sendo o movimento relativo, o valor de V é arbitrario,

depende do observador (ou do referencial do observador) e inclui, portanto, o caso VV = 0, que corresponde
- —
ao corpo em repouso. A primeira lei afirma entdo que se um corpo esta submetido a R = 0, ele se movera em

MRU ou estard em repouso eterno (pelo menos enquanto durar a condigdo R= 6). Dizemos que o MRU

(incluindo o repouso) é um movimento inercial (dai o nome lei da inércia) porque ele perdura para sempre, a
~ 7 ~ . ~ = = ~
nao ser que alguém, ou algo, atue sobre o corpo em questdo, quebrando a condicdo R = 0 e mudando entdo

o estado de movimento desse corpo. Um corpo com R = 0 assume o MRU (incluindo o repouso) e continua

nele para sempre, a ndo ser que alguém quebre essa inércia (o dicionario Aurélio define inércia como
sinbnimo de letargia, torpor), ou este estado inercial, mudando a condicdo R = 0, através de uma nova (ou
diferente) interacdo/forca.

Vale a pena enfatizar que a relacdo de implicacdo que enunciamos acima vale nos dois sentidos:

R(t) =0 © M = MRU

=3

Com isso queremos dizer o que ja dissemos, que R = 0 implica no MRU, e também que se uma

particula estd em MRU, isso implica que ela esta sob a condicdo R = 0. Sempre que observamos uma particula

em MRU (incluindo o repouso) podemos afirmar, sem sombra de duvida (desde que as leis de Newton

valham), que esta particula esta sob a condicdo R=0.Na pratica ndo existe um corpo livre de forcas e por
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— -
isso sempre interpretamos a condi¢do R = 0 como uma condi¢cdo em que varias forcas atuam ao mesmo

tempo, se cancelando mutuamente.

Considere o exemplo de um livro apoiado sobre uma mesa horizontal, o livro em repouso sobre a

mesa. Entdo, a resultante das forcas sobre o livro é R = 0. Como seria o diagrama de forgas para esse livro?
Considere a Figura 2.4. Uma forca que atua no livro, e que atua de fato em tudo que esta na vizinhanca do
planeta Terra, é o peso, o peso do livro nesse caso. Essa forca é vertical para baixo e sera chamada de P.A
Terra esta puxando o livro para baixo o tempo todo e se ndo fosse a presenca da mesa, o livro estaria em

queda livre, com aceleragdo §.

Figura 2.4: llustragdo (tentativa) do diagrama de
forgcas de um livro apoiado em repouso sobre uma

mesa horizontal. A mesa ndo estda representada

ol

porque ndo estamos interessados nela.

Se fosse apenas essa forga atuando no livro (em repouso, por hipétese) teriamos, da primeira lei de
Newton: R = P = 0 . Obviamente essa é uma equacdo absurda, pois o peso do livro ndo é nulo. Podemos
pegar um livro com as maos e sentir que ele possui um peso. Concluimos que esta faltando pelo menos uma
forca atuando no livro, que deve ser representada no diagrama. Essa forca é a forca de contato, produzida
pelo contato do livro com a mesa. Quando a Terra puxa o livro para baixo ele pressiona a superficie da mesa,
onde estd apoiado, como se o livro fosse afundar na mesa. A mesa é rigida e repele o livro, empurrando-o para
cima, para fora da mesa. Chamamos essa forca de contato de forca normal, que representaremos por 7. O
nome “normal” vem de “ortogonal”: a forca normal atua na superficie de um corpo que toca a superficie de
outro corpo na direcdo ortogonal a essas duas superficies que se tocam. No caso do livro em questdo, a
superficie da mesa e a superficie do livro que toca a mesa sdao ambas horizontais (por hipdtese) e a forca

normal é entdo vertical, apontando para cima (repulsdo), como na Figura 2.5.

]
Figura 2.5: llustracdo do diagrama de forcas de um livro apoiado
em repouso sobre uma mesa horizontal. A Terra puxa o livro para
baixo e a mesa empurra o livro para cima (repele o livro). As
P forcas peso e normal se cancelam mutuamente.
O diagrama na Figura 2.5 e a primeira lei de Newton resultam em R=P+ 1= 6, portanto, 7j = -P.

Essa ultima equacdo pode ser interpretada da seguinte forma: para que um livro figue em repouso sobre uma
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mesa, a mesa deve ser capaz de produzir no livro uma for¢a de contato oposta ao seu peso, com a mesma
magnitude do peso do livro. Caso a mesa ndo consiga fazer isso, por exemplo, por ser uma mesa muito fraca,

ent3o a mesa quebra, a for¢a 7j desaparece e o livro cai.

Esse exemplo simples mostra como usamos a primeira lei de Newton para entender o repouso ou

MRU de um corpo qualquer. Deve haver no diagrama de for¢as desse corpo forgas suficientes e coerentes com
— —
a condi¢cdo R = 0. No caso do livro sobre a mesa, o peso e a forga de contato com a mesa sdo suficientes para

satisfazer a condicdo R =0. N3o precisamos complicar as coisas e procurar acrescentar outras forcas, como,
por exemplo, o empuxo do ar, a forca de atracdo gravitacional da Lua sobre o livro, a forca gravitacional da
mesa sobre o livro etc. Essas forgas existem, mas sdo despreziveis nesse caso e desnecessarias para explicar o
repouso do livro. Simplesmente podemos omiti-las nessa situagdo. O empuxo do ar, por exemplo, é uma forga
cuja magnitude é igual ao peso da quantidade de ar que o corpo desloca, ou seja, é basicamente o produto da
densidade do ar (aproximadamente 1,3 kg/m?) pelo volume do corpo e pela aceleracdo da gravidade. No caso
de um livro, cujo volume é da ordem de 10%m? o empuxo é da ordem de 10 N (definiremos essa unidade N
de forca em breve) enquanto que o peso de um livro é da ordem de 10 N. Por isso o empuxo pode ser
desprezado. Ja no caso de um baldo de gas leve (Hélio, por exemplo), que flutua na atmosfera, o empuxo do ar
tem basicamente a mesma magnitude do peso do baldo e, nesse caso, ndo faz sentido despreza-lo. Por outro
lado, desprezar as forcas P ou 7} no livro seria ridiculo, pois seria 0 mesmo que desprezar a existéncia do

planeta Terra ou da mesa embaixo do livro.

2.2.2 A validade das leis de Newton: observadores inerciais

A primeira lei de Newton trata apenas de um caso particular da dindmica, o caso mais simples R=0.
Podemos aproveitar essa simplicidade para discutir a validade das leis de Newton. As leis de Newton, em
particular a primeira lei, ndo valem sempre, elas possuem, como é comum acontecer, um dominio de validade.
Antes de sairmos aplicando as leis de Newton, precisamos nos certificar de que elas sdo validas para nos.

Vamos discutir essa questdo através de exemplos.

Considere um Onibus que esta viajando inicialmente em uma estrada reta com velocidade constante
(MRU). Um passageiro A esta sentado em seu banco, se segurando firmemente ao banco do 6nibus. Tudo que
o Onibus faz, o passageiro A faz. Se o 6nibus para, A para, se o Onibus acelera para frente, A acelera para
frente etc. Dizemos que A é um observador no referencial do 6nibus. A vai interpretar os movimentos dos

outros corpos que ele observa de acordo com as leis do movimento que valem no referencial do 6nibus.

Considere um segundo passageiro B, que esta em pé dentro do Onibus, sem se segurar em nada. Para

torna-lo mais solto ainda, e facilitar o raciocinio, imagine que B esta usando patins. A e B estdo em repouso
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dentro do 6nibus (mas inicialmente se movendo juntamente com o Onibus), cada um em seu lugar, como

ilustrado na Figura 2.6.

v
>

Figura 2.6: A e B sdo passageiros em um Onibus que viaja inicialmente em MRU com velocidade V . A esté fixo

no 6nibus (é um observador no referencial do 6nibus) e B esta solto, apoiado em patins.

Considere a visdo de A. A vé B em repouso e julga entdo que, de acordo com a primeira lei de Newton,

R=0emB.Ele imagina um diagrama de forgas para o corpo B, como o diagrama do livro sobre a mesa na
Figura 2.5. A Terra puxa B para baixo (o peso do passageiro B), mas B esta apoiado no piso rigido do 6nibus,
que o empurra para cima com uma for¢a normal (vertical) 7. Tudo estd de acordo. Suponha que em um dado
instante o Onibus passe a frear. A também freia, e vé B sair do repouso, deslizando para a frente do 6nibus. A
entdo pensa: se B saiu do repouso (quebrou-se a inércia de B), de acordo com a primeira lei de Newton,
deixou de valer a condicdo R =0 sobre B, pois se essa condicdo estivesse ainda valendo, B teria que ter
permanecido em repouso (inércia). Se a forca R em B deixou de ser nula, deve ser porque surgiu uma nova
forca em B, além do peso e da normal, uma nova forca que o empurrou para a frente. Resumindo: ao julgar o
movimento de B através da primeira lei de Newton, o observador A concluiu que, assim que o 6nibus freou,

uma forca (misteriosa) empurrou o passageiro B para a frente.

Mas, a verdade é que ndo existe essa nova forca. Qual seria a natureza dessa for¢a? Gravidade?
Magnética? Contato? A chegou a uma conclusdo errada porque ele raciocinou em termos da primeira lei de
Newton, mas essa lei deixou de valer para ele, a partir do momento em que o Onibus (e ele) freou. A verdade é

- —
gue mesmo com o Onibus freando, continuou valendo R = 0 sobre B, mas A ndo vé mais B em repouso. Avé B

acelerando para a frente. Entdo, A vé um corpo em que de fato vale R = 0 acelerando e por isso imagina uma
forca nova atuando em B. Conclusdo: a primeira lei de Newton ndo vale para o observador A no Onibus
freando. Se ele tenta raciocinar em termos dessa lei, chega a conclusGes erradas, como por exemplo, a
existéncia de forcas que de fato ndo existem. Essas forcas, imaginadas erroneamente por observadores para
os quais as leis de Newton nao valem, sdo chamadas de forgas ficticias. O conceito de “forca ficticia” tem seu
lugar na mecanica classica, desde que entendamos que ndo se trata exatamente de uma forga, no sentido da

representacdo de uma interagdo entre dois corpos.
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Vamos considerar essa situagao do ponto de vista de outro observador C, para o qual a primeira lei de
Newton vale sempre, o 6nibus freando ou ndo. Considere um observador C que esta parado na estrada, vendo
0 Onibus passar por ele. C vé inicialmente o 6nibus e vé A e B passando juntos, todos com velocidade de
modulo V (em MRU). De repente o 6nibus passa a frear. C vé o 6nibus e A frearem, mas vé B continuar com

velocidade V. B continua com velocidade V porque o fato do 6nibus frear ndo tem efeito sobre B, afinal ele

esta solto sobre patins. O 6nibus freia e a condigdo R =0 continua valendo sobre B, entdo B continua em
MRU com velocidade V (movimento inercial). Como o 6nibus esta com velocidade menor que V, pois ele freou,
C vé B ir de encontro a frente do 6nibus, ndo porque B foi projetado para a frente, mas sim porque o 6nibus
passou a estar mais lento que B. C tem a mesma visdo que A teve, B sendo projetado para a frente do 6nibus,
mas sua interpretacao é diferente. Para o observador C ndo ha nova forga atuando em B, devido a freada do
Onibus (ndo ha forga ficticia). Pelo contrario, B estava em MRU e continua em MRU com a mesma velocidade
V, e por isso se projeta para a frente do Onibus que freia. A “enxerga” forgas ficticias, C ndo. C estd certo
porque ndo ha nenhuma interacdo (atracdo/repulsio) sobre B que possa estar associada a essa forca ficticia. A
primeira lei de Newton vale para C, mas ndo vale para A. Qual a diferenca essencial entre os observadores A e
C? A (que esta dentro/fixo do 6nibus) é um observador acelerado (enquanto o 6nibus freia), enquanto que C

(que esta no ponto de 6nibus) nao.

Conclusdo: a primeira lei de Newton (assim como as outras leis de Newton) valem apenas para
observadores ndo acelerados, ou seja, observadores em MRU (incluindo o repouso). Um observador
acelerado, quando tenta interpretar os movimentos que ele observa em termos das leis de Newton chega a
conclusGes absurdas, como a acdo de forgas ficticias (“forcas” que ndo estdo associadas a nenhuma interagao
entre corpos). Um observador acelerado projeta/transfere a aceleragdo dele para os corpos que ele observa e
mistura tudo, confundindo-se acerca da dindmica desses corpos. No exemplo do 6nibus, A estava acelerado
para tras (enquanto o 6nibus freava, aceleracdo antiparalela) e ele acreditou que era B que estava acelerado
para a frente, levando-o a imaginar a acao de uma forca ficticia sobre B. Um observador ndo acelerado é capaz
de julgar corretamente as aceleracdes dos corpos que ele observa e julga corretamente esse movimento em
termos de forgas reais, associadas a interagdes reais. Para ele valem as leis de Newton. Esses observadores em
MRU (incluindo o repouso), para os quais valem as leis de Newton, sdao chamados de observadores inerciais.
Os referenciais desses observadores sao referenciais inerciais. Um observador inercial é um observador fixo
em um referencial inercial (um referencial ndo acelerado, ou seja, em repouso ou em MRU). No exemplo
acima, enquanto o 0nibus ndo estava freando, A era um observador inercial, assim como C. Enquanto o 6nibus
freia, A deixa de ser um observador inercial (porque A esta fixo no 6nibus), mas C continua sendo (porque C

esta fixo no ponto de 6nibus).
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7

Outro exemplo classico de forga ficticia é a forca centrifuga, que “percebemos” quando estamos
dentro de um veiculo que faz uma curva. Imagine um observador A fixo dentro de um carro que se move em
MRU (A esta se segurando no carro e usando cinto de seguranca). Ao lado de A esta outra pessoa, B, que se

mantém solta, sem se segurar e sem cinto de seguranga, apenas sentada no banco do carro. A vé B em

=g =g = > .
repouso ao seu lado e julga duas for¢as se cancelando: R = P + 7] = 0 . A forga 7] é produzida pelo banco do
carro sobre B. Tudo esta de acordo. Em um dado instante o carro comeca a fazer uma curva, digamos para a
esquerda. A faz a curva também, afinal ele esta fixo no carro. A vé B sendo projetado para fora da curva, na

direcdo radial para fora (para a direita). Se A tenta raciocinar em termos da primeira lei de Newton, imagina

gue B foi projetado para fora porque a condicdo R =0 em B deixou de valer (se continuasse valendo R= 6,
entdo B deveria ter continuado em repouso ao lado de A). Dai ele conclui que surgiu uma nova for¢a, uma
forga que empurra B para fora da curva, uma forga centrifuga (for¢a que provoca fuga do centro da curva) em

B. Mas, a verdade é que ndo existe essa forga, trata-se novamente de uma forga ficticia. O que houve entdo?

Quando o carro faz a curva, pelo fato de B estar solto, continua a valer a condicdo R=P+ 7= 0
sobre ele, ndo ha outra forga, ndo ha forga centrifuga. Portanto, B ndo vai fazer a curva, ele vai seguir em MRU
(movimento inercial), como previsto pela primeira lei de Newton. Note, ele vai seguir em MRU para um
observador C fora do carro, fixo na estrada por exemplo. C é um observador inercial, ele vé B continuar em

MRU e entende que isso é conseqiiéncia da primeira lei de Newton, que vale para C, e que prevé que

- —
enquanto durar R = 0 em B, o movimento retilineo (inercial) de B continua indefinidamente.

A Figura 2.7 que segue ilustra essa situagdo vista de cima, por um observador C que estd parado no
alto de uma montanha, olhando a estrada e o carro fazendo a curva. Note que a distancia r entre A e B
aumenta com o tempo. E por isso que A vé B se afastando dele na direcdo radial e julga que B estd sendo
empurrado para fora, sob acdo de uma forca centrifuga. A ndo entende que é ele que esta sendo puxado para
dentro da curva (aceleracdo centripeta), e chega a conclusGes absurdas sobre a dindmica de B. Nessa figura,
para realcar a idéia, imaginamos que o carro é aberto, como um carro conversivel, e que B é projetado para

fora do carro, como é comum acontecer em acidentes de transito com quem que ndo usa cinto de seguranca.

Nds, que vivemos em contato com o planeta Terra, somos observadores ndo-inerciais, afinal de contas,
a Terra muda sua velocidade (freia e acelera) o tempo todo, enquanto viaja em torno do Sol, como o 6nibus da
Figura 2.6. Além disso, a Terra tem uma trajetdria curva em torno do Sol (elipse) e gira em torno de si mesma,
fazendo com que nds estejamos em uma trajetdria curva o tempo todo, como o carro da Figura 2.7. Por isso a
Terra ndo é um referencial inercial e nds ndo deveriamos, a todo rigor, interpretar os movimentos dos corpos
em termos das leis de Newton. Assim sendo, parece que estamos nos dedicando ao estudo de uma teoria
inutil. Para nossa sorte, as aceleragdes associadas a esses movimentos da Terra sdo muito pequenas e podem

ser desprezadas, sem muito prejuizo, na maioria das vezes. Isso porque as curvaturas/velocidades envolvidas

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 2



99

nos movimentos da Terra sdo muito pequenas e podemos dizer que, em uma certa aproximacao, estamos nos

movendo em MRU no espaco.

Figura 2.7: A e B sdo passageiros em um carro que viajava em MRU, mas
que passa a fazer uma curva para a esquerda. A figura mostra a visdao de
cima, vista por um observador inercial C no alto de uma montanha. C vé

que A faz a curva junto com o carro, por estar fixo no carro, mas B

continua em MRU, por estar solto. C entende que a condigdo R=0
continuou valendo para B e que por isso ele continuou em MRU, como
se a curva ndo existisse, conforme previsto pela primeira lei de Newton,
que vale para C. A, por sua vez, vé B se afastando dele (o raio r cresce
com o tempo), na diregdo radial para fora da curva. A tenta raciocinar

em termos da primeira lei, e é levado a conclusdo errada de que existe

- -
uma forga centrifuga sobre B, fazendo com que a condi¢cdo R = 0 ndo

valha mais. A chegou a essa conclusdo errada, afinal ndo existe nenhuma

interagdo em B que poderia ser associada a essa forga centrifuga,

@ porque A é um observador ndo inercial, para o qual as leis de Newton

! ndo valem. Lembre-se que o movimento curvo de A é um movimento

acelerado. Ele é um observador ndo-inercial, pois ele mesmo possui uma

aceleracao centripeta.

Mesmo que a Terra seja algo bem préximo de um referencial inercial, vale a pena registrar que é
possivel detectar diferencas entre as previsdes das leis de Newton para os movimentos de corpos aqui na
Terra e os movimentos reais que esses corpos apresentam, devido ao fato da Terra ser de fato um referencial
nao inercial. Mas, essas diferencas sé serdo observadas se o movimento tiver uma duragdao muito grande, para
que o efeito das (pequenas) aceleracdes causadas pelos movimentos da Terra se acumule com o passar do
tempo e se torne perceptivel. Um exemplo cldssico em que isso ocorre é o péndulo de Foucault, que é
basicamente um péndulo que é capaz de oscilar sozinho por um tempo muito longo. Percebe-se no
movimento do péndulo o efeito da rotacdo da Terra (forga (ficticia) de Coriolis), pois seu plano de oscilagdo

gira lentamente com o passar do tempo, o que ndo ocorreria se a Terra fosse um referencial inercial.

Um outro exemplo é o estudo dos fenbmenos meteoroldgicos, como o deslocamento de massas de ar
na atmosfera terrestre. Esses movimentos podem durar vérios dias e abarcar distdncias quilométricas, sendo
corretamente descritos apenas por uma teoria baseada nas leis de Newton que leve em conta forgas ficticias
atuando nas massas de ar. Isso porque nods, que observamos o deslocamento das massas de ar, somos
observadores ndo inerciais. Na pratica, uma parte dos efeitos da rotacdo da Terra em torno de seu eixo,

correspondente a aceleragdo centripeta, pode ser “embutida” em uma aceleragdo da gravidade aparente g,
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que é dependente da latitude. Assim, se assumirmos que um corpo em queda livre cai com aceleracdo da
. g . , g . .. e . . .~

gravidade aparente gy, ao invés de g, significa que ja estamos incluindo em nossa descrigdo do problema uma

parte dos efeitos advindos do fato da Terra ndo ser exatamente um referencial inercial. Esses efeitos sdo muito

pequenos (g4 = g) e ndo serdo abordados aqui. Daqui para diante vamos assumir que somos observadores

inerciais (com uma boa aproximacdo) e que podemos, sem medo, descrever os movimentos dos corpos

(movimentos que ndo duram varios dias) através das leis de Newton (e que, portanto, G, = g).
2.2.3 Segunda lei de Newton (R = m @)

N
Consideremos agora o caso geral, em que um corpo esta submetido a uma resultante de forcas R
qualquer. Qual o movimento desse corpo? Mais especificamente: qual o movimento desse corpo em um

referencial inercial? A segunda lei de Newton diz que o corpo se move (nesse referencial inercial) com
- N =g . . s n .
aceleragdo a, paralela a resultante R. Mas, diferentes corpos submetidos a mesma resultante R adquirem

S
diferentes aceleragGes, porque a aceleracdo depende ndo somente de R mas também de uma propriedade do

corpo, que chamamos de massa e representamos pela letra m. A segunda lei de Newton diz que um corpo de

massa m submetido a uma resultante de forgas R se movera com uma aceleragao tal que:
R=ma

Em termos das componentes dos vetores em um referencial xyz a equagdo vetorial acima se

transforma em um sistema de trés equacgdes escalares:

R, =ma,

analogamente para as componentesy e z.

Podemos escrever a segunda lei de Newton na forma:

Qu
Il
3| =

Essa ultima equacdo mostra que a massa de um corpo quantifica a inércia do corpo, definida Ia no
contexto da primeira lei de Newton. Apenas para lembrar, a inércia de um corpo é a tendéncia que esse corpo
tem de permanecer em MRU (incluindo o repouso) desde que a condigdo R=0 perdure. Vemos na equacao
acima que, quanto maior a massa m de um corpo, menor vai ser a aceleracdo que ele vai adquirir, ou seja,
mais dificil vai ser tirar ele do MRU, ou do repouso. Portanto, quanto maior m, maior a inércia do corpo.

Quanto maior a massa de um corpo, mais dificil € mudar seu estado de movimento (qualquer que seja ele).

No sistema internacional de unidades (SI), que é o que utilizamos, a massa de um corpo é medida em

quilogramas, abreviado pelo simbolo kg (um quilograma é o mesmo que mil gramas). Como a aceleragdo é

medida em metros/segundo’ (abreviado pelos simbolos m/s?), vemos que a unidade de R (portanto a unidade

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 2



101

de forga) no Sl é dada por kg m/s’. Esse bloco de unidades é abreviado definindo-se a unidade newton para as
forcas, abreviada pelo simbolo N. Portanto, uma forca de 100 N (cem newtons) é uma forca de 100 kg m/s’, ou
seja, 100 N é uma forca que se aplicada em um corpo de 100 kg vai fazer com que ele adquira uma aceleragdo

de 1 m/s’, ou que se aplicada em um corpo de 1 kg, vai produzir nele uma aceleragdo de 100 m/s” etc.

Percebemos essa dependéncia da aceleragdo na massa no nosso dia-a-dia. Imagine, por exemplo, que
vocé vai utilizar todas as suas forcas para empurrar um carro. Se vocé empurrar um carro de massa grande
(um carro pesado) vai ter muita dificuldade de tirar ele do repouso, talvez vocé nem consiga. Por outro lado, se
vocé aplicar a mesma forca em um carro de massa pequena (um carro leve), vai sentir mais facilidade de tirar
ele do repouso. Isso porque a massa do carro esta no denominador da aceleragdo que ele adquire, conforme a

segunda lei de Newton.

Nesse exemplo do carro, fizemos a associacdo natural entre carro de massa grande e carro pesado e
também entre carro de massa pequena e carro leve. Fazemos essa associa¢do o tempo todo porque sabemos
que ha uma relacdo muito simples entre massa e peso. Essas duas grandezas estdo tdo intimamente ligadas
que confundimos uma com a outra em nossa linguagem do cotidiano. Uma pessoa sobe em uma balanca e diz:
meu peso é 70 kg. Mas peso é for¢a e a unidade de forga ndo é o kg, mas sim o newton. A frase correta é:
minha massa é 70 kg. A balangca mede o peso e fornece o valor da massa de uma pessoa, em kg. O que a
pessoa |é na escala da balanga é o valor de sua massa e ndo de seu peso. Qual a origem dessa confusdo de
linguagem? E a relagdo simples entre massa e peso. Massa e peso s3o grandezas proporcionais entre si e um

corpo de muita massa é um corpo de muito peso e vice-versa. Qual afinal é a relagdo entre massa e peso?

Considere um corpo em queda livre. Um corpo em queda livre é um corpo que se move sob acdo
apenas do seu peso P. Ent3o, para esse corpo:
R=P
Da segunda lei de Newton, vemos que um corpo em queda livre adquire uma aceleragao tal que:

R=P=mad

Mas, a aceleracao dos corpos em queda livre é a aceleracdo da gravidade, que independe do corpo e é

definida pelo simbolo g. Portanto:

ol

Il

3
«Q,

Em médulo:P =mg.

Conclusdo: se conhecemos a massa m de um corpo (em kg), seu peso (em N) é aproximadamente
P = 9,8m, j4 que a aceleracdo da gravidade na vizinhanga da superficie da Terra é g = 9,8 m/s”. Portanto, se
uma pessoa sobe na balanca e ela indica 70 kg, o correto é ela dizer: minha massa é 70 kg e meu peso é

aproximadamente 686 N (ou 700 N para facilitar as contas, se g = 10 m/s?). A massa é uma propriedade do
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corpo, se a pessoa for morar em outro planeta, vai ter a mesma massa la. O peso é a intensidade da interacgdo
gravitacional entre o corpo e o planeta onde esse corpo esta. Se uma pessoa for morar em outro planeta, onde

a aceleragdo da gravidade tem outro valor, ela vai ter um peso diferente do seu peso aqui na Terra.

Os astronautas que caminharam na superficie da Lua se sentiam muito leves, porque 1a a gravidade é
cerca de 16% da gravidade aqui na Terra. Um astronauta de massa 100 kg, por exemplo, que pesa cerca de
1000 N aqui na Terra, vai pesar apenas 160 N Ia na Lua. Isso significa que na Lua o astronauta pesa o mesmo
gue uma massa de 16 kg pesa aqui na Terra. O astronauta vai se sentir como se tivesse apenas 16 kg. Mas, de
fato, sua massa ndo mudou, continua sendo 100 kg. Seu peso mudou, porque o valor de g mudou, de 9,8 m/s’
para 1,6 m/s’. Imagine um astronauta que consegue dar um salto do chdo com velocidade vertical de médulo
V,. Conforme ja vimos no capitulo de cinemética, ele vai atingir uma altura maxima hy.x = VZ/(29).
Portanto, se ele consegue saltar uma altura de 50 cm aqui na Terra, |4 na Lua, com esse mesmo impulso, ele
vai conseguir dar um salto incrivel de 3 m de altura. Se vocé procurar na internet vai encontrar videos

mostrando astronautas saltando na Lua como cangurus. La, com aquelas roupas de astronautas, é mais facil

saltar do que caminhar.

E interessante frisar que o senso comum associa movimento a forga, como se 0 movimento sé pudesse

existir na presenca de forca. Mas, desafiando essa ideia, as leis de Newton estabelecem que: para um corpo se
mover ndo tem que haver necessariamente uma forca resultante R n3o nula atuando nele. Um corpo pode se
mover na auséncia total de for¢as (ou com varias forcas que resultam em R= 6). Obviamente, nesse caso o
movimento serda o MRU, de acordo com a primeira lei de Newton. Uma resultante ndo nula é necessaria
apenas no caso de movimentos curvos e/ou em que o mddulo da velocidade muda, de acordo com a segunda
lei de Newton. Resumindo: a lei do senso comum seria algo com R=k 17, sendo k uma constante. Dessa
forma, R=0 =V =0:se nio ha forca ndo hd movimento, s6 hd o repouso. Mas, a natureza ndo esta
obrigada a seguir nosso senso comum e o que vale de fato é R=m d, e que R=0 =2d=0:sendoha forga
pode haver movimento, o MRU. De fato, ndo ha nada de légico, de evidente, ou de acordo com o senso
comum nas leis da natureza. Esses ndo sdo requisitos que a natureza deve seguir. As leis da natureza sdo
regularidades comprovadas experimentalmente. Elas poderiam ser diferentes, se o universo fosse diferente.

Poderia haver um universo onde valesse R = k V. No nosso universo vale R = m a.
2.2.4 Terceira lei de Newton (ag¢do e reagdo)

A terceira lei de Newton estd ligada ao fato de que toda interagdo é mutua: se A interage com B, entdo
B interage com A. Ndo tem como A interagir com B e ndo sofrer nenhuma conseqiiéncia disso. Se A empurra B,
entdo B empurra A. Se A puxa B, entdo B puxa A. Essa é a idéia de “acdo e rea¢do”. Se A faz forca em B e

chamamos isso de “a¢do”, entdo B faz forca em A e chamamos isso de “rea¢do”. Nao ha acdo sem reacdo e
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vice-versa. Se uma pessoa da um soco na parede, a mao dela déi. A mao ndo ddi por causa da forca que a mao
faz na parede (acdo), ela doi por causa da forca que a parede faz na mao (reacdo). Se uma pessoa chuta uma

bola (acdo), ela sente que a bola chuta seu pé (reagdo).

A terceira lei vai além dessa simples constatacdo do fato de que toda interacdao é mutua. A terceira lei

de Newton afirma que o par a¢do-reacdo é composto de duas forcas de mesma magnitude, mesma direcdo,

mas sentidos opostos. Matematicamente, se A faz forga em B ( ﬁA/B ), entdo B faz forca em A ( ﬁB/A ) tal que:

FB/A = _FA/B

uma

Um par de forgas acdo-reacao é formado sempre por duas forgas do tipo ﬁx/y e ﬁy/x = —ﬁx/y,

forga atuando no corpo y ( ﬁx/y ) e a outra no corpo x ( ﬁy/x ).

Um bom teste para a compreensao da terceira lei de Newton consiste em questionar se as forcas peso

e normal representadas na Figura 2.5 (atuando em um livro) constituem ou ndo um par agdo-reagdo, pois

vimos que nesse caso 7} = —B. A resposta correta é ndo. De fato, peso e normal sdo forcas de naturezas
diferentes, associadas a intera¢Oes diferentes, o peso é o efeito da gravidade entre os corpos e a normal é o
efeito da repulsdo elétrica entre duas superficies. Um par agdo-reacdo é formado por forgcas de mesma
natureza. Além disso, o peso e a normal na Figura 2.5 estdo atuando no mesmo corpo, o livro, e um par agao-
reacdo é formado sempre por forcas que atuam em corpos diferentes. Se vocé quiser ver as forcas que fazem
par acdo-reacdo com o peso e a normal que atuam no livro, vai ter que olhar os diagramas de forcas dos
outros corpos que fazem forga no livro. E nesses corpos que atuam as reacdes ao peso do livro e a normal no
livro. A Figura 2.8 ilustra essa idéia. SGo mostrados trés corpos, o livro, a mesa e a Terra, e as interacoes
mutuas entre eles. As forgas 77 no livro e —1] na mesa, assim como P no livro e —P na Terra formam dois

pares de forcas do tipo acdo-reacdo de acordo com a terceira lei de Newton.

=

a1

Figura 2.8: Diagramas de forgas mostrando os pares de forcas aca-reacdo 7] que a mesa faz no livro e —7j

- -
que o livro faz na mesa e P que a Terra faz no livro e —P que o livro faz na Terra. Note que os diagramas de
forcas da mesa e da Terra ndo estdo completos. Ndo representamos, por exemplo, a forca que o piso faz na

mesa, ou que o Sol faz na Terra.
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A reacdo ao peso do livro esta no planeta Terra, afinal o peso do livro é justamente a forca da gravidade
com que a Terra puxa o livro para baixo. A rea¢do a normal esta na superficie da mesa que toca o livro, afinal a

normal é a forga com que a superficie da mesa empurra o livro para cima.

Na pratica utilizamos a terceira lei de Newton para diminuir a quantidade de incégnitas em uma
situagdo em que queremos determinar as vdrias forcas que atuam em um sistema de varios corpos interagindo
entre si. Identificando os pares agdo-rea¢do nos diagramas de forgas, saberemos que ao determinar o valor da

acao, o valor da reagdo também estara determinado, gracgas a terceira lei de Newton.

Veremos nos préximos capitulos que a terceira lei de Newton tem duas conseqiiéncias marcantes na
natureza: a conservacdao dos momentos linear e angular. De fato, as leis de conservacdo do momento linear e
do momento angular que veremos aqui na mecanica classica sdo validas em contextos mais gerais, como, por
exemplo, na mecanica relativistica, na mecanica quantica e no eletromagnetismo. Nesse sentido, podemos
inverter a ordem e pensar que a terceira lei de Newton da mecanica cldssica é conseqliéncia das leis gerais de
conservacao do momento linear e do momento angular. Vale a pena registrar que a conservacao do momento

angular pressupde a validade da chamada “forma forte” da terceira lei de Newton, qual seja: além de valer
ﬁB/A = —ﬁA/B, ﬁ'B/A e ﬁA/B tém que estar ambas ao longo da linha que conecta as particulas A e B. Essa

propriedade (forgas centrais) é valida, por exemplo, para as forgas eletrostaticas e gravitacionais.

A terceira lei de Newton deixa de valer em referenciais ndo-inerciais porque as ditas “forcas ficticias”
nao possuem uma “reacao”. No exemplo do 6nibus e dos observadores A e B em que discutimos as forgas
ficticias, A vé B ser empurrado para a frente do 6nibus, mas ndo vé ninguém (ou nada) ser empurrado para
tras desse Onibus. O observador A imagina uma acdo (em B), mas ndo consegue imaginar uma reacdo (em algo
ou alguém), exatamente porque a forca que ele imagina é ficticia, ndo é uma forca no sentido da segunda lei

de Newton, uma interagdo entre dois corpos.

Finalizando, podemos partir agora para a aplicacdo das leis de Newton na solucdo de problemas de
mecanica que envolvem o calculo de forcas e de movimentos de um certo nimero de corpos. Esses problemas
consistem basicamente em um pequeno nimero de corpos sob acdo da gravidade da Terra e interagindo entre
si através de forcas de contato. Em geral desejamos determinar os valores das forgas atuantes nos corpos e/ou
0s movimentos que os corpos adquirem devido a essas forcas. O algoritmo basico de solucdo desses

problemas consiste em:

Construcdo dos diagramas de forcas
Atencgdo para o respeito a terceira lei de Newton
Escolha de um referencial para a representagao dos vetores

Construgdo das equagdes via leis de Newton

LA ol

Identificacdo dos vinculos entre os movimentos (novas equacgoes)
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6. Solucdo dessas equacoes.

A segunda lei de Newton é uma equagcdo diferencial para a fungdo posicdo 7(t). De fato:
2
R=md 2Rt =m ﬁf(t)

Veremos muitos exemplos em que a particula de interesse esta submetida apenas a forgas constantes,
caso em que R é constante e a equacdo diferencial acima é de solugdo muito simples. Casos mais complicados
sdo aqueles em que a forga é ela mesma uma fungdo do tempo, R= ﬁ(t), ou da posigao, R= ﬁ(?(t)). Nesses
casos devemos usar as ferramentas de solucdo de equagles diferenciais ordindrias. Em geral uma equacdo

diferencial ordinaria de segunda ordem possui infinitas solugdes. As condi¢des iniciais 7, = 7(t = 0) e
> > . ~ i . . ’ . . Y =
Vo = V(t = 0) selecionam uma solugdo Unica para o movimento de uma particula sujeita a for¢a resultante R

e que inicia seu movimento na posi¢do 7, com velocidade 170 .
2.3 Aplicacoes das Leis de Newton

2.3.1 Um bloco em uma superficie inclinada

Consideremos um bloco de massa M estatico (em repouso) apoiado em uma superficie plana inclinada
de um angulo 6 em relagdo a horizontal, de acordo com a figura ao lado. A seta

com o simbolo g logo ao lado representa a aceleragdo da gravidade e é colocada

3
na figura para que fique claro qual é nessa cena a dire¢do vertical. Vamos calcular
as magnitudes de todas as forcas que atuam no bloco, para que ele permaneca 6
em repouso, de acordo com a primeira lei de Newton.

Vamos comecar pelo caso mais simples, 8=0, caso em que bloco estd apoiado em uma
superficie horizontal. Nesse caso, o diagrama de forgas que atuam no bloco estda mostrado na n
figura ao lado. A Terra puxa o bloco para baixo ( P ) e a superficie empurra o bloco para cima ( 7]
). A forca normal é vertical porque a superficie do bloco que sofre essa forca é horizontal. As y
duas forgas se cancelam mutuamente, de acordo com a primeira lei de Newton: l p

P+7#=0.

Essa é uma equacdo bem simples, mas, para nos acostumarmos desde ja com o algoritmo de solucdo
de problemas via leis de Newton, vamos adotar um referencial para transformar essa equagdo vetorial em
uma equacao escalar, que envolve apenas os médulos das forgas, que é o que nos resta determinar. Considere
entdo o eixo y mostrado na figura. Ele vai ser o nosso referencial para decompor as forgas em componentes.

Nesse referencial (lembre-se que J esta apontando para cima):

~

P=-Mgj e ij=n9
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Portanto:
-Mg9+n9=0=>(-Mg+ny=0=>-Mg+n=0=>n=Mg

Concluindo, atuam no bloco seu peso, de magnitude M g (vertical para baixo) e a for¢a normal, de magnitude

n = M g (vertical para cima).

=

Vamos considerar agora o bloco em repouso em uma superficie inclinada, com
0 < 8 < 90°. 0 peso do bloco e a forca normal continuam atuando, apenas a dire¢do da
normal deve ser modificada no diagrama de forcas, como mostrado ao lado. Note que 8 y
também é o angulo entre a direcdo da normal e a direcdo do peso. Adotamos um /

referencial natural para esse problema, com o eixo x paralelo a superficie do plano /6 Mg

X
inclinado (e a superficie inferior do bloco) e o eixo y ortogonal a essa direcdao. Nesse
referencial as forcas se decompdem em:

P=Mgsen(8)f—Mgcos(6)9 e fi=n9
Note a decomposicdo do peso na figura ao lado. Hd um triangulo retangulo Mg sen(6)
com hipotenusa M g e catetos M g sen(f) (componente x, verde) e Mg cos(6) ,
M g cos (6) (componente y, preta). \? /',

Mg

Portanto, a primeira lei de Newton diz que, se o bloco esta em repouso:
Mgsen(@)£—Mgcos(0)9+n9=0=>Mgsen(8) X+ (-M gcos(8)+n)$ =0
Ja sabemos que um vetor nulo é aquele que possui todas as componentes nulas, portanto:

M gsen(f) =0
—M gcos(0)+n=0

Note, chegamos a um resultado absurdo. A primeira equacdo diz que: ou M =0, ou g =0 ou
sen(0) = 0. Como a massa e a gravidade n3o s3o nulas, sobraria apenas a possibilidade de valer sen(6) =0,

mas isso so é verdade para 6=0, o que ndo é o caso aqui. Concluindo, o equilibrio do bloco .
n

é impossivel somente com essas forgas atuando sobre ele. A figura ao lado mostra que nao
precisamos nem de equagdes para ver claramente que a soma I_?)l de P com 71 n3o pode
ser nula. Para que o bloco permanega em repouso, tem que haver uma terceira forga, que Mg
esquecemos de representar no diagrama de forcas. Se chamarmos essa terceira forca
simplesmente de ﬁ, entdo, deve valer P+#+F =6, ou seja, ﬁl +EF=0>F= —ﬁl . Concluindo:
esquecemos de representar no diagrama de forcas uma forca que atua no bloco empurrando ele para cima,

em uma direcdo paralela a superficie do plano inclinado (e & superficie inferior do bloco). E o que estd

L
sugerindo o diagrama de forgas que mostra R;. Qual seria a natureza dessa forga? Vemos que na auséncia de
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F, haveria uma resultante R; no bloco apontando para baixo e o bloco entdo deslizaria para baixo. Logo, F é

uma forga que se opGe ao deslizamento do bloco.

Uma forga que se opde ao deslizamento de duas superficies que se tocam é uma for¢a de atrito. A
forga de atrito é uma forga de contato, que tem origem na interacdo entre duas superficies que se aproximam
muito, interagao de origem elétrica, que dificulta, e as vezes até impede, o deslizamento de uma superficie em
relagdo a outra. Basicamente, ao se tocarem, duas superficies se unem/ligam em alguns pontos de
aproximagdo maxima entre os atomos que compdem as duas superficies. Forgas atrativas entre as cargas
elétricas dos atomos das duas superficies aderem uma superficie a outra. Para que haja o deslizamento
relativo, essa aderéncia deve ser quebrada e isso requer uma forca: dai nasce a oposicdo ao deslizamento.
Trata-se de uma forga comum no nosso dia-a-dia, que permite que consigamos andar sobre a superficie do
solo sem escorregar, inclusive subindo uma rampa inclinada, parecida com o plano inclinado que estamos
considerando aqui. Ha toda uma ciéncia/tecnologia ligada a forca de atrito, as vezes tentando elimina-la, como
no caso da producdo de dleos lubrificantes, as vezes tentando maximiza-la, como no caso da producdo de
discos e pastilhas de freio para veiculos. Aqui é importante reconhecermos que na auséncia de atrito entre o
bloco e a superficie do plano inclinado o bloco simplesmente deslizaria para baixo. Na presenca de atrito esse
deslizamento fica impedido e o bloco permanece estatico. A forca de atrito que impede o deslizamento de

uma superficie em relagdo a outra é chamada de forca de atrito estatico, e sera representada pelo simbolo

=(E . . . . . ~

Eq( ). Mais adiante veremos que mesmo na presenca de deslizamento o atrito continua atuando, ndo
impedindo, mas apenas dificultando o deslizamento. Essa forca de atrito que dificulta o deslizamento de uma
superficie em relagdo a outra, enquanto esse deslizamento ocorre, é chamada de forca de atrito cinético (ou

de deslizamento) e sera representada pelo simbolo Ijjq(c) .

Apds essa constatacdo, de que nos esquecemos da forga de atrito no
bloco, o diagrama de forgas fica como mostrado ao lado. Note que a forc¢a de
atrito é paralela a superficie do bloco que esta tentando deslizar, e aponta no
sentido que se opde ao deslizamento potencial. Agora a primeira lei de

Newton fornece as equagdes (ao longo de x e de y):

M g sen(0) — FA(E) =0
—M gcos(8)+n=0
Portanto, concluimos que a superficie do plano inclinado produz sobre o bloco as duas for¢as de contato,
normal e atrito, com as seguintes magnitudes:
Iil(E) =M g sen(6)
n =M gcos(6)
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A acdo dessas forcas, em conjunto com o peso do bloco, produz o repouso do bloco. Note que no caso

0=0 recuperamos o resultado anterior, qual seja:n =M g e &(E) = 0. De fato, em uma superficie horizontal
nao ha atrito no bloco, pois a forga de atrito se opGe a tendéncia de deslizamento do bloco e no caso 8=0 essa

tendéncia de deslizamento, e a oposicdo a ela, ndo existem.

Se vocé realizar um experimento imitando a situacdo que estamos

(E)
modelando aqui vai ver que se vocé for aumentando o valor de 6, vai chegar uma Eg“ _____ -~
hora em que o bloco desliza para baixo, ou seja, o repouso do bloco se torna ; i
impossivel. Por que isso ocorre? A equacdo que define a magnitude de ﬁA(E) i i
responde essa pergunta. Na figura ao lado esbogcamos um grafico de Ifq(E) em funcdo i i >
de 6 (Eq(E) = M g sen(6)). A bolinha vazada em 0 = 90° serve para denotar que 0° 8. 90" 8

estamos considerando apenas angulos menores que esse valor.

Note que a medida que O cresce, FA(E) cresce, ou seja, quanto maior a inclinagdo, maior a tendéncia do
bloco de deslizar e mais atrito é necessario para segurar o bloco em repouso. O fato do bloco ndo conseguir
ficar em repouso para angulos grandes, maiores que um certo angulo limite 6;, esta ligado ao limite da forga
de atrito estatico que pode ser produzida entre duas superficies. Dadas duas superficies, ndo é possivel
produzir atrito estatico ilimitado entre elas, o atrito estatico possui um limite, acima do qual ocorre o
deslizamento das superficies. Esse limite deve estar ligado a quebra, ou ruptura, das ligagdes
quimicas/elétricas entre as duas superficies. Havendo essa quebra, o deslizamento passa a ocorrer (as

superficies se descolam). Concluimos entdo que o repouso do bloco e o grafico de

ﬁA(E) s6 fazem sentido para angulos no intervalo 0 < 8 < 6;. Na figura ao lado &(E) DS
A PR —»

mostramos esse grafico corrigido. Para 0 < 6 < 6; o bloco permanece em repouso Mg : -i
no plano inclinado (regido PR), sob acdo da forca de atrito estatico que ja ! E

! 1
calculamos. Para 8 > 0, o bloco ndo consegue permanecer em repouso e desliza ! i

! |
sozinho para baixo no plano inclinado (regidao DS). A bolinha cheia em 8 = 8, serve : S

6, 90° ©
para denotar que o grafico se estende até esse angulo (em 8 = 8, o bloco ainda 0° .

consegue ficar em repouso, mas esta na iminéncia de deslizar). Para calcular o valor

de 6, precisamos conhecer mais sobre o comportamento da for¢a de atrito estatico.

A caracteristica mais marcante da forca de atrito estatico, além de sua prépria existéncia, é a

existéncia desse limite para ela: a forga de atrito estatico entre duas superficies ndo cresce indefinidamente.

2(E) Lo . 2(E)

F,”’ pode crescer somente até atingir um valor maximo, que chamaremos de F,,/,,. De que depende
E . ~ . .

Iil(M)AX ? Depende dos materiais que compdem as superficies em contato, onde ocorre esse atrito, e depende

do grau de contato entre as superficies. Depende dos materiais porque a forca de atrito nasce exatamente das
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ligacbes quimicas/forcas elétricas que ocorrem entre as duas superficies, em pontos especificos onde elas se
aproximam muito. Depende do grau de contato porque a forca de atrito é uma forca de contato, se
pressionamos mais uma superficie contra a outra, aumentamos a quantidade de pontos de contato/ligacdo
entre as duas superficies e conseguimos produzir mais atrito. Note que o grau de contato entre duas

L . . , E) ~
superficies é exatamente o médulo da forga normal 7 entre elas. Assim, concluimos que Iil(M)AX é uma funcao

de 1, uma fungdo que passa pela origem (se 1 = 0 entdo Fﬁ}Ax = 0) e uma fungdo crescente de 1 (maior

. . . . ~ (E) . L ,
contato maior atrito). A lei de Amonton diz que a relagdo entre F,’,/,, € 1 € a mais simples possivel, uma

proporcionalidade:

(E)
Fyyvax <1

Para transformar uma proporcionalidade em uma igualdade basta introduzir uma constante de

proporcionalidade, que denotaremos por u; e chamaremos de coeficiente de atrito estatico:

(B) _
Fyvax = HEN

O coeficiente de atrito estatico introduz na lei do atrito maximo a dependéncia nos materiais
envolvidos no atrito. uz é um coeficiente positivo (adimensional) tabelado: dados dois materiais A e B,
podemos encontrar em uma tabela o valor do coeficiente de atrito estatico entre duas superficies, uma feita
do material A e a outra feita do material B. Se vocé procurar na internet vai encontrar facilmente uma tabela
desse tipo. Por exemplo, para uma superficie de cobre em contato com uma superficie de ago encontramos

em uma tabela o valor up = 0,53.

Ficamos entdo com a seguinte situacdo: enquanto o bloco continua em repouso, gracas ao atrito
estdtico, vale: FA( ) =M g sen(@) . Para 8 = 6, o bloco fica em repouso e a forga de atrito € méxima, ou seja,

B = Ugp N = Ug M g cos(8)) . Igualando essas duas expressdes em 6 = 6,, ficamos com:

) _
By = Fnax =

M g sen(8,) = pg M gcos(6,) = tan(6,) = pg

Concluimos entdo que o angulo limite para o qual o bloco consegue ficar seguro pelo atrito estatico
esta determinado unicamente pelo valor do coeficiente de atrito estatico. Um bloco em um plano inclinado
pode configurar um experimento para a medigdo do coeficiente py para dois materiais. Basta que coloquemos
um bloco feito do material A em repouso apoiado em um plano inclinado feito do material B, e que
aumentemos o valor de 6 até que o bloco comece a deslizar sozinho. Anotamos o valor de 8 em que esse
deslizamento ocorre, que é um 6 tdo préximo quanto se queira de 8, (a proximidade vai depender de nossa
paciéncia e dedicagdo no experimento), e finalmente pegamos uma calculadora e calculamos tan(6;). Se
fizermos, por exemplo, um experimento em que um bloco de cobre é apoiado em uma superficie de aco

(ug = 0,53), vamos ver que tan(6,) = 0,53 =6, = 0,49 rad = 28°.
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Antes de continuar na solucdo desse exercicio, vamos fazer uma pausa para comentar sobre alguns

erros, equivocos e confusdes comuns, associados a forca de atrito estatico:

1) Diz-se que &(E) = Ug 711 € ndo que 1‘24(115\4),4)( = Ug 7.
2) Escreve-se 17:4()15\/1)AX = ug 1 aoinvés de Ifq(l;,,)AX =Ugn.

E)

3) Espera-se que FA(MAX dependa da area das superficies, maior area, maior FA(E)

MAX *

4) Supde-se que existe um Ug prax, UM coeficiente de atrito maximo.

Quanto ao ponto (1): A forga de atrito estatico pode ter qualquer valor, ela ndo é igual a ug n. Ela apenas
nao pode superar o valor Pl'él(]j,,)AX = ug 1. Considere, por exemplo, um bloco de ago de massa M = 10 kg em
cima de uma superficie horizontal de cobre (uy = 0,53). Note que nesse caso Eq(lfvl)AX =ug M g = 53 N (pois
n = Mg). Se ninguém estd empurrando o bloco, entdo FA(E) = (. Se o bloco é empurrado por uma forga
horizontal F = 10 N, entao FA(E) = 10 N e o bloco continua em repouso. Se o bloco é empurrado por uma
forga horizontal F = 50 N, entdo Eq(E) =50 N e o bloco continua em repouso. Note, Eq(E) ndo é igual a
Ug n = 53 N. Agora, se o bloco é empurrado por uma forga horizontal F = 53 N, entdo FA(E) = 53 N e o bloco

. - (E) . . .
continua em repouso. Note, somente nesse caso limite/extremo F, " é igual a ug 1. Dizemos que nesse caso
limite o bloco estd no limiar de deslizar, ou na iminéncia de deslizar, mas ainda ndo desliza. Se o bloco é

empurrado por uma forga horizontal F = 54 N, entdo o bloco desliza e ndo faz mais sentido em se falar em
atrito estatico. Concluindo: ndo é verdade que Eq(E) = Ug N mas sim que Iil(E) < ug1n (lei de Coulomb do
atrito).

Quanto ao ponto (2): um estudante que ja aprendeu sobre vetores entende logo o absurdo da expressdo

=(E S ~ (e . - (s . .
Iil(M)AX = ug 1 . Essa expressdo estd afirmando que a forga de atrito estatico maxima é paralela a forga normal

. , , , , . =(E . .
(pois ur é apenas um nuimero positivo). Isso é um absurdo ululante pois P:4(M)AX é uma forca paralela as
superficies que se tocam enquanto que 1}, como o prdprio nome ja diz, é ortogonal as superficies. Portanto
F®) & sempre ortogonal a 7 . A expressio FE) = diz apenas que o médulo do vetor FE) &
A MAX P g n. p amMax = HeT] p q A MAX

. ’ e N . ~ ~ . .
proporcional ao médulo do vetor 7. Quanto as dire¢des desses vetores ela ndo diz nada, mas nem precisa,

pois, ja sabemos quais sdo essas direcoes.

Quanto ao ponto (3): o génio Leonardo da Vinci foi um dos primeiros a registrar que a forga de atrito

E) .. . . ~
Iil(M)AX é independente da area (aparente) das superficies que estdo em contato. De fato, quando vemos duas
superficies razoavelmente lisas em contato mutuo imaginamos que as suas areas se tocam em todos os seus
pontos. Imaginamos que a area de contato é igual a essa drea aparente, a area que enxergamos a olho nu.

Mas, nenhuma superficie é lisa no nivel microscépico e duas superficies sé se tocam mesmo em alguns
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“z |”

“pontos”, resultando no que poderiamos chamar de “drea real” de contato. A area real de contato é a area

total desses “pontos” de contato.

A figura ao lado ilustra o que seriam os perfis microscépicos de duas A

superficies (preta e vermelha) que se tocam quando “pressionadas” mutuamente

Ui
pelas forcas 7] e —1]. A area real seria dada apenas pelas dreas dos “pontos” onde W
-

as superficies se aproximam bastante, estabelecendo forgas elétricas de atracao

mutua. A forca de atrito independe da drea aparente, ela depende apenas da drea

real de contato (Aggay):
Fp < Aggar

Por outro lado, surpreendentemente, a area real de contato independe da drea aparente. Dai segue que F,

independe da area aparente.

De fato, se A, é a area (média) de um ponto de contato (note que ele ndo é de fato pontual) e N é o
numero de pontos de contato, entdo:
Aggar = N Ay
Para uma mesma forga 17, aumentando a drea aparente, aumentamos N e diminuimos A4, de tal forma que o
produto N A, permanece constante. Isso ocorre porque os “pontos” de contato sdao deformaveis, ou seja,

quanto maior a forca de compressdo em um ponto de contato (F; =71 /N), mais “amassado” esse ponto e

maior sua area Aq:

C/llszl :k

z|=s

sendo k uma espécie de constante elastica (constante de deformacdo) do material.

Imagine entdo que vocé dobre a drea aparente, para uma mesma 7. A quantidade de “pontos” de
contato vai dobrar (N’ = 2N), mas a for¢a de compressdo em cada contato vai cair a metade (F; =n/2N) e a

area de cada contato vai cair a metade (A] = A;/2). A area real de contato, que era NA,, vai passar a ser
! I ! 77
Aggar = N' Ay = 2N kﬁ = NA; = Apgar

Ou seja, a area real de contato ndo muda, e nem a forca de atrito. No final das contas, o aumento da area
(aparente) ndo produz nenhum efeito sobre o atrito, porque ndo altera a area real de contato (para uma

mesma 1).

Quanto ao ponto (4): dois materiais definem um coeficiente de atrito estatico, que é fixo, uma constante

para esses dois materiais. O valor do coeficiente de atrito ndo muda se um corpo estd sendo forcado mais ou
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menos a deslizar sobre outro corpo. Ele depende apenas dos materiais de que esses corpos sdo feitos. Nao

existe um Ug pax , €xiste um pg e uma forga de atrito maxima, que é igual a ug 7.

Vamos retornar agora ao problema do bloco no plano inclinado. Jd4 entendemos porque o bloco fica em
repouso no plano inclinado, basicamente por causa da acdo do atrito estatico, acdo que tem um limite.
Queremos entender agora o que acontece quando o bloco desliza no plano inclinado. Essa situacdo sera
descrita pela segunda lei de Newton ja que esperamos que, em geral, o bloco deslize para baixo acelerado.
Note que ndo precisamos supor aqui que 8 > 6, , imaginado que o bloco sé desliza na superficie se o angulo
for grande, maior que 8,. De fato, para 6 > 6, o bloco escorrega sozinho no plano inclinado, mesmo se
deixado em repouso. Mas, para qualquer 8 o bloco pode deslizar na superficie. Se ele ndo deslizar sozinho,
pode receber um empurrdo inicial que force o seu deslizamento. Por exemplo, mesmo para 8 = 0 o bloco
pode deslizar, basta que se dé um chute nele, que ele vai sair deslizando na superficie horizontal. Portanto, a
analise que faremos aqui vale para qualquer valor de 6. Apenas vamos supor que o bloco esteja deslizando
para baixo do plano inclinado, ndo importa se esta deslizando porque ndo consegue ficar em repouso (8 > 6;)
ou se foi empurrado para baixo. Nesse caso, o deslizamento se dard na presenca de uma forga de atrito, uma
forca de origem elétrica que dificulta o deslizamento de uma superficie sobre a outra, enquanto esse

deslizamento ocorre. Chamamos essa forca de forca de atrito cinético (ou de
deslizamento) e denotamos por I:fq(c). O diagrama de forgas para o bloco fica igual

. . >(E =(C
ao considerado anteriormente, somente trocando E4( ) por Ifq( ), como mostrado
na figura ao lado. Note, estamos supondo que o bloco estd deslizando para baixo e

a forca de atrito cinético aponta entdo para cima.

A segunda lei de Newton (ﬁ = M a) fornece as equacdes (em x e em y):

M g sen(8) — Iil(c) =Ma
—M gcos(8)+n=0

Note, consideramos que o vetor aceleracdo do bloco no referencial fornecido é @ = a X . Estamos
interessados aqui em calcular, por exemplo, a magnitude da aceleracdao de queda do bloco. Para isso
precisamos conhecer mais sobre a for¢a de atrito cinético, precisamos de uma lei para o atrito cinético.
Experimentos mostram que o atrito cinético entre duas superficies depende dos materiais que compdem as
superficies em contato, onde ocorre esse atrito, e depende do grau de contato entre as superficies. A idéia
aqui é similar ao que ja discutimos sobre a forca de atrito estatico maxima. Eq(c) depende dos materiais porque
a forca de atrito nasce das ligacGes quimicas (forcas entre cargas elétricas) entre as duas superficies, em
pontos especificos onde elas se aproximam muito (area real de contato) e depende do grau de contato porque

se pressionamos mais uma superficie contra a outra, aumentamos a quantidade de pontos de contato/ligacdo
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e conseguimos produzir mais atrito. O grau de contato entre duas superficies é exatamente o mddulo da forca

- . C) ., ~ , . . ; . .
normal 17 entre elas. Assim, E4( ) & uma funcdo de 1 e é a mais simples possivel, uma proporcionalidade:

FO « q

Introduzindo uma constante de proporcionalidade, que denotaremos por p. e chamaremos de coeficiente de

atrito cinético, ficamos com:
«© _
Fe” =ucn

O coeficiente de atrito cinético introduz na lei do atrito cinético a dependéncia nos materiais. g é um
coeficiente positivo (adimensional) tabelado: dados dois materiais A e B, podemos encontrar em uma tabela o
valor do coeficiente de atrito cinético entre duas superficies, uma feita do material A e a outra feita do
material B. Na internet encontramos, por exemplo, para uma superficie de cobre em contato com uma
superficie de aco, o valor u, = 0,36. Notamos aqui uma propriedade geral valida para os coeficientes de atrito
Uc e Ug, que é ue- < ug . O coeficiente de atrito cinético entre duas superficies é sistematicamente menor que
o coeficiente de atrito estatico entre essas mesmas superficies (lembre-se que up = 0,53 para o contato

aco/cobre), ou seja us < pg , podendo haver o caso em que os dois coeficientes sdo muito préximos, ou seja:
He S Ug-

As forcas de atrito cinético e estdtico tém a mesma origem, as atracdes elétricas entre as duas
superficies em alguns pontos de contato entre elas (drea real de contato). Superficies em repouso relativo
podem se encaixar de forma mais eficiente e se aproximar mais do que superficies que se movem uma em
relacdo a outra. Como conseqiiéncia, sdo criados mais pontos de contato entre as duas superficies e as forcas
de atragdo mutua sdo mais intensas no caso estatico. Esperamos entdao que seja mais dificil quebrar essas
ligagcbes quando as superficies estdo em repouso relativo do que quando elas possuem um movimento de

deslizamento uma em relagdo a outra. Por isso entendemos como razodvel a validade geral da desigualdade

He < HUg.

Vale ressaltar que a lei FA(C) = Uc 1 (atribuida a Charles Coulomb) é vdlida em um certo regime de
contato, basicamente entre superficies de contato secas no caso em que a velocidade relativa entre essas
superficies é baixa. Para altas velocidades, pode-se observar uma dependéncia do atrito cinético na
velocidade, significando que o regime de atrito ja é outro, regido por outras leis. Em geral o coeficiente de
atrito cinético diminui lentamente com o aumento da velocidade. No entanto, o fenébmeno do atrito entre
duas superficies é muito rico e complexo e muitos comportamentos dispares podem ser observados,
dependendo dos materiais e das condig¢Bes validas no contato entre essas superficies.

Voltando ao bloco no plano inclinado, como n = M g cos(8), ficamos com:

M g sen(0) —ucM gcos(6) =Ma
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e, portanto:
a= g[sen(8) — pc cos(6) ]

A aceleragdo de queda do bloco depende apenas da gravidade g , do coeficiente de atrito ., e do
angulo 8 . Note que essa aceleragdo pode ser positiva ou negativa, dependendo dos valores de 6 e .. De fato,
a é positiva quando sen(6) > u. cos(@), negativa no caso contrario e nula quando sen(6) = u, cos(6) .
Essa ultima expressao define o Unico valor de 6 para o qual a = 0, ou seja, para o qual o bloco desce o plano

inclinado com velocidade constante (MRU). Chamaremos esse 8 especial de 8,zy. Entdo:

sen(Oyry) = te c0S(Oyry) = tan(Oyry) = Uc -

Para 8 < Oyry a aceleragdo do bloco é negativa e para 8 > 0yzy a aceleragdo é positiva. Qual o
significado de uma aceleragdo negativa? Ora, o sinal de um vetor define o sentido desse vetor em um dado
referencial. No nosso caso apontamos um eixo x para baixo do plano inclinado e escrevemos d = a X.
Portanto, uma aceleragdo positiva € uma aceleragdo no sentido positivo de x. Uma aceleragdo negativa
significa entdo uma aceleragdo apontando para cima do plano inclinado. Concluindo: estamos sempre
supondo que o bloco esta descendo o plano inclinado (porque representamos a forca de atrito cinético no
bloco apontando para cima), entdo, para angulos pequenos (8 < 8yry) 0 bloco desce freando (velocidade
para baixo e aceleragdo para cima) e para angulos grandes (6 > 6,zy) o bloco desce com velocidade
crescente (velocidade para baixo e aceleragdo para baixo). Exatamente em 6 = @yy 0 bloco desce com
velocidade constante. Podemos usar essa idéia para medir o coeficiente de atrito cinético entre dois materiais
A e B. Basta determinar o angulo 8 = 6,y para o qual um bloco feito de material A desce em MRU um plano

inclinado feito de material B e usar uma calculadora para calcular u = tan(8ygy).

Note que como sempre vale a desigualdade p.; < pg entdo (sendo a fungdo tangente uma fungdo

monotona crescente no intervalo 0 < 8 < 90°) sempre valera a desigualdade
Oumry = arctan(uc) < 6, = arctan (ug)

No exemplo do bloco de cobre apoiado em uma superficie de ago (uz = 0,53 e u- = 0,36) obtemos:

0, = 0,49 rad = 28° e Opypy = 0,35 rad = 19°.

Tendo em vista todos os resultados que obtivemos até aqui, esbocamos na F, A PR
figura ao lado um grafico da forca de atrito no bloco em fun¢do do angulo 8. Notamos Mg "4:":"""
que existem duas curvas e varias regides. A curva preta é a curva da forca de atrito |
estatico, que sé vale para 8 < 8; que é a regido que chamamos de PR (Permanece em

Repouso), correspondente aos valores de 8 para os quais o bloco colocado em

repouso sobre o plano inclinado continua em repouso. Na regido DS (6 > 6;) o bloco

desliza sozinho, caso seja colocado em repouso sobre o plano inclinado. Essa regiao
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estd descrita pela segunda lei de Newton, com o bloco sob efeito do atrito cinético. Note que nessa regido vale
a > 0. A curva vermelha é a curva da forca de atrito cinético que vale para todos os valores de 8 < 90° (a
bolinha vazada serve para indicar que a analise que fizemos aqui ndo vale exatamente em 6 = 90°). Definimos
as duas novas regides: DF é a regido que inclui os valores de 8 para os quais o bloco desce freando (a < 0); DA
é a regido que inclui os valores de 8 para os quais o bloco desce acelerando (a > 0) (note que estamos usando
aqui uma linguagem menos precisa do dia-a-dia que chama de movimento acelerado apenas o movimento em
que a velocidade cresce. No dia-a-dia dizemos “ele acelerou o carro” quando a velocidade do carro aumenta e
dizemos “ele freou o carro” quando a velocidade diminui. De fato, os dois movimentos, em que a velocidade
aumenta ou diminui, sdo igualmente movimentos acelerados, no sentido de possuirem aceleragdo ndo-nula).

Resumindo, observamos os seguintes comportamentos do bloco, em fun¢do do angulo de inclinagdo 8:
0 < Opry: se colocado em repouso o bloco fica; se empurrado para baixo, o bloco freia e para.

Oury < 0 < 08;: se colocado em repouso o bloco fica; se empurrado para baixo o bloco desce acelerando

(aumentando a velocidade).

6 > 6, : se colocado em repouso o bloco desliza sozinho para baixo acelerando; se empurrado para baixo

o bloco desce acelerando. Ele desce acelerando de qualquer jeito.

Se vocé ainda ndo se convenceu de que a fisica trata do mundo real, das forcas e dos movimentos que
vocé vive no dia-a-dia, vocé pode tentar realizar um experimento envolvendo a situacdo que modelamos aqui.
Nada precisa ser medido, apenas observe os comportamentos previstos no grafico acima. Vocé pode usar, por
exemplo, uma régua como plano inclinado e apoiar sobre ela um bloco qualquer, como uma borracha. Varie a

inclinacdo da régua e convenca-se de que tudo que esta previsto aqui acontece de fato, ndo é ficgao.
2.3.2 Um bloco sendo empurrado em uma superficie horizontal

Para reforgar nosso estudo dos atritos estatico e cinético vamos

«Q,

considerar agora um bloco de massa M inicialmente em repouso apoiado y
i

em uma superficie horizontal sendo forcado a deslizar por uma forga

horizontal F aplicada por algum agente externo. A situacdo esta ilustrada na
Figura ao lado. Vamos considerar as duas situacdes possiveis: i) o bloco estd sendo empurrado, mas mesmo
assim ndo desliza, por causa da acdo do atrito estatico; ii) o bloco estd sendo

n
empurrado e desliza, sob efeito do atrito cinético. Nos dois casos o diagrama de T

forcas para o bloco é o que esta mostrado na Figura ao lado. Resumidamente:a  ——p|

Terra puxa o bloco para baixo ( M g ); o piso empurra o bloco para cima (17 );a vy

A

forga F empurra o bloco para a direita; a forca de atrito no bloco ( ﬁA ), produzida

pelo contato com o piso, impede ou somente atrapalha o deslizamento do bloco.
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No caso em que o atrito impede o deslizamento, o atrito é estatico ( ﬁA = F;fE)) € no caso em que o atrito

. NP = =(C
apenas atrapalha o deslizamento enquanto ele ocorre, o atrito é cinético ( F4, = FA( ) ).

Vamos comecar pelo caso em que o bloco permanece em repouso. Essa situacdo é descrita pela
primeira lei de Newton que diz que:
F+P+7 +E® =0.
Adotando o referencial xy mostrado no diagrama de forcas e projetando as forcas nesses eixos a equagao

acima se desmembra em:

Aolongodex: F —Pl'q(E) =0= PI'4(E) =F

Ao longo dey: —-Mg+n=0=>n=Mg

Vemos, portanto, que a forca de atrito que atua no bloco é igual, em mddulo, a for¢a aplicada. Se

ninguém empurra o bloco (F = 0) entdo nao ha atrito (FA(E) = 0). A medida que empurramos mais o bloco, o

atrito cresce, segurando o bloco. Mas, sabemos que o atrito estatico possui um limite, acima do qual se torna

) ) S (E) _ .
impossivel o bloco permanecer em repouso. Esse limite é dado por F; /., = g que nesse caso €

E)

( E)
Fy'max

= up M g. Portanto, quando F atingir o valor F = uy M g, valera Iil(E) = FA(MAX =ug M g, o atrito

estatico estara no seu limite e o bloco estara ainda em repouso, mas na iminéncia de deslizar.

Para F > uy M g temos que considerar que o bloco saird do repouso e tera um movimento acelerado,

descrito pela segunda lei de Newton, que nesse caso fornece a equacao:
F+P+7 +E5 =M.

Adotando o mesmo referencial xy mostrado no diagrama de forcas e projetando as forcas e a aceleracdo

(suposta @ = a X, como n3o poderia deixar de ser) nesses eixos a equac¢do acima se desmembra em:

Ao longo de x: F—a(c)=Ma:F—ycn=Ma
Aolongodey: —-Mg+n=0=>n=Mg

Portanto, o bloco saira do repouso e se movera para a direita com aceleracao:

F
a= M Hc 9
Note que a aceleragdao pode ser positiva, negativa ou nula. Se F = u- M g, entao a = 0 e o bloco
desliza com velocidade constante (MRU). Se F > u-M g o bloco desliza cada vez mais rdpido (a > 0). Se
F < uc M g o bloco desliza freando (a < 0). Se considerarmos que o bloco estava inicialmente em repouso e
que F > up M g, conforme nossa discussao anterior, entdo claramente F > u- M g (pois pc < pg) e sé o

caso a > 0 serd observado, ou seja, o bloco vai sair do repouso e acelerar. Mas, podemos sempre imaginar
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gue o bloco ja esta deslizando e ajustamos o valor de F arbitrariamente, de tal forma que os trés casos a < 0,
a = 0ea > 0 podem ser realizados. Note, no caso a < 0 o bloco ndo freia simplesmente porque a aceleragdo
é negativa. Ele freia porque a aceleragdo é oposta a velocidade. Ao fazermos o digrama de forgas,
representamos a forga de atrito cinético no sentido —x, o que significa que a velocidade do bloco tem que estar
no sentido +x, por hipdétese. Portanto, uma aceleracdo negativa é uma aceleragdo no sentido —x, ou seja,
oposta a velocidade. No caso a < 0 o bloco vai freando até parar e, apés parar, vai continuar parado ja que se
F<ucMgentioF <ugMg,jaqueuc < ug.

Para ilustrar, vamos imaginar um bloco de cobre de massa M = 10 kg apoiado em uma superficie de
aco (ug = 0,53 e uc = 0,36). Entdo, se o bloco estiver inicialmente em repouso e formos aumentando o valor

de F a partirde F = 0, a forca de atrito estatico aumentara também e o bloco estard em repouso até F atingir

o valor maximo (lembre-se quenn = M g):

E
FMAX=Eq(M)AX=HEU =pugMg=53N

Exatamente quando F = Fy;4x 0 bloco ainda permanecerd em repouso, mas estara na iminéncia de
deslizar. Para F > Fy4x 0 bloco vai sair do repouso e passar a deslizar, submetido a uma forga de atrito
cinético dada por:

© _ _ ~
Fy”" =ucn=pucMg=36N

Ele vai deslizar com aceleracao:

l 3,6
a=—-—3,
10
Na figura ao lado mostramos um grafico da for¢ca de atrito no
F,
bloco, F4, em fungao do valor do mddulo da for¢a que empurra o bloco F, Aa |

partindo da situagdo em que F=0 e o bloco estd em repouso. 237~ ~~"""7 :

Inicialmente a for¢ca de atrito é uma forca de atrito estdtico que vai 36t-----0——r
1
crescendo e mantendo o bloco em repouso. Quando F = 53 N o atrito '
0 . >
estatico chega ao seu limite e o bloco fica na iminéncia de deslizar. Dai em 0 53 F

diante ocorre uma transi¢cdo, o bloco passa a deslizar e a for¢a de atrito

muda para atrito cinético, assumindo o valor constante (independente da acelera¢do e da velocidade do
bloco) Iil(c) = 36 N. A caracteristica mais marcante exibida nesse grafico é a queda abrupta na forca de atrito
que ocorre quando o bloco sai do repouso e passa a deslizar. Essa queda abrupta estd associada a

desigualdade p- < pp. Como nessa transicdo a forca de atrito salta do valor Ifﬁ,,)AX = ug m para o valor

Ifq(c) = ucn e vale sempre u- < Uy, entdo sempre havera uma diminuicao abrupta no nivel do atrito quando
ha a transicdo do atrito estatico para o cinético. Essa transi¢cdo ocorre, por exemplo, quando os pneus de um

carro em movimento passam a derrapar no asfalto. Antes da derrapagem os pneus apenas rolam no asfalto,
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sem deslizar e o atrito pneu/asfalto é estatico. Quando a derrapagem inicia os pneus passam a deslizar no
asfalto e o atrito passa nesse instante a ser cinético. Portanto, antes de derrapar o carro possuia uma taxa de
frenagem maior, pois a for¢a de atrito era maior e a aceleragdo era maior. Havendo a derrapagem, a forga de
atrito diminui, a aceleracdo diminui e a taxa de frenagem diminui. Essa transi¢do atrito estatico/atrito cinético
deve, portanto, ser evitada nesse caso. Como essa tarefa esta em geral além das capacidades humanas, um
sistema automatico, o sistema ABS, se encarrega de controlar o nivel de frenagem, tentando manter, dentro
do possivel, os pneus sem derrapar e dentro do regime estatico de atrito. Podemos imaginar que o sistema
ABS funcionaria se ele simplesmente comparasse (através de sensores) a velocidade w de rotagdo do pneu
com a velocidade V do automdével. Conforme veremos mais adiante, o rolamento sem deslizamento do pneu
pressupde um vinculo entre w e V (V = w R, sendo R o raio do pneu). Uma quebra nesse vinculo, V > w R,
significaria um deslizamento do pneu no solo, que faria com que o sistema ABS modificasse automaticamente
a pressao no sistema hidrdulico de freio, controlando a taxa de frenagem e buscando restabelecer o vinculo
V = w R. A ideia é simples, mas o funcionamento real de um sistema ABS pode ser bem mais complicado do
gue isso (ver a referéncia: The dynamics of antilock brake systems, M. Denny, European Journal of Physics 26

(2005) 1007-1016).

O gréfico anterior da forga de atrito F4 versus F pode levar a uma interpretacdo errada ou limitada
acerca do comportamento do sistema que estamos discutindo aqui. Podemos olhar o grafico e acreditar que
para F < 53 N ndo faz sentido em se falar em atrito cinético no sistema, pois nesse caso o bloco estaria
sempre em repouso. Isso ndo é verdade. Note, o gréfico acima foi obtido para um processo em que o bloco,
inicialmente em repouso, vai sendo empurrado por uma forga F cada vez maior. A hipdtese basica é que o
bloco esta inicialmente em repouso. Entdo, nesse caso, é verdade que para F < 53 N o bloco continuard em

repouso e ndo faz sentido em se pensar em atrito cinético atuando no bloco nessa regido em que F < 53 N.

Mas, de fato, o sistema apresenta um comportamento mais rico do que esse, ja que o bloco ndo tem
que estar necessariamente em repouso no inicio do processo de aplicacdo da forca F. Podemos imaginar o
bloco deslizando, sob a¢do de uma forca F < 53 N e sob ac¢do da forga de atrito cinético. Ndo ha nada de

absurdo nisso. Por exemplo, o bloco pode receber um chute inicial, e
Fy

passar a deslizar no piso horizontal e em seguida ser empurrado por uma A L
1 1
forca F qualquer, enquanto estava deslizando. Considerando todas essas Ug M T-—--- -:-/?
1 1
possibilidades, obtemos um grafico da forca de atrito com varias regioes Uc T —
1

1
de comportamentos distintos, analogamente ao que obtivemos para o Lo
1 1

L - . , 0 T T >

bloco no plano inclinado. Esse grafico da forga de atrito F4 versus F esta 0 Ue N te T F

mostrado na figura ao lado. Encontramos as seguintes regioes:
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F < ucn : se o bloco estiver parado, vai continuar parado; se o bloco estiver deslizando, vai frear até parar
(a < 0).

F = ucn : se o bloco estiver parado, vai continuar parado; se o bloco estiver deslizando, vai continuar
deslizando com velocidade constante (a = 0).

Ucn < F < ugn : se o bloco estiver parado, vai continuar parado; se o bloco estiver deslizando, vai se
mover cada vez mais rapido (a > 0).

F > ugn : se o bloco estiver parado, vai passar a deslizar, e vai cada vez mais rdpido; se o bloco ja estiver
deslizando, vai se mover cada vez mais rapido (nos dois casos a > 0). Nessa regido ndo faz sentido se falar

em atrito estatico, pois o bloco estara sempre deslizando.

Enquanto o bloco desliza vale a curva vermelha, do atrito cinético. Note que para F < ugn ha duas
possibilidades: se o bloco estiver em repouso vale a curva verde, do atrito estatico, sendo, se o bloco estiver
deslizando, vale a curva vermelha. Note, a curva vermelha inclui até o ponto F = 0. Seria o caso de um bloco

que ndo estd sendo empurrado, mas que estd deslizando e sob acdo do atrito cinético. Obviamente ele vai

frear até parar (a < 0). A curva verde também se estende até o ponto F = 0, mas nesse caso Iil(E) = 0, pois se

o bloco esta em repouso e nao esta sendo empurrado, entdo ndo ha atrito.
2.3.3 Um bloco amarrado ao teto de um elevador por uma corda flexivel

Vamos discutir agora o caso de um bloco de massa M que esta amarrado,  teto do elevador
através de uma corda flexivel de massa m, ao teto de um elevador. Vamos
considerar o elevador parado, subindo e descendo. A idéia esta ilustrada na figura g

ao lado.

A caracteristica principal de uma corda, ou cabo, ou barbante, flexiveis é M

que esses objetos s6 conseguem puxar, nunca empurrar. Se vocé tentar empurrar
algo com um pedaco de barbante vai entender essa idéia. Trata-se de um comportamento bem diferente de
uma haste rigida (um cabo de vassoura, por exemplo) que pode empurrar ou puxar. Além disso, uma corda
flexivel (ou simplesmente uma corda) sé consegue puxar com uma forca na direcdo paralela a ela mesma. Uma
corda ndo pode ser horizontal e puxar um bloco na vertical, ela simplesmente se dobraria nesse caso, e nao
conseguiria exercer forca nenhuma. Novamente um comportamento bem diferente de uma haste rigida. Uma
corda vertical sé puxa na vertical, uma corda horizontal sé puxa na horizontal etc. Portanto, as duas pontas da
corda puxam os corpos a que elas estdo atadas, e sdo puxadas por esses corpos (agao e reagdo). Uma corda
funciona como transmissora de forga: um corpo A atado a uma ponta da corda puxa essa ponta, a corda fica
tensionada e puxa o corpo B que esta atado a outra ponta da corda. O corpo A ndo faz for¢a no corpo B, mas a

corda transmite, de certa forma, uma acdo de A sobre B. Essa é a fungdo principal de uma corda em um

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 2



120

sistema mecanico: transmitir forca entre dois corpos distantes um do outro. Vamos considerar aqui apenas o

caso ideal de cordas inextensiveis, ou seja, cordas que ndo esticam ou contraem.

No caso que estamos considerando aqui podemos dizer que o teto do elevador esta sustentando o
bloco, através da corda tensionada. O teto faz for¢a na corda e a corda tensionada faz forca no bloco. O teto

nao faz for¢a no bloco.

Os diagramas de forga para o bloco e para a corda (linha azul) ficam como o

mostrados ao lado. A Terra puxa o bloco para baixo (Mg), a corda tensiona e

puxa o bloco para cima (71). A Terra puxa a corda para baixo (mg), o bloco

também puxa a corda para baixo (—fl que é a reacdo a 71) e o teto do elevador m
puxa a corda para cima (TZ). Todas as forcas sdo verticais. Lembre-se que

estamos considerando que esses corpos sdo particulas, e por isso as forgas Mg mg
podem ser representadas em posicOes arbitrarias desses corpos. Mas, é verdade y Y
que —71 é uma forca que esta sendo aplicada na extremidade inferior da corda, _?1

dizemos entdo que —71 é a tensdo na extremidade inferior da corda. Por outro

lado, Tz estd sendo aplicada na extremidade superior da corda e dizemos que Tz é a tensdo na extremidade
superior da corda. O peso da corda é uma forga distribuida, ndo sendo aplicada em uma posicao especifica da
corda. Mais adiante veremos que é conveniente desenhar a seta do peso da corda na posi¢cdo do centro de
massa da corda. Por enquanto ndo vamos nos preocupar com isso. Fato é que a tensao em um ponto P da
corda possui magnitude T(P), que depende do ponto P. Poderiamos medir T(P) simplesmente cortando a corda
no ponto P e introduzindo entre as duas extremidades cortadas da corda um medidor de forga, um
dinamémetro, por exemplo. No presente caso, se conectarmos um dinamOmetro entre a extremidade
superior da corda e o teto, ele vai medir uma tensdo de magnitude T,. Se conectarmos um dinamdmetro entre

a extremidade inferior da corda e o bloco, ele vai indicar uma tensdo de magnitude T} .

Vamos iniciar com o caso em que o elevador estd parado. Entdo o bloco e a corda estdo em repouso e

esse repouso é descrito pela primeira lei de Newton. Usando o eixo y adotado na figura para projetar os
vetores ficamos com (partindo de R= 6):

Bloco:Ty — Mg =0 =T, = Mg

Corda:T,—mg —T; =0 =T, =T, + Mg =(m+ M)g

Note, o teto faz na extremidade superior da corda uma forga T, = (m + M)g e o bloco é puxado para
cima, através da corda, pela forca T; = Mg. A interpretagdo é simples: o teto sustenta o bloco e a corda, a

extremidade inferior da corda sustenta apenas o bloco. A tensdo na corda em sua extremidade superior é

diferente da tensdo em sua extremidade inferior. Pensando a corda como uma transmissora de forca
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teto/bloco, vemos que a corda produz uma espécie de “perda de forga”. O teto quer sustentar o bloco, mas
para isso tem que fazer uma forga maior na extremidade superior da corda (T,) do que a forga que “atinge”
realmente o bloco (T;). Uma corda ideal seria uma corda que ndo implicasse em “perda de for¢a”. Das
equacgdes, vemos que T; = T, somente no caso m = 0. Uma corda ideal é, portanto, uma corda sem massa.
Na pratica tudo é relativo, e vemos que T; = T, se m < M. Essa condigdo é facilmente realizada na pratica.
Mesmo um cabo de aco, que em principio pode parecer pesado, pode ser muito mais leve que os corpos que

ele conecta entre si (dois tratores, por exemplo).

Note que essa solucdo se aplica também no caso do elevador estar descendo ou subindo com

velocidade constante. Isso porque o caso a = 0 (MRU) também é descrito pela primeira lei de Newton.

Consideremos agora o elevador (e o bloco e a corda) com acelera¢do para cima de médulo a (@ = a 9
com a > 0), o que pode significar o elevador subindo cada vez mais rapido (aceleracdo paralela) ou descendo

freando (aceleragdo antiparalela). A segunda lei de Newton fornece as equagdes:

Bloco:Ty —Mg=Ma =T, =M (g +a)
Corda:T,—mg — Ty =ma =T, =T+ Mg +ma=(m+M)(g+a)

Note que nesse caso a corda estd mais tensionada do que no caso MRU/repouso. Novamente vemos
gue ndo ha perda de forca se a corda é ideal, ou seja, se m = 0. Note também que tudo funciona como se o
elevador estivesse em repouso (ou em MRU) e dentro do elevador a aceleragdo da gravidade fosse g +a e

naog.

Caso o elevador esteja com aceleracdo para baixo de mddulo a (d = —a § com a > 0), o que pode
significar que o elevador esta subindo freando (aceleragdo antiparalela) ou descendo cada vez mais rapido

(aceleracgdo paralela), a segunda lei de Newton fornece as equacgdes:

Bloco: T, —Mg=—-Ma =T, =M (g —a)
Corda:T,—mg — T, =—-ma 2T, =T, +Mg—ma=(m+ M)(g—a)

Note que esse é o caso em que a corda esta menos tensionada. Ndo ha perda de forca se a corda é
ideal, ou seja, se m = 0. Note também que tudo funciona como se o elevador estivesse em repouso (ou em
MRU) e dentro do elevador a aceleragdo da gravidade fosse g —a e ndo g. Por exemplo, caso o elevador
esteja em queda livre, entdo a = g e vale T; =T, = 0. A corda fica frouxa, ndo tensionada, o bloco fica
flutuando dentro do elevador (o bloco também estd em queda livre) e tudo funciona como se ndo houvesse
gravidade. Essa é a sensa¢do que tem um astronauta dentro de uma nave que orbita a Terra. A nave estd em
gueda livre, e o astronauta se sente em uma gravidade aparente nula, apesar de haver gravidade la.

A principal conclusdo que tiramos desse modelo é que as for¢as nas duas extremidades de uma corda

possuem modulos iguais (T; = T,) se a corda for ideal, ou seja, de massa nula ou desprezivel.
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Equivalentemente, para uma corda de massa nula, T(P) = T para qualquer ponto P da corda. Vamos
usar essa propriedade na solugdo de problemas que envolvem cabos, polias etc. E importante notar que essa
propriedade s6 vale mesmo se a corda estiver livre, ou seja, ndo arrastando em nada e nem carregando nada
junto com ela. De fato, se a corda estiver arrastando em algo havera uma forc¢a de atrito na corda e isso fara
com que T; # T,. Analogamente, se a corda estiver levando algo com massa pendurado nela (em um ponto
qgualquer entre as duas extremidades) ou mesmo girando uma polia com massa, tudo funcionara como se a
corda tivesse massa e novamente T; # T,. Concluindo, T; = T, somente para uma corda leve e livre, atada e

em contato com outros corpos apenas em suas extremidades.
2.3.2 Dinamica do movimento circular

O movimento circular, uniforme ou ndo, é caracterizado pela presenca obrigatdria da aceleracdao
centripeta, de modulo:

V(t)?

Acene () =

sendo 7 o raio do circulo e V(t) o médulo da velocidade no instante t . E a aceleracio centripeta que da a

variacdo da direcdo do vetor velocidade, que é sempre tangente ao circulo.

No caso especifico do movimento circular uniforme (MCU), V(t) =V e a aceleracdo centripeta tem

maddulo constante.
Como a segunda lei de Newton diz que:
= -
R=ma
entdo, o movimento circular de uma particula de massa m é caracterizado pela presenca obrigatéria de uma

forca resultante centripeta de médulo dado por:

V(©)?

Reene(t) =m

Concluindo: as forcas que atuam em uma particula de massa m que estd em movimento circular de
raio r devem ser tais que produzam nessa particula uma resultante centripeta R..,;:(t) dada pela expressdo
acima. Vale a pena enfatizar aqui que ndo estamos definindo uma nova forga, a “forca centripeta”. Estamos
apenas dizendo que, no movimento circular, as forgas com as quais ja estamos acostumados: peso, tensao,

normal, atrito, etc. devem ser tais que se somem e resultem em uma resultante centripeta.

No caso do MCU a particula possui apenas aceleracdo centripeta e, portanto, a resultante serd apenas
uma resultante centripeta. No caso do movimento circular ndo uniforme ha também a aceleragao tangencial

Aiqn () de magnitude:

d
atan(t) = av(t)

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 2



123

Portanto, hd também uma resultante tangencial de magnitude:

d
Rian(6) = ma V(t)

Considere o exemplo da Lua. Abstraindo o movimento desse corpo em torno do Sol, juntamente com a
Terra, a Lua possui um movimento que pode ser aproximado razoavelmente como um MCU em torno do
centro da Terra. Entdo, nesse contexto, a resultante das for¢as que atuam na Lua deve apontar para o centro

da Terra. Quais as forcas que produzem essa resultante na Lua? Sé ha uma forca responsavel pela drbita da
-
Lua em torno da Terra, que € a forca da gravidade que a Terra exerce sobre a Lua, que chamaremos de Fr; .

Entdo, para a drbita circular da Lua podemos afirmar que:

2
Reene(t) = FT/L = mT
sendo m a massa da Lua, r o raio da érbita circular da Lua em torno do centro da Terra e V a velocidade orbital

da Lua em torno da Terra. Sendo um MCU, nesse caso Ry, (t) = 0.

Considere outro exemplo: um garoto que gira uma pequena
pedra de massa m amarrada na ponta de um barbante. A massa

percorre um circulo de raio r contido em um plano vertical, no

«Q,

sentido anti-horario. A mao do garoto esta fixa, definindo o centro do
circulo. Ao girar, a pedra passa sucessivamente pelos pontos A, B, C e

D mostrados na figura ao lado.

Vamos fazer diagramas de forgas para a pedra e descobrir

qgual a resultante centripeta em cada um dos pontos destacados na
trajetdria. Se desprezarmos a forga de arraste com o ar na pedra, sé
sobram duas forcas: o peso da pedra e a for¢a de contato T que a corda tensionada faz na pedra, que vamos
chamar de tensdo. Portanto, a segunda lei de Newton diz que:

— N

mg+T=ma

Na figura ao lado mostramos essas duas forgas, o peso como uma seta preta, sempre vertical para

baixo e de médulo constante, e a tensdo, como uma seta verde, sempre ao longo

do barbante (diregdo radial) e apontando para o centro do circulo (um barbante C
s pode puxar, nunca empurrar). Obtemos: /’ \\\
| vi /! \
EmA.Rcent(A)=TA—mg=m7 5 Yo B
vE :
EmB: Reene(B) =Ty =m-2 \ ,
r \\ ’
~ .7
A

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 2



124

2
EMC: Reon:(C) =Tc+mg = mVTC
v5

EmD: Roep; (D) =Tp =m -

sendo R, (i) a resultante centripeta na pedra, T; a tensdo que a corda faz na pedra e V; a velocidade da

pedra no ponto i .

Analogamente, para a resultante tangencial na pedra:

EmA: R;qn(A) =0 = %V(t)u (velocidade passando por um maximo)
EmB: Rygn(B) = —mg = %V(t)hg (velocidade para cima diminuindo)
Em C: Rygn(C) =0 = %V(t)lc (velocidade passando por um minimo)

EmD: Rygn(D) =mg = %V(t)h) (velocidade para baixo aumentando)

Note que esse movimento é um movimento circular ndo-uniforme: a bolinha sobe na metade AC do
circulo, atinge a altura mdxima em C, onde a velocidade é minima, cai na outra metade CA do circulo e atinge
uma altura minima em A, onde a velocidade é maxima. Durante esse movimento a tensdo no barbante varia,
ajustando a forca centripeta a velocidade (e vice-versa). A tensdo é maxima quando a pedra passa por A e

minima quando ela passa por C.

Se quisermos aproveitar o diagrama de forcas acima para pensar na érbita circular da Lua em torno da
Terra podemos fazer o seguinte: pensamos que a pedra é a Lua e que a Terra esta no centro do circulo;
esquecemos a forca representada pelas setas pretas; pensamos que a forca representada pelas setas verdes é
a forca de atracdo gravitacional que a Terra exerce sobre a Lua, que teria magnitude constante nesse caso,

digamos Fr,;. Entdo, para a Lua vale:

2
Em A, B, Ce D: Reene (4, B, C, D) = Fry, = m™=
EmA,B,CeD: Riyn(4,B,C,D) =0 = %V(t) (velocidade orbital de médulo constante V)
Nesse caso o movimento da Lua em torno da Terra € um MCU com velocidade de magnitude V;. A Lua

percorre um circulo com raio r = 380.000 km, gastando um tempo (periodo orbital) T = 27 dias para dar

uma volta completa nesse circulo. Portanto, sendo a velocidade orbital V; constante, obtemos:

_2mr _ 628 x 380.000
L= = 27 x 24

= 3.700 km/h = 1 km/s
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2.4 Exercicios resolvidos

ER 2.1) Mdquinas de Atwood: Considere que uma pessoa puxa a ponta de

«Q,

uma corda ideal (uma corda inextensivel e de massa desprezivel) com uma l

forga F. A corda passa por uma polia e tem amarrado na outra ponta um
bloco de massa M. O eixo da polia esta fixo no teto através de uma haste

vertical e a massa da polia é desprezivel. A figura ao lado ilustra a idéia.

Dados: F e M.

a) Faca um diagrama de forgas para o bloco

~l

Atuam no bloco apenas duas forcas verticais, o peso e a forca de T

contato que a corda tensionada faz nele, que vamos chamar de tensdo. Assim, o Y

diagrama fica como mostrado ao lado.

b) Calcule o mddulo da forga F gue a pessoa deve fazer na ponta da corda para que o l M
g

bloco fique em repouso.

Aplicando a primeira lei de Newton para o bloco, ja levando em consideracdo o referencial mostrado
no diagrama de forcas, obtemos:

T-Mg=0=T=Mg

Para relacionar esse resultado com F, a forga aplicada pela pessoa, devemos entender que uma polia
é basicamente um disco chanfrado, onde a corda encaixa. Ha duas possibilidades para o seu funcionamento:
ou a polia fica travada e a corda desliza no chanfro da polia, ou a polia gira em seu eixo, ndo havendo
deslizamento da corda na polia (na pratica as duas coisas podem acontecer ao mesmo tempo, ao acaso). Se a
corda desliza, haveria atrito cinético na corda. Vamos desprezar esse atrito. Se a polia gira, o que é o caso mais
comum, ela ofereceria inércia associada a esse giro (momento de inércia) e
atrito no seu eixo de giro. Ao desprezar a massa da polia, estaremos
desprezando essa inércia de rotacdo. Desprezaremos também o atrito no eixo

da polia. Concluindo, em qualquer caso podemos apelar para a propriedade da

T

corda leve e livre: as forcas que puxam as duas pontas da corda tém moddulos _T
iguais. Essas forcas estdo ilustradas na figura ao lado, sdao exatamente F e —T ,

— — - -
sendo —T areacdo a T (a corda puxa o bloco com T e o bloco puxa a corda com —T) . Portanto, obtemos a

equacdo (que podemos chamar de propriedade da corda leve e livre):
F=T (notequeﬁ + —T mas |ﬁ| =F = |—f| =T)

Logo, para manter o bloco em repouso a pessoa deve fazer na ponta da corda uma forga tal que:
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F=Mg

Uma forga, em mddulo, igual ao peso do bloco pendurado.

-

c) Calcule o médulo da forga F , F, que a pessoa deve fazer na ponta da corda para que o bloco suba com

aceleracdo de médulo a (@ = a 9 com a > 0).

Aplicando a segunda lei de Newton para o bloco, ja levando em consideracdo o referencial mostrado
no diagrama de forcas, obtemos:

T—-Mg=Ma=>T=M (g+a)
Novamente, apelando para a propriedade da corda leve e livre:
F=M(g+a)
A pessoa deve aplicar uma forga maior que o peso do bloco.

d) Calcule o médulo da forca F , F,que a pessoa deve fazer na ponta da corda para que o bloco des¢a com

aceleracdo de médulo a (@ = —a J com a > 0).
Da segunda lei de Newton obtemos:

T—-Mg=M(—a) >T=M (g —a)
Portanto:

F=M(g—a)
A pessoa deve aplicar uma forga menor que o peso do bloco.

Concluindo, para manter o bloco em repouso, a pessoa deve aplicar a extremidade da corda uma forca
de mddulo igual ao peso do bloco. Note que essa seria a mesma forca necessaria para que o bloco subisse ou
descesse com velocidade constante, jd que o caso a = 0 também é descrito pela primeira lei de Newton. Para
puxar o bloco para cima acelerado, a pessoa deve aplicar uma forga maior que o peso do bloco. Para deixar o
bloco cair acelerado, a pessoa deve aplicar uma forga menor que o peso do bloco. Se a pessoa quiser que o
bloco caia em queda livre, a = g, ela deve aplicar uma for¢a de mdédulo nulo, ou seja, ela deve soltar a corda.
Se a pessoa quisesse que o bloco caisse com aceleragdo a > g, ela deveria aplicar uma forga no sentido
oposto ao mostrado nas figuras (pois nesse caso F = M (g — a) < 0), ou seja, ela deveria empurrar o bloco.

Isso seria impossivel de ser feito através de uma corda, pois uma corda sé puxa, ndo empurra.

Vamos considerar agora uma maquina de Atwood mais elaborada, como mostrado na figura abaixo.

Ha duas polias leves, uma com eixo fixo no teto e outra flutuante. O bloco esta fixo no eixo da polia flutuante.

S
Vamos calcular novamente o mddulo da forca F que a pessoa deve fazer na ponta da corda para puxar o bloco
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nas diversas situacdes possiveis. O diagrama de forcas do bloco nao

«Q,

muda, é como mostrado no item (a). O que muda é arelacdoentre Fe T. l

De fato, considere o diagrama de forcas para a polia flutuante

(ver figura). Note, a reagdo a forca T no bloco n3o esta mais na ponta da

corda que é puxada pela pessoa, ela estd agora na ponta inferior da
pequena corda vertical que une o eixo da polia flutuante ao bloco. Esse
segmento de corda (leve e livre) transmite entdo uma forca de médulo T
para o eixo da polia flutuante. Como essa forca no eixo da polia flutuante
tem médulo T e é vertical para baixo, vamos chama-la simplesmente de
-T (mas note, a forga no eixo da polia flutuante ndo é a reacdo a forca no bloco, pois

esses dois corpos ndo interagem entre si, hda um segmento de corda entre eles).

Por outro lado, a corda maior dd uma volta na polia flutuante e novamente, =T

N
apelando para a propriedade da corda leve e livre, concluimos que as forcas, T', nas duas

pontas desse segmento de corda que abraga essa polia sdo iguais. Aplicando a segunda lei de Newton para a
polia flutuante e lembrando que ela possui, por hipdtese, massa Mp desprezivel, obtemos (considere um eixo

y para cima e Mp = 0):
ZT’—T:Mpap:()ﬁT:ZT,
Falta agora relacionar esse resultado com F . Basta olhar novamente o diagrama de forgas para o
segmento de corda que parte da mdo da pessoa e da uma volta na polia fixa no teto, que mostramos na

o
primeira parte desse exercicio. Nessa figura, onde esta escrito —T, considere agora que devemos escrever

-
—T'. Entdo, T' = F. Conclusdo: T = 2 F.
Vamos agora considerar os varios casos possiveis.

e) Calcule o médulo da forga F que a pessoa deve fazer na ponta da corda para que o bloco fique em repouso,

suba acelerado ou desca acelerado.

No caso do bloco em repouso, aplicando a primeira lei de Newton para o bloco obtemos:

T—Mg=0:T:Mg:F=M%

O interessante aqui é notar que essa maquina multiplica a forga. Para sustentar um peso M g , a pessoa deve
aplicar apenas metade da forga que ela aplicaria com a maquina mais simples, com apenas uma polia. Esse

caso também inclui o bloco subindo ou descendo em MRU.

Para o bloco subir (+) ou descer (-) acelerado obtemos, analogamente:
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E facil imaginar a aplicacdo pratica dessa maquina: amplificacdo de forga, pois “entra” uma for¢a de

modulo F e “sai” uma forga de médulo 2 F.

Podemos incrementar o numero de polias flutuantes

construindo mdquinas de Atwood mais complexas e que levam a

—
«Q,

uma amplificacdo maior da for¢ca. No exemplo da figura ao lado,

podemos mostrar que

Ou seja, temos que aplicar uma forga quatro vezes menor para
movimentar a mesma massa, quando comparamos com a maquina

simples com uma polia apenas.

Infelizmente, a maquina de Atwood nao faz milagres. Note que se vocé usar a primeira maquina, com
uma polia apenas, ao puxar um comprimento L de corda, o bloco sobe um comprimento L. Usando a segunda
magquina, com uma polia flutuante, puxando um comprimento L de corda, o bloco sobre apenas L/2 (porque a
corda esta “dobrada” na polia flutuante). Portanto, na segunda maquina, para erguer o bloco de uma altura h,
devemos puxar um comprimento de corda 2h. Quando estudarmos o conceito de trabalho de uma forga,
vamos ver que para erguer o bloco de uma dada altura h, realizaremos o mesmo trabalho nas duas maquinas
(W=Fh=(F/2)(2h) ). Ndao h3a, portanto, nenhum ganho “energético” no uso dessa mdaquina mais

elaborada, ha apenas ganho de forga.

ER 2.2) Considere um bloco de massa M; amarrado a ponta de uma

corda leve e apoiado sobre uma mesa horizontal com atrito. Os M,
coeficientes de atrito entre a mesa e esse bloco sdo g e ¢ A corda lg
passa por uma polia leve de eixo fixo e tem a sua outra ponta
amarrada em um bloco de massa M, , que fica pendurado. Os blocos
M,
estdo inicialmente em repouso. A situacdo esta mostrada na figura.
Dados: M;, Mz, e, Uce g.
a) Faca diagramas de forgas para os dois blocos. . 72
n
Ty
v ﬁA M1 — MZ
- y
My g l M, g
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Resumidamente: a Terra puxa os dois blocos para baixo, na vertical (M; g e M, g ); a mesa empurra o
bloco 1 para cima ( 7j); a corda tensionada puxa o bloco 1 para a direita (TH) e puxa o bloco 2 para cima (72); o

atrito com a mesa impede/atrapalha o deslizamento do bloco 1 (ﬁA) sobre a mesa. Note que ja dotamos os
referenciais para os dois blocos. Apesar do referencial ser arbitrario, costumamos adotar, por conveniéncia,
referenciais em que um dos eixos aponta na dire¢do e no sentido do movimento (ou do potencial movimento)
dos blocos. Nesse caso, sabemos que o bloco 2 vai, ou tem a tendéncia de, cair; dai adotamos um eixo y para
baixo. O bloco 1 vai, ou tem a tendéncia de, deslizar para a direita; por isso colocamos um eixo x nessa direcao
e sentido. Adotando eixos orientados na direcdo e no sentido das aceleragdes dos corpos diminuimos a chance
de cometermos erros de sinal, principalmente em problemas que envolvem varios corpos com movimentos

vinculados entre si. Adotaremos essa pratica na escolha dos referenciais em toda a extensdo desse curso.
b) Calcule a relacdo entre M; e M, para que os blocos continuem em repouso.

Vamos supor que os blocos estejam em repouso. Note que nesse caso a forga de atrito serd uma forga

. sae =(E . . . . s .. .
de atrito estdtico PA( ) Usando a primeira lei de Newton, ja com os referenciais mostrados nos diagramas de

forgas, obtemos:
- _pE _ A _
Blocol:x: T; —F, " =0 y: n—M;g=0
Bloco2:y: Myg— T, =0

Note que a reagdo a Ty atua na ponta esquerda da corda e a reagao a T, atua na ponta inferior direita

da corda. Apelando para a propriedade da corda leve e livre obtemos:

Portanto, obtemos as equacdes:
Blocol:x: T = FA(E) y: n=M;g
Bloco2:y: T = M,g

~ , E . . .
Dessas equacgdes concluimos que E4( ) = M,g , ou seja, quanto maior a massa pendurada M,, mais

atrito é necessario para segurar o bloco 1, ndo deixando ele deslizar na mesa.

Aparentemente essas equagbes ndo implicam em nenhuma relagdo entre as massas dos blocos. Mas,
devemos nos lembrar que, para que os blocos continuem em repouso, a forca de atrito estatica ndo pode

superar seu limite, dado por:

E
FA(M)AX = UgN = pg Myg

Como ja concluimos que PA(E) = M, g , chegamos finalmente a seguinte desigualdade:
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E E
ED <ES) = Myg < wgMig = M, < pg My

Para ilustrar, vamos imaginar um bloco de cobre de massa M; = 10 kg apoiado em uma mesa de aco (

ug = 0,53 e ues = 0,36). Entdo, concluimos que:
M, <pgM,; =5,3kg

Logo, nesse caso, se pendurarmos um bloco de massa M, = 5 kg, os dois blocos permanecem em repouso. Se
pendurarmos um bloco de massa M, = 5,3 kg, os blocos permanecerdo em repouso, mas na iminéncia de se

moverem. Se M, > 5,3 kg, o bloco 1 desliza e o bloco 2 cai.

c) Calcule as aceleragGes dos blocos, supondo que o bloco 2 esta caindo e arrastando o bloco 1 para a direita.

Note que nesse caso a forgca de atrito serd uma forca de atrito cinético }7:4(6), apontando para a

esquerda, como mostrado no diagrama de forgas.

Antes de partir para o cdlculo dos mddulos das aceleragdes (afinal as dire¢Ges nés ja sabemos: para o
bloco 1 a aceleragdo é horizontal e para o bloco 2 a aceleragdo é vertical; os sentidos serdo dados pelos sinais
das aceleragdes), vale a pena observar que nao estamos aqui assumindo que M, > ug M;. De fato, no item (b)
mostramos que para M, < pg M; os blocos permanecem em repouso, se colocados inicialmente em repouso.
Mas, nada impede que, mesmo no caso M, < pg M;, forcemos os blocos a se moverem, através de um
peteleco, um empurrdo ou um chute. Essa é a hipdtese aqui, os blocos estdo se movendo, ndo importa se eles
estdo se movendo porque M, > ug M;, caso em que ndo haveria atrito estatico suficiente para impedir que
eles se movessem, ou porque M, < pug M;, caso em que eles ficariam parados, se estivessem inicialmente
parados, mas em que eles foram forcados a se moverem pela acdo de um agente externo, um peteleco, por
exemplo. Note que a forca associada a esse peteleco ndo estd mostrada no diagrama de forcas, porque

estamos considerando aqui o que acontece apds o peteleco e ndo durante o peteleco.

Se os blocos se movem, devem se mover acelerados, em geral. Portanto, usando a segunda lei de

Newton, ja com os referenciais mostrados nos diagramas de forgas, obtemos:
Bloco 1: x: Tl—FA(C)=M1 aq y: n—M;g=0
Bloco2:y: Myg— T, =M, a,

Continua valendo T; = T, = T. Usando ainda a lei do atrito cinético FA(C) = uc 1, ficamos com as equagdes:
Blocol:x: T —ucn=M;ay y: n=M;g

Bloco2:y: Myg— T =M, a,
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Note que substituindo 1 na primeira equagdo ficamos ainda com duas equagdes e trés incognitas: T , a; e a, .

Precisamos entdao de mais uma equacao.

Essa ultima equacgdo ndo vem da dinamica, mas do vinculo entre os movimentos dos blocos. De fato,
se o bloco 1 se move uma distancia L para a direita, entdo o bloco 2 se move a mesma distancia L para baixo.
Mais ainda, se o bloco 1 se move uma distancia L para a direita em um tempo T, entdo o bloco 2 se move a
mesma distancia L para baixo no mesmo tempo T. Isso sé ndo ocorreria se a corda esticasse, afrouxasse ou

arrebentasse. Excluindo esses casos, concluimos que as velocidades dos blocos sao iguais, em mddulo:

Vi(t) = V,(t)
Derivando essa igualdade chegamos a conclusdo que vale o vinculo entre os movimentos:

a;=a,=a

Portanto, ficamos com as equagdes:
Blocol:x: T —ucMig=M;a
Bloco2:y: Myg— T =M,a

Concluindo:
My, — pe My

a=
M, + M,

Note entdo que:

Se M, < uc M;, entdo a < 0 e os blocos, apds o peteleco, freiam até parar, porque as aceleragées
estardo opostas as velocidades dos blocos. Isso porque assumimos de partida que as acelera¢Ges estavam para
a direita (no bloco 1) e para baixo (no bloco 2). O sinal negativo indica que nesse caso as aceleragbes tém
sentidos opostos aos que assumimos, ou seja, a aceleragdo do bloco 1 estara para a esquerda e do bloco 2

para cima. Ambos estardo freando (aceleragGes antiparalelas).

Se M, = u- M;, entdo a = 0 e os blocos, apds o peteleco, se movem com velocidade constante, a

velocidade inicial arbitraria definida pelo peteleco.

Se M, > u-M;, entdo a > 0 e os blocos, apds o peteleco, ou apds serem soltos do repouso (se
também M, > up M, ; lembre-se que s < ug ), se movem com velocidade crescente (aceleragdes paralelas

as velocidades dos blocos: para a direita (no bloco 1) e para baixo (no bloco 2)).

d) Calcule as aceleracdes dos blocos, supondo que o bloco 2 estd subindo e o bloco 1 deslizando para a

esquerda.

Essa situacdo ndo vai acontecer espontaneamente. Alguém precisa dar um “peteleco” no bloco 1, para

que ele se mova para a esquerda e puxe para cima o bloco 2. Considere entdo que demos um peteleco no
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bloco 1 para a esquerda. Ele vai deslizar para a esquerda puxando o bloco 2 para cima. O que acontece apds o
peteleco? Basicamente devemos repetir o raciocinio feito em (c), tomando o cuidado de inverter o sentido da

forca de atrito cinético mostrada no diagrama de forcas. Para efetivar essa inversao de sentido basta trocar o

sinal de F:q(c) nas equacdes fornecidas pela segunda lei de Newton. Obtemos:
Blocol:x: T+ucn=M;a y: 1 =M,g
Bloco2:y: Myg— T =M,a

Portanto:
Blocol:x: T+ ucMg=M;a
Bloco2:y: Myg— T =M,a

O que leva a:
_ My +pucM,
M+ M,
Note, nesse caso ndo ha possibilidade de ocorrer a < 0 ou a = 0. Os blocos sempre se moverao com
velocidades decrescentes (freando: movimento retardado), porque a > 0 significa exatamente aceleragdes
opostas as velocidades que estamos assumindo para os blocos nesse item (nos referencias que adotamos as

velocidades dos blocos seriam negativas nesse caso).

ER 2.3) Uma balancga, como essas que existem nas farmacias, é colocada no piso horizontal de um elevador.

Uma pessoa de massa M sobe na balanca para “medir o seu peso”.
Dados: M e g.

a) Faca diagramas de forgas para a pessoa e para a balanca.

Resumidamente: A Terra puxa a pessoa e a balanca para baixo Te/p ﬁP/B
(Mge mg,m éamassa da balanca); a pessoa sobe na balanca e a
empurra para baixo (ﬁp/B); a balanca, por sua vez empurra a pessoa
para cima ( ﬁB/P, reacdo a ﬁp/B ); a balanca se apdia no piso do

elevador e esse piso empurra a balanca para cima (ﬁE/B). Essas forcas

estdo representadas nas Figuras ao lado.

b) Suponha que a pessoa esteja quieta sobre a balanca e que o elevador

esteja em repouso, calcule a leitura da balanca.
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A balanca é um instrumento para medir massa (ou peso na linguagem equivocada do cotidiano). A
balanca faz isso medindo o peso, da pessoa nesse caso, e calculando a massa através da relagdo simples entre
massa e peso (basicamente P = 9,8 M). A balanca indica entdo em uma escala o valor da massa M. Mas, a
balanca ndo pode “sentir” ou “sofrer” o peso da pessoa. O peso da pessoa atua na pessoa e ndo na balanca. A
balanca ndo pode medir uma forga que estd atuando em outro corpo. Assim sendo, a balanga mede o mdédulo
da forca de contato que a pessoa faz na balanca, o médulo de ﬁP/B nesse caso. Medindo 7p,p , a balanca
infere o valor de M g e dai o valor de M . Essa inferéncia sé funciona se a pessoa ficar quieta sobre a balanga.
Se vocé subir em uma balanga de farmacia e ficar pulando sobre ela vai ver que a leitura da balanga varia, de
acordo com os pulos, mas seu peso ndo muda enquanto vocé pula. A balanca ndo mede diretamente o peso.
Concluindo, vamos calcular o valor de 1p /5, que € o “peso da pessoa indicado pela balanga”. Vamos ver que a
leitura da balanca vai depender do movimento do elevador. Nesse contexto, podemos chamar 1p /5 de “peso
aparente” da pessoa, o peso que a pessoa “aparenta” ter no referencial do elevador, pois a balanca indica para

a pessoa a massanp/g/g -

Nesse primeiro caso, elevador e pessoa em repouso, podemos aplicar a primeira lei de Newton para a

pessoa. Usando o eixo y na figura obtemos:
Rp=0=ng,p— Mg=0 = ng,p =Mg
Utilizando a terceira lei de Newton, obtemos:
Np/g = NMpp = Mg

Portanto, a balanga vai indicar para a pessoa a massa:

Mp/B :@:
9 g

Note que esse resultado se aplica para o caso em que o elevador estd se movendo com velocidade

M

constante (a = 0), que também esta no contexto da primeira lei de Newton.

Concluindo, se o elevador for um referencial inercial (com uma farmacia), uma pessoa dentro dele
consegue medir sua massa através de uma balanca. Esse é o caso do planeta Terra. Sabemos que a Terra ndo é
exatamente um referencial inercial, por causa de seus movimentos curvos no espago, mas, as aceleragdes
associadas a esses movimentos sao muito pequenas e por isso podemos tomar como uma aproximagao muito
boa a de que a Terra é um referencial inercial. Assim sendo, uma pessoa aqui na Terra, quando entra em uma
farmacia, sobe em uma balanca e fica quieta sobre ela, consegue medir sua massa com uma boa precisdo. Para
melhorar mais ainda essa precisdo, a balanga pode levar em conta no valor de g a aceleragdo centripeta
associada a rotagdo da Terra em torno de seu eixo (utilizando o valor da gravidade aparente g,, mas

lembrando que o valor de g, depende da latitude). A maior diferenga entre os valores de g, e de g ocorre
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sobre a linha do equador e é de cerca de 0,03 m/s’, podendo ser desprezada em problemas em que n3o se

exige grande precisdo numérica. E o que faremos aqui.

c) Suponha que a pessoa esteja quieta sobre a balanca e que o elevador esteja subindo com aceleragdo de

modulo a , calcule a leitura da balanca.

Nesse caso, elevador e pessoa subindo acelerados, podemos aplicar a segunda lei de Newton para a

pessoa. Usando o eixo y na figura obtemos:
§P=M5$UB/P— Mg=Ma = ng;p =M(g +a)
Utilizando a terceira lei de Newton, obtemos:
Np/g = Npp = M(g +a)
Portanto, a balanga vai indicar para a pessoa a massa:

p/B _ M(g + a)
g g

a
“u (1+9) 5w
9

No elevador subindo acelerado, a pessoa se sente mais pesada, comprimindo mais o piso do elevador,
nesse caso comprimindo mais a balanga. A balanca mede um peso (ou uma massa) aparente maior para a
pessoa, que no caso do elevador com a = 0. Tudo funciona como se o interior do elevador fosse um mundo
com gravidade g + a. Essa idéia funciona também para o elevador descendo freando (o que importa aqui é

que d esta para cima, por hipdtese).

d) Suponha agora que a pessoa esteja quieta sobre a balanga e que o elevador esteja descendo com

aceleragdo de médulo a (para baixo), calcule a leitura da balanga.
Nesse caso, elevador e pessoa descendo acelerados, a segunda lei de Newton para a pessoa leva a:
R’)P:Ma:nB/P_ Mg=-Ma = ng;p =M(g—a)
Utilizando a terceira lei de Newton, obtemos:
Np/p = MB/p = M(g —a)

Portanto, a balanga vai indicar para a pessoa a massa:

Np/B _ M(g —a)

a
=M(1——)<M
g g g

No elevador descendo acelerado, a pessoa se sente mais leve, comprimindo menos o piso do elevador,
nesse caso comprimindo menos a balanca. A balanca mede um peso (ou uma massa) aparente menor para a

pessoa, que no caso do elevador com a = 0. Tudo funciona como se o interior do elevador fosse um mundo
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com gravidade g — a. Essa idéia funciona também para o elevador subindo freando (o que importa aqui é que

d esta para baixo, por hipdtese).
Note que se o elevador estiver em queda livre (a = g), obtemos:

Np/g =0

Nesse caso a pessoa nao se sente pressionando a balanga e seu peso aparente é nulo. A pessoa se
sente sem peso. Tudo que estd dentro de um elevador em queda livre tem peso aparente nulo. Note, os
corpos tém peso (M g), mas o peso “aparente”, “sentido” e medido por uma balanga, é nulo. Essa é a sensagao
que tem um astronauta dentro de uma nave que orbita a Terra. A nave esta em queda livre, como o elevador
aqui com a = g, e tudo flutua dentro da nave, o astronauta flutua, um copo de 4gua flutua, a agua flutua.
Nada cai, porque tudo ja estd caindo de fato, juntamente com a nave. Concluindo: ndo é correto dizer que nao
ha gravidade dentro do elevador em queda livre e pelo mesmo motivo ndo é correto dizer que ndo ha

gravidade dentro de uma nave que orbita a Terra. Mas, é verdade que dentro do elevador em queda livre e

dentro da nave em drbita em torno da Terra a gravidade aparente é nula.

ER 2.4) Um bloco de massa M; estd apoiado em repouso em uma superficie horizontal

. - o a . M; —>
com atrito (os coeficientes de atrito sdo WUeis € Heis ). Em um dado instante um segundo
bloco de massa M, é lancado sobre o bloco 1 e passa deslizar sobre o bloco 1, sob efeito M,
do atrito cinético entre os blocos (coeficientes de atrito peiz € Heis ).

Dados: M;, M3, Heis, Keis s Hewz , Mciz € G.

a) Faca diagramas de forcas para os blocos, supondo que o bloco 2 esteja deslizando sobre o bloco 1 no

sentido para a direita.

s 775/1 7
/2 T2 g
FA2/1
2(C) —
F M > M1
y . Al1/2 2 FAS/l
M2 l%ﬁ

Olhando para as Figuras acima, resumidamente: a Terra puxa os dois blocos para baixo, na vertical
(M; ge M, g ); a superficie horizontal onde o bloco 1 esta apoiado empurra o bloco 1 para cima (7js/1); O
bloco 2 estda em contato sobre o bloco 1 e o empurra para baixo (ﬁ2/1); o bloco 1 responde (agdo e reagao),
empurrando o bloco 2 para cima (17 ,;); o bloco 2 esta deslizando sobre o bloco 1 para a direita e o atrito

cinético nele atrapalha esse deslizamento (ﬁﬁ}z). O bloco 1, por sua vez, é empurrado para a direita pelo

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 2



136

FO

2 (C)
A1/ F

A2/1" O atrito do bloco 1 com a

bloco 2, pela acdo do atrito nele, a reacdo a 5 » que chamaremos de

superficie (ﬁAS/l) impede ou atrapalha o deslizamento do bloco 1 na superficie.

b) Suponha que o bloco 1 permanega em repouso. Calcule a relagao entre os dados do problema para que isso

ocorra.

O bloco 2 esta freando e a segunda lei de Newton fornece as equagdes:

c
Bloco 2: x: —F,§1}2 =M; a; = —Uci12 12 = Mz a; | v My —Mg=0
Portanto, o bloco 2 freia com aceleragdo: a, = —pc12 g - O sinal negativo indica apenas que essa

aceleragdo esta no sentido —x do referencial adotado na figura.

O bloco 1 estda em repouso, por hipdtese, e a primeira lei de Newton fornece as equacgdes:

Bloco 1: x: Fg}l - Fg}l =0 | yi Ns/1 —Mz1 —M1g =0

Note que a forga de atrito ﬁAS/l é uma forga de atrito estdtico nesse caso.

Sabemos que o atrito estatico possui um limite maximo. Portanto, o bloco 1 sé vai conseguir se manter

em repouso se valer, para o atrito entre o bloco 1 e o solo:

(E) (E) _
FAS/l = FAS/lMAX = Hg1sTs/1

E c c
Portanto, sabemos que qu(_g;l = ngZ}l = FA(JZ = Uc12 MN1j2 = Hc1z M2g < Beis sy

Mas, n5/1 = N2/1 + M1g = (M, + My)g . Concluindo:

M, +M M
Hc1z <1 2_q,.201
HE1s M, M,

Uciz Mag < pgis (My + M3)g =

Essa é a condicdo que deve valer entre os parametros do problema para que o bloco 1 permaneca em

repouso, mesmo sendo empurrado pelo bloco 2, que desliza sobre ele. O caso limite

corresponde a situacdo em que o bloco 1 fica na iminéncia de deslizar no solo.
c¢) Suponha que o bloco 1 esteja também deslizando no solo. Calcule o médulo da aceleracdo dele.

Para o bloco 2 continua valendo:

c
Bloco 2: x: _Ff§1}2 =My a; > —Uc12 M2 = Mz ay y: N2 —Myg =0
e ele freia com aceleragdo: a, = —lci2 g -
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Para o bloco 1, a segunda lei de Newton fornece as equacdes:

FO _ p©

Bloco 1:x: Fyy)q = Fygyy = My ay Vi Ns/1 =Nz —Mig =0

Note que a forga de atrito ﬁAS/l é uma forga de atrito cinético nesse caso. Portanto, ficamos com:

c c
Féz% - ngs% = pc12M29 — pers(My + My)g = My ay

Concluindo:
M,
a; = ﬁ(ﬂmz — Uc1s) — Heis| 9
1

Note que se, por exemplo, ndo houver atrito entre o bloco 1 e o piso (uq1s = 0), entdo

M,

a1=ﬁﬂc129 >0
1

ou seja, o bloco 1 vai acelerar para a direita, aumentando sua velocidade.

Note que a aceleragdo a; pode ser positiva, nula ou negativa, dependendo dos valores dos parametros.
a, = 0 significa que o bloco 1 se move com velocidade constante, enquanto o bloco 2 desliza sobre ele.
Quando o bloco 2 parar de deslizar, o bloco 1 comecara a frear, sob a¢do de F,s/1. O caso a; < 0 significa que
o bloco 1 freia, enquanto o bloco 2 desliza sobre ele e continuard freando, com outra aceleracdo, quando o

bloco 2 parar de deslizar. Esse exemplo mostra que é errado pensarmos que o atrito sempre se opde a

. . . . . . R(C
movimento. E verdade que isso é bem comum, mas vemos aqui que a forga de atrito szjl atua no mesmo

sentido do movimento do bloco 1, empurrando-o para a frente.

d) Vamos considerar agora que o bloco 2 parou de deslizar sobre o bloco 1 e que os dois blocos passaram a

deslizar juntos. Calcule o médulo da aceleracdo dos blocos.
Os dois blocos se movendo juntos funcionam como se fossem um sé bloco, de massa M; + M,.
Imagine entdo esse bloco “total”, cujo peso é P;, = (M; + M,)g, e em que atuam também, uma for¢a normal

7O

As/10 ambas produzidas pela a¢do do piso horizontal no bloco 1. A segunda

775/1 e uma forga de atrito cinético

lei de Newton diz que:
2 Blocos: x: —Fg}l =(M; + M) aq, y: N1 — (M +Mp)g =0
Portanto: —picis g1 = (My + Mp)ai, = —pcis (M + M) g = (My + M3)aq,
Concluindo: ay5 = —pcis 9
Apenas como exercicio, podemos calcular essa aceleracdao com base nos digramas de forcas para os

FO o BO o EE) L RE)

blocos mostrados anteriormente, tendo apenas o cuidado de trocar as forcas A1)2 azy1 POr Fyy 7y A2/
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jad que nesse caso o atrito entre os blocos seria estatico e ndo cinético. A segunda lei de Newton fornece as

equacoes:
Bloco 2: x: —F) =M : —Myg=0
oco2:x: —Fyi, 2 Az Y M1z 29
E c
Bloco 1: x: Féz% - ngs% =M; ay Vi Nsj1 — N2y — Mg =0

Note, nio pod d i F& - i 50 é verdad
ote, na0 podemos € nem evemos usar aqul que A1)2 = nuE12 7]1/2 porque ISsO nao e verdaade.

. oA . , . E
Apenas se bloco 2 estivesse na iminéncia de deslizar sobre o bloco 1 poderiamos dizer que ngl)Z =

F/ESZMAX = Ug12 M1/2- Mas, ndo existe essa hipotese aqui. Estamos considerando apenas que o bloco 2 ndo

estd deslizando sobre o bloco 1. A for¢a de atrito estatico no bloco 2 pode, portanto, ter qualquer valor tal que

F®

Fﬁ)z < Ug12 M1/2 - Analogamente para a reagdo A2)1 -

O fato dos dois blocos estarem se movendo juntos nos permite assumir que a; = a, = a,,. Portanto:

Bloco 2: x: —Fﬁ}z = M; ay; Vi Nz =~ Mg =0
Bl 1: x: F(E) _ =M . — —M,0=0
0co 1ix: Iyyiq — HeisNs/y = Ml Yo Ns/1 — N2 19 =

E _ pE
FA1/2 = FA2/1'

Apelando para a terceira lei de Newton:
Concluindo:

—My ai; — pc1s My + My)g = My ayp = a2 = —lcis g

ER 2.5) Em um brinquedo de parque de diversGes, uma pessoa de massa M /\

fica em contato com a parede interna de um cilindro de raio r que gira com \j
velocidade angular constante. A parede é vertical e mesmo assim, sem \_/

nenhum apoio para os pés a pessoa ndo cai. Ela fica apenas apoiada na parede,

«Q

girando juntamente com o cilindro. O coeficiente de atrito estatico entre a

pessoa e a parede do cilindro é . A idéia estd ilustrada na figura ao lado.
Dados: M, r, ¢ e g.

Calcule a velocidade minima de rotagao que o cilindro deve ter para quea |  __--—-__

pessoa nao deslize e caia. \__/

Vamos iniciar fazendo um diagrama de forgas para a pessoa, conforme

a Figura abaixo: a Terra puxa a pessoa para baixo (M g). Enquanto gira, a parede do cilindro possui uma
aceleracdo centripeta, que é transmitida para a pessoa que esta encostada nessa parede, através de uma forga

normal de contato (77 ), que é uma forca centripeta. Com isso, a parede do cilindro empurra a pessoa na
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direcdo radial para dentro (7 ). A pessoa tende a deslizar para baixo na parede

. . . = . . 2(E)
do cilindro, mas a forga de atrito estatico (Eq(E)) impede esse deslizamento (por Ey
hipétese). Estamos supondo que o cilindro, e a pessoa, estdo girando com
velocidade angular constante. Se ndo fosse o caso, se a velocidade nao fosse 7

. . " N —
constante, teria que haver uma outra forca (de atrito estdtico) na diregao y
tangencial, para garantir a aceleracdo tangencial da pessoa (e da parede do
cilindro).
X
A pessoa esta em MCU e a resultante sobre ela deve ser uma resultante Mg

centripeta. No nosso referencial a direcdao x é exatamente a direcdo centripeta e,

portanto, sendo a a aceleracado centripeta, a segunda lei de Newton aplicada a pessoa fornece as equacgoes:
xxn=Ma y: &(E)—Mg=0
Supondo que o cilindro esteja girando com velocidade angular w (a = w? r) ficamos com:
n=Muw?*r

Notamos que quanto menor a velocidade w, menos a parede do cilindro pressiona a pessoa (e vice-versa).

Para w=0, por exemplo, ndo haveria a forga 7.

Na direcdo y o peso esta sendo equilibrado pela forca de atrito estatico. Mas a forca de atrito estatico

possui um limite superior, dado por:

E
P;l(M)AX =HUeT

Podemos notar agora porque a velocidade de rotagdo do cilindro influencia a tendéncia que a pessoa
tem de deslizar para baixo. Quanto menor w, menor 1 e, portanto, menor Iil(ﬁ,,)AX. Mas, FA(E) tem que
equilibrar o peso da pessoa, para que ela ndo escorregue para baixo. Pode haver o caso, entdo, da velocidade
ser tdo baixa, que a forca de atrito necessaria para equilibrar o peso nao possa ser produzida, basicamente
porque:

E E
F = Mg > F{\ay = g0 = ugM w? 7

Resumindo, para que a pessoa nao deslize, o atrito estatico tem que satisfazer a desigualdade (de fato
tudo tem que satisfazer a uma desigualdade similar, tudo tem que ser menor que seu valor maximo, mas nem

tudo possui um limite superior finito):

(E) (E)
Fy™" = Fypiax

Nesse caso, essa desigualdade fica:

E E
EP =Mg < 8. = usM w?r
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ou seja,
Mg < ugM w?r
e portanto

ppw?rzg

Concluindo, para que haja atrito suficiente para equilibrar o peso da pessoa, tem que existir forca
normal (contato) suficiente e isso pressupde que haja velocidade de rotacdo suficiente. A velocidade satisfaz a

desigualdade:

O
HgT

A menor velocidade de rotacdo aceitavel (para a pessoa nao deslizar) seria:

g

WyIN =
HET

Note que esse resultado independe da massa da pessoa, mas depende da roupa que a pessoa estiver
usando, através do yg. Uma pessoa muito “lisa” teria dificuldade de aproveitar esse brinquedo.

Para dar um exemplo numérico, suponha uma pessoa de massa M = 70 kg. Vamos supor que

pg =08,r=5meg =98m/s’.
Para que essa pessoa ndo escorregue, tem que atuar nela uma forca de atrito estatico de magnitude:

F) = Mg = 686 N

A forga de atrito estatico maxima nesse caso seria:

EE = usM w? r = 280 w?

WyIN = /i = 1,57 rad/s

Considere que o cilindro esteja girando com w = 1 rad/s. Nesse caso:

e a velocidade minima seria:

EE) =280 w2 = 280N

Entdo, precisamos de 686 N de atrito para segurar a pessoa, mas o atrito maximo que pode ser

produzido é de 280 N. Resultado, a pessoa desliza para baixo, sob a¢do do atrito cinético.

Considere agora que o cilindro esteja girando com w = 2 rad/s. Nesse caso:

E  _ _
Fiax = 280 w? =1.120N
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Agora precisamos de 686 N de atrito e o atrito maximo que pode ser produzido é de 1120 N.
Resultado: o atrito estatico serd de 686 N e a pessoa ficard girando tranquilamente, sem a menor

possibilidade de escorregar para baixo.

Antes de desligar o brinquedo, deve ser acionado um apoio para os pés da pessoa, para que ela nao

escorregue e caia enquanto o cilindro vai parando de girar.

ER 2.6) Um carro de massa M esta fazendo uma curva circular de raio r em uma estrada horizontal. Discuta o

papel do atrito entre os pneus do carro e o asfalto nesse movimento.

Um carro sé consegue se mover no asfalto por causa do atrito estatico entre os pneus e o asfalto. O
atrito é estatico, mesmo com o carro se movendo, porque estamos supondo que o carro nao esta derrapando,
ou deslizando, no asfalto. Nesse caso, os pneus apenas rolam no piso, sem deslizar, e o atrito pneus/asfalto é
estatico. Havendo qualquer derrapagem, o atrito pneus/asfalto passa para o regime cinético. Ndo vamos

considerar esse caso (arbitrario) de derrapagem aqui.

Antes de entrar na discussdo do carro fazendo a curva, vamos considerar o papel do atrito
pneus/asfalto no movimento de um carro em uma estrada reta. Pelo fato de se mover no ar, o carro ja sofre
uma forga oposta ao seu movimento, a forca de arraste com o ar. Essa forca é tanto maior quanto maior for a
velocidade do carro, e pode ser minimizada, mas nunca anulada, através de desenhos aerodindmicos. Além
disso, hd também o atrito de rolamento nos pneus, que é pequeno, para pneus bem calibrados e estradas

razoavelmente rigidas, e que por isso vamos desprezar aqui.

A Figura ao lado mostra um carro se movendo para a

direita, apoiado no piso de asfalto horizontal (ndo mostrado). A ij’?\ .

— ——e Far
= — o
forca de arraste é F,i. Para simplificar, ndo estamos mostrando ﬁ—\\—

nessa figura o peso do carro e a for¢a normal que o piso faz no @ g >

carro. Essas duas forcas estdo se cancelando mutuamente. Essa

seria a situacdo de um carro desligado, se movendo por inércia, na
presenca do arraste. Obviamente ele vai parar apds alguns instantes, pois ha uma forca resultante, e uma
aceleracdo, oposta a velocidade (a velocidade estd no sentido +x). De fato, a segunda lei de Newton, e o

referencial mostrado na figura, fornecem a equacao:
_FAR = M a

A aceleragdo é negativa, oposta a velocidade. Note que a aceleragdo ndo seria constante nesse caso, porque a

medida que o carro fosse parando, Fyg = 0ea = 0.
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Vamos considerar agora que o carro esta ligado. Se o motorista quer manter o carro se movendo para

a frente, deve haver no carro uma forca para a frente, que venca a forca ﬁAR . Essa forca é exatamente a forca
de atrito estatico que o asfalto produzird nos pneus do carro, quando o motorista pisar no acelerador. Os
pneus que estdo acoplados ao motor serdo forcados a girar no sentido horario
(na figura ao lado, para um carro se movendo para a direita), tendendo a
deslizar, a patinar, no asfalto. Havendo atrito suficiente entre os pneus e o
asfalto, esse deslizamento sera impedido e com isso os pneus vao empurrar o
chdo para trds (-x). O chado, por sua vez, vai empurrar esses pneus para frente

ﬁﬁ}P . A Figura ao lado

(+x) (acdo e reagdo). Vamos chamar essa forca de

ilustra um desses pneus, que sofre tracdo, girando no sentido hordrio, empurrando o piso para tras, e sendo
empurrado para frente. Essa forca para frente ndo existe nos pneus que nao sofrem tracdo. Eles apenas rolam,
sob efeito do pequeno atrito de rolamento (que é para trads nesse
caso e que vamos desprezar). Em um carro de tra¢do dianteira, por
exemplo, somente os dois pneus da frente possuem uma for¢a como

2(E . .
FEA}P . Resumindo, um carro que estd acelerando para a frente tem o

diagrama de for¢as como mostrado na Figura ao lado (omitindo o

2E

peso do carro e a forca normal). Considere que AA/P

ja é a forca de
atrito resultante nos (dois ou quatro) pneus que tem tragao.

Da segunda lei de Newton:

~Fgp + F) =Ma

AA/P —
Supondo que Fﬁ}}, > F,r, 0 carro vai acelerar no sentido +x. Para manter a velocidade do carro constante,
basta pisar no acelerador de tal forma que Fﬁ}}, = Fyp.

Para um carro freando, a forga de atrito nos pneus deve inverter de sentido (se o0 motorista ndo quiser
contar apenas com a pequena frenagem produzida por F4g). Quando o motorista pisa no freio, a tendéncia do
carro é deslizar para frente no asfalto, devido a inércia. Ele deslizaria de fato se o asfalto estivesse
escorregadio. Na presenca de atrito, a tendéncia dos pneus deslizarem para frente é impedida por uma forca
de atrito nos pneus apontando para trds, produzida pelo contato

pneus/asfalto.

A Figura ao lado ilustra essa situa¢do: o pneu rola para a direita, gira

no sentido hordrio, mas possui uma tendéncia de deslizar para a direita

7 (E)
FAA/P

(porque o carro estd freando). A forca de atrito impede esse
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deslizamento. Invertendo o sentido de ﬁﬁ}}, no diagrama de forcas do carro mostrado anteriormente, a
segunda lei de Newton fornece:
B _
—Fyp — FAA/P =Ma

FE

Agora a aceleracdo é negativa, oposta a velocidade, e o carro freia. Nesse caso AAJP atua nos quatro pneus do

carro, ja que todos os pneus possuem freio.

Concluindo: pisando no acelerador e no freio o motorista
controla a forca de atrito estatico que o asfalto faz nos pneus e,

por conseguinte, controla a velocidade do carro.

Vamos considerar agora o foco desse exercicio, que é o
papel do atrito pneu/asfalto quando um carro faz uma curva. A
situagdo que queremos discutir esta ilustrada na figura ao lado,

em uma visdo de cima. A curva é um arco de circulo de raio r e

centro no ponto C.

Vamos considerar um carro que faz essa curva com
velocidade de mddulo constante e, nesse caso, a resultante
tangencial das forgcas no carroé nula. A Figura ao lado ilustra a

mesma visdo do carro fazendo a curva, mas uma visdo de frente.

@O

Considere que o carro estd saindo do papel com velocidade de médulo

V. O carro esta fazendo a curva com centroem C e raio r.

A segunda lei de Newton afirma que para executar um MCU, deve haver no corpo uma forca
resultante centripeta. A figura ao lado mostra um diagrama de forcas para o
carro. Peso e normal se cancelam, supondo que o carro ndo esteja afundando

no asfalto.

S6 resta, portanto, a forga ﬁ', que deve apontar para o centro C (ﬁ =

17"). Qual a natureza da forca F?2A forca Fé paralela ao asfalto, e as superficies y

dos pneus em contato com ele. Dadas as opcdes a que nds ja estamos

habituados, sé nos resta concluir que F' é uma forca de atrito radial, uma forga

de atrito estatico, supondo que o carro ndo esteja derrapando na pista:
- _ -)(E)
F=F"".
Ao virar o volante na direcdo da curva, os pneus dianteiros também viram na direcdo da curva, e o

motorista do carro direciona a forca de atrito estatico nos pneus para o centro C, de tal forma que a forca de
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atrito estdtico ganha uma componente centripeta, apontando
para C. Essa forca de atrito centripeta atua nos quatro pneus, pois
todos tém a tendéncia de deslizar para fora da curva. O diagrama

ao lado mostra as duas componentes da forca de atrito

£E)

tan € tangente a curvaee responsavel por manter

pneus/asfalto:

. . 2(E)
constante o modulo da velocidade do carro na curva. Fc(en) é

centripeta e é responsdavel por variar a direcdo da velocidade do

carro na curva, mantendo-a tangente ao circulo de raio r.

£

tan desempenha o papel de

A componente tangencial

vencer o arraste do ar e manter a velocidade do carro. Na pratica

£

van = 0, restando apenas a forga de atrito centripeta,

esse arraste ndo é muito grande e podemos supor que

indispensavel para que o carro faca a curva.

Obtemos da segunda lei de Newton (note que x é a dire¢do centripeta e y é a vertical):

cen

2
X Fyy =Ma,=M =— vi n=Mg=0

Notamos que, para um dado carro (M) e uma dada curva (r), quanto maior a velocidade V, maior deve

E =(E . - . - s .
ser a forga Fc(erg. Mas, sendo Fc(e,g uma forga de atrito estdtico, hd um limite maximo para sua magnitude.
Portanto, deve haver um limite maximo na velocidade com que se consegue fazer uma determinada curva. De

fato, sabemos que:
&) V:_ o ®
Fcen :MTSFcenMAX: HeN = 'uEMg
Portanto:
VZ

— <
T—MEg

As condigdes dos pneus e do asfalto determinam o valor do coeficiente uy e, portanto, o lado direito
da desigualdade acima estd fixo por essas condi¢cdes. Aumentando V, temos que aumentar r, para continuar
valendo a desigualdade. Isso significa que somente conseguimos fazer curvas mais abertas (lembre-se que
uma estrada reta corresponde ao limite r — o) em altas velocidades. Diminuindo V podemos diminuir r e
manter a desigualdade, ou seja, podemos fazer curvas mais fechadas em baixas velocidades. E o
comportamento que ja esperavamos, que observamos no mundo real, e que é quantificado aqui. Para uma

dada curva, ou seja, um dado r, a velocidade maxima é dada por:

Vmax = VHET G
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Note que essa velocidade maxima ndo depende da massa do veiculo, vale para um carro pequeno de
passeio e para um caminhdo. Mas depende sim das condi¢cdes dos pneus do carro e do asfalto. Melhores

condigdes, maior ug , implicam em maior velocidade permitida.

Caso o carro comece a derrapar na curva, a forga de atrito passa para o regime cinético (Fc(ei) - Fc(ecn)),
0 que implica, como ja vimos, em uma queda abrupta na intensidade da forca de atrito (porque em geral
Uc < Ug ). Menor forga resultante centripeta F, para uma mesma velocidade V, implica em maior raio de
curvatura, porque vale:
VZ
F=M—
r

Portanto, nesse caso, o carro passa a fazer uma curva de raio maior, saindo pelo acostamento.

Essa idéia estd ilustrada na figura ao lado. Havendo no
carro uma forga de atrito estatico centripeta de médulo F;, o
motorista tinha esperanca de fazer a curva de raio r;, com
velocidade V:
VZ
F1 = M —
41

Comecando a derrapagem, na mesma velocidade V, a forca de

atrito passa para um valor F, (regime cinético do atrito), tal
que F, < F;. Dai, o carro passa a fazer uma curva mais aberta

(curva vermelha), de raio r, > 1y, tal que:

VZ
FZ = M —
)
No caso limite em que o atrito desaparecesse completamente ( F, — 0 ), se o carro encontrasse uma poga de

6leo na pista, por exemplo, valeria , — o0 e o carro sairia pela reta tangente a curva de raio 7y .

Essa dependéncia total do atrito pneus/asfalto para a realizacdo de uma curva desaparece se a pista
tiver uma inclinagdo para dentro da curva. No site do DNIT
(Departamento Nacional de Estradas de Rodagem), podemos

encontrar informacGes sobre os valores recomendados para essas

inclinagdes. Quanto menor o raio da curva, ou seja, quanto mais

fechada a curva, maior é a inclinagdo recomendada. A figura ao

lado ilustra um carro de frente, fazendo uma curva de raio r com

centro em C, em uma pista inclinada de um angulo 6. Nesse caso,
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mesmo na auséncia de atrito, o carro consegue fazer a curva, com uma velocidade especifica, que iremos

determinar.

Vamos considerar entdo, para simplificar, que ndo ha atrito entre os pneus e
o asfalto. Nesse caso, o diagrama de forgas fica como mostrado na figura ao lado. Sé
ha o peso a forca normal atuando no carro. Note que a inclinacdo 6 da pista é
também o angulo entre 7} e a vertical e entre o peso e 7] (ja que o peso é vertical).
No referencial adotado, a direcdo do eixo x é exatamente a direcdo centripeta e,

portanto, a segunda lei de Newton leva a:

2
x: 1 sen(6) =Max=MV7
y: ncos(f) —-Mg=0

Dividindo a primeira equagao pela segunda obtemos:

VZ
tan(@) = E

Portanto:
V =./grtan(0)

Essa é a Unica velocidade que garante que esse carro faga essa curva, se mantendo na mesma altura y

(ja que fizemos a,, = 0), na auséncia de atrito.
De fato, em um caso mais geral, em que ndo consideramos de partida que a, = 0, as equagdes acima
ficam:
VZ
x: 11 sen(0) =Ma, =M —
y: ncos() —-Mg=Ma,
Fazendo novamente a divisdo ficamos com:

V2/r
g+ay

tan(@) =

Portanto:
VZ
a, = —————
4 rtan(0) g
Note entdo que, para V =./g rtan(0), vale a, =0, como ja sabiamos. Para velocidades baixas,

V < ./grtan(0), vale a, < 0, o que significa que o carro escorrega para baixo na pista inclinada. No caso

contrario, V > /g rtan(6), vale a, > 0, o que significa que o carro escorrega para cima na pista inclinada.

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 2



147

Portanto, pisando no acelerador e no freio, o motorista pode subir e descer na pista inclinada, posicionando o

carro na altura que ele desejar.

No caso mais geral, e mais realista, em que a pista possui uma inclinacdo e ha a presenca do atrito

d g E ~ . . ’ ~
pneus/asfalto, as duas forgas 77 e PA( ) vdo contribuir para a resultante centripeta, e para a aceleragao

centripeta, auxiliando o carro a fazer a curva.

ER 2.7) Um pequeno anel de massa m é colocado em um aro de raio r, contido em um plano vertical. O fio do
aro passa por dentro do anel, de tal forma que o anel pode “correr” no aro livremente (desprezando o atrito
cinético anel/aro). Vamos considerar que o aro gira em torno de um eixo vertical que passa por seu centro.
Nesse caso, podemos mostrar que o anel pode se manter em uma altura B (ver figura), sem escorregar para

baixo. A situacdo esta ilustrada na figura abaixo.

«Q

w=0 w#0

Na primeira Figura o aro esta parado e o anel escorrega para a posicdo mais baixa. Nao ha outra
posicdo de equilibrio para o anel (se desconsiderarmos o caso em que o anel estivesse na posicdo mais alta do
aro). Havendo rotacdo do aro, com velocidade w # 0 em torno do eixo vertical (azul), o anel pode permanecer

girando, sem escorregar para baixo, em uma érbita circular a uma altura 8 #

0. Note que para w =0, s6 vale § =0. O que queremos calcular aqui é L~

exatamente a fungdo B (w), ou seja, a fungdo que da a altura B para uma dada

velocidade w. Para isso vamos aplicar a segunda lei de Newton a drbita circular ﬁB :

do anel. Essa drbita circular estd mostrada na Figura ao lado (em vermelho), . :
juntamente com o diagrama de forcas do anel. Note, enquanto o aro gira, o b . y
anel percorre um circulo (MCU) em um plano horizontal (com velocidade ﬂ

X
angular w) de raio b tal que:

b = rsen(B)

As forcas que atuam no anel sdo apenas o peso m g e a forca normal de contato 77 que o aro faz no

anel. 7] é ortogonal as superficies que estdo em contato, em particular a superficie do aro, ou seja, 7] estd na
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direcdo do raio r. Aplicando a segunda lei de Newton ao MCU do anel obtemos (note que x é a direcdo

centripeta):
Emx:nsen(f) =ma= mw?b = mw?rsen(p)
Emy:ncos(B) —mg=0
Vemos que para qualquer w essas equagdes sdo satisfeitas por f = 0 en = m g, ou seja, mesmo com

o aro girando o anel pode permanecer na parte mais baixa do aro, se for colocado nessa posi¢do. Essa é uma

solucdo ja esperada. O que pretendemos aqui é procurar outras solugdes para essas equacgdes.

Supondo que  # 0 e dividindo a segunda equagdo pela primeira obtemos:

cos() = —2—

w2r
Para ficar claro o significado dessa equacdo vamos supor que vocé monte um experimento que realize

a situacdo descrita aqui. Vocé constréi um aro de arame de raior = 10 cm (0,1 m) com o arame passando por

dentro de um pequeno anel deslizante. Nesse caso, como g = 10 m/s?, a equacdo acima fica:

10 100
cos(B) = =

01w? w?

Dai vocé gira o aro com uma velocidade w = 1 rad/s e obtém:
cos(B) =100

Vocé pega uma calculadora para calcular o valor de 8, vocé digita 100 e digita cos™ (ou arccos). Se
vocé fizer isso na calculadora cientifica do Windows ele da como reposta “Entrada invalida”. Ndo existe
nenhum angulo (real) cujo cosseno valha 100. De fato, o cosseno é uma fungao limitada entre o valor minimo
—1 e o valor mdximo +1. Portanto, no caso pratico que estamos considerando aqui, vale a seguinte

desigualdade:

100
cos(B) = oz <1

Ou seja:

w = 10 rad/s

O significado desse resultado é que o anel ndo fica na posicdo mais baixa apenas quando o aro esta
parado. Para w < 10 rad/s s6 ha uma solugdo para o angulo 8, que é o caso trivial § = 0, o anel sempre fica
na parte mais baixa do aro (isso inclui também o caso w = 10 rad/s, que é fronteirico). Ja para w > 10 rad/s
hd duas solugdes para 8, incluindo uma solugdo ndo nula. O anel pode permanecer elevado no aro, sem

deslizar para baixo, desde que a rota¢do se mantenha. Por exemplo, para w = 20 rad/s, obtemos
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0
cos(pB) 400=> =75,

Voltando ao caso geral, para existir um § # 0 deve valer entdo a desigualdade

-9
cos(B) = 2 <1

o> I
r

Para w < ,/g/r fica claro que a Unica solugdo é § = 0.

Ou seja

cos(B) o

Os gréficos de cos(B) versus w e de B versus w

ficam como mostrados ao lado. Para baixas velocidades sé 1

valem as solugbes cos(f) =1ef = 0. Para

g
o o

v

W
comeca a valer também a solugao B4
9
cos(B) = = S
Essa solugdo vai assintoticamente para cos(f) = 0 quando
w — oo, Analogamente, olhando o gréfico de £ versus w, R
vemos que para baixas velocidades 8 = 0. Depois f comeca ° \/m Vw

a crescer, significando que o anel vai subindo no aro, a
medida que a velocidade cresce. Quando w — oo, 8 — 90°, ou seja, o anel fica girando em um circulo de raio

r, o raio do aro. Vale notar que a solugdo = 0 existe também para
vs !
T

ER 2.8) Um bloco de massa M desliza descendo em um plano
inclinado de inclinacdo 8 e depois passa a subir deslizando em um
outro plano inclinado de inclina¢do B. O bloco parte do repouso

de uma altura inicial H. O coeficiente de atrito cinético entre o

bloco e as superficies dos planos inclinados é u¢. A situagdo esta

ilustrada na figura ao lado.

Dados: M, 6, B, H, uce g.
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Calcule a altura maxima h que o bloco vai subir no plano de inclinagao B.

Aidéia é que o bloco vai partir do repouso e cair cada vez mais rdpido, até que ele vai comecar a subir,
subindo cada vez mais lentamente, até parar na altura h. H3, portanto, dois MRUVs em sequéncia. Vamos
calcular a velocidade final do primeiro MRUV e introduzir essa velocidade como sendo a velocidade inicial do
segundo MRUV. A velocidade final do segundo MRUV serd igualada a zero, para definir h como sendo a altura

maxima que o bloco atinge.

Vamos comecar fazendo um diagrama de forgas para o bloco enquanto ele desce. No referencial

mostrado na Figura ao lado a segunda lei de Newton fornece as equagdes:
Mg sen(f) — FA(C) =M agesce
—M gcos(0)+n=0

Usando a lei do atrito cinético, obtemos:

M g sen(0) — e M g cos(0) = M agesce . X
Portanto:

Agesce = g [ sen(8) — uc cos(0) ]

Essa é a aceleragdao do primeiro MRUV, na descida do bloco. Estamos considerando apenas casos em
que Agesce > 0, ou seja, sen(8) — pe cos(f) > 0 = tan(B) > u, . Somente nesses casos, em que a inclinagdo
é grande o suficiente e/ou o atrito é pequeno o suficiente, o bloco vai escorregar para baixo a partir do
repouso e aumentar sua velocidade. De fato, para o bloco partir do repouso e deslizar ele deve ser capaz de
vencer o atrito estdtico, ou seja, deve valer tan(0) > ugz. Como up > ., entdo, fica claro que estamos

supondo sempre tan(0) > u.

Vamos aproveitar a oportunidade e calcular a aceleracdo no segundo MRUV.

A Figura ao lado mostra o diagrama de forgas para o bloco enquanto ele 7
sobe. Adotamos um referencial com eixo x para cima ao longo da superficie do
plano inclinado. Agora a segunda lei de Newton fornece as equacées: Y
c 2(C X
—M g sen(B) — Eq( )=Mm Qsobe P,'q( ) \
—M gcos(B)+n=20 Mg B

Portanto:
Asobe = —9 [Sen(ﬁ) + Uc COS(,B)]

O sinal negativo em agpe reflete o fato de que enquanto o bloco sobe a aceleragdo estd apontando para

baixo, freando o movimento do bloco.
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Vamos calcular agora a velocidade final Vi do primeiro MRUV, sabendo que o bloco parte do repouso.

Das equacbes para o MRUV obtemos:
Vi) =Vy+at = Vy =0+ dgescet
1, 1 2
x(t) = xg + Vpt +Ea t* = Axy = > Qdesce t
sendo Ax, o deslocamento (positivo) do bloco ao longo do eixo x na descida.

Eliminando o tempo obtemos:

ou
2 _
VF =2 QAdesce Axd

Da figura ao lado podemos ver que:

H
sen(f) = Are
d

Portanto:

V2 —omalt cos (0)
F — g Uc Sen(H)
Note que (ja que VF2 > () essa equacéo so6 faz sentido para o caso em que

cos (09)
~He sen(6)

ou seja,
tan(0) > uc

como ja comentamos.

Para o segundo MRUV faremos V, = Vr e a velocidade final nula, a uma altura h. Com isso

descobriremos o valor de h, a altura maxima.

Ficamos com:

Vi) =Vo+at 0 =Vs+ aspet

1 1
x(t) = xg + Vpt +5a t?2 = Ax, = Vit + 5 Gsobe t2

sendo Ax, o deslocamento do bloco ao longo do eixo x na subida. Note que a4, € negativo, conforme nossa
deducgdo anterior, e que, portanto, a velocidade decai na subida do bloco, partindo do valor V e indo a zero.

Eliminando o tempo obtemos:
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1 V2
Axg = — = d
2 Qsobe
ou
VILg = — 2 a5ope Ax; h
Da figura ao lado podemos ver que:
h
sen(ﬁ) = E
S
Concluindo:
) h
VE = =2 asope sen(B)
ou seja:
b= V# sen(B)
2 QAsobe
Finalmente:
_ . cos () ke
1=uc sen(0) 1 tan(60)
S PRSE™Y(3) Gkl pa
tHe Sen(B) tan(6)

Note que, se ndo houvesse atrito (1. = 0), valeria h = H quaisquer que fossem os valores de 0 e B.

Note também que para yc # 0, a desigualdade h < H (h/H <

1) tem que ser verdadeira, quaisquer que

sejam 8 e 3 . O bloco sempre vai subir uma altura menor do que aquela que ele desceu.

De fato, devemos provar que:

__Hc
h tan(6) 1
H He —
1+ tan(@)
Ou seja:
Uc HUc
- <1+
tan(0) tan(B)
Portanto:
1 1

_tan(H) < tan(B)

Como 6 e B estdo ambos definidos no intervalo aberto (0,90°), entdo as tangentes sdo ambas positivas e a

desigualdade acima é sempre verdadeira.
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2.5 Exercicios propostos

EP 2.1) Uma bolinha de massa 200 g esta submetida a apenas duas forgas, seu proprio peso e uma forga F de

modulo 3 N. Calcule o médulo da aceleragio da bolinha (em m/s?) no caso em que:

a) F é vertical para cima. b) F é vertical para baixo. c) F é horizontal.

EP 2.2) Uma particula de massa m = 100 g esta submetida as seguintes forcas:

-

FF=108-59, F,=-58—-159 e Fy=-30%+ 79

a) Calcule o vetor aceleracdo da particula (em m/s?).
b) Calcule o mddulo da aceleragdo da particula.

c) Calcule o dngulo (< 90°) que a direcdo da aceleragdo faz com o eixo x.

EP 2.3) A velocidade (em m/s) de uma particula de massa m = 200 g varia no tempo de acordo com a
equacao hordria:

V() =5t —2t%9

a) Calcule aforca resultante (vetor) na particula (em newtons).
b) Calcule o mddulo da forga resultante na particula no instante em que ela estava momentaneamente

parada.

EP 2.4) Um bloco de massa M esta descendo com velocidade constante um plano inclinado de inclinagdo 6
com a horizontal. Para ajudar na descida o bloco esta sendo puxado para baixo por uma for¢ca de mdédulo F
paralela ao plano inclinado. Calcule o coeficiente de atrito cinético entre o bloco e a superficie do plano

inclinado.

EP 2.5) Um bloco de massa M esta inicialmente em repouso apoiado em uma superficie horizontal. O
coeficiente de atrito estatico bloco/superficie é ug. No instante t=0 o bloco passa a ser empurrado por uma
forca horizontal de magnitude crescente F(t) dada por:

F(t) = k t?
sendo k uma constante positiva. a) Calcule o instante em que o bloco sai do repouso. b) Considere que no
instante que é o dobro do instante calculado em (a) a aceleragdo do bloco seja a = (7/2) ugg. Calcule o

coeficiente de atrito cinético entre o bloco e a superficie.

EP 2.6) Uma pedrinha amarrada a um barbante estd descrevendo um movimento circular uniforme com
velocidade de médulo V em um circulo de raio R. O circulo esta contido em um plano vertical. Calcule a razao

TA/Tg entre as tensGes no barbante no ponto mais alto (A) e no ponto mais baixo (B) da trajetoria.
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EP 2.7) Um bloco de massa M estad sendo puxado para cima de um plano inclinado de inclinacdo 6 com a
horizontal. A forca que puxa o bloco tem magnitude constante F e inclinagdo a com a superficie do plano

inclinado. O coeficiente de atrito cinético bloco/superficie é y . Calcule o mddulo da aceleragdo do bloco.

EP 2.8) Um urubu de massa m estad descrevendo uma trajetdria circular de raio R com velocidade de médulo
constante V. O circulo esta contido em um plano horizontal, de altura constante.
a) Calcule o médulo da forga resultante horizontal no urubu em um ponto A de sua trajetéria.

b) Calcule o mddulo da forga resultante vertical no urubu em um ponto A de sua trajetdria.

EP 2.9) Um bloco de massa M esta sendo puxado por uma forca de magnitude constante F e inclinagdo 6 com
a horizontal. O coeficiente de atrito cinético bloco/superficie é u, . a) Calcule o valor de 6 que produz
aceleracdo maxima no bloco. b) Esboce um grafico do mdédulo da aceleragdo do bloco em funcdo de ©

(0 <6 <90°.

EP 2.10) Dois asterdides flutuando no espaco vazio estdo se atraindo mutuamente. O asterdide A tem massa
100 kg e o asterdide B tem massa 1000 kg. O asterdide A estd acelerando em direcdo a B com aceleragao de

médulo 5 m/s?. Calcule o médulo da aceleragao do asterdide B.

EP 2.11) Um bloco A, apoiado em uma superficie horizontal, é puxado por uma c

F
B AAte_

forca externa F. Uma corda leve une o bloco A ao bloco B, também apoiado na

superficie horizontal. O coeficiente de atrito cinético entre os blocos Ae B e o

piso é L. Um bloco C estd apoiado sobre o bloco B, sem deslizar. As massas sao M,, Mg e Mc. Todo o conjunto

estd acelerando junto devido a a¢do da forga F. a) Faca diagramas de forgas para os trés blocos. b) Calcule o
moddulo da forga de atrito no bloco C. c) Liste todos os pares de forcas acdo/reacdo que aparecem nos

diagramas de forcas dos trés blocos.

EP 2.12) Um péndulo cbnico consiste em uma bolinha de massa M amarrada na ponta
de um barbante leve de comprimento L. A outra ponta do barbante estd fixada no teto.

Apds receber um peteleco, a bolinha assume uma trajetdria circular (MCU) em um

plano horizontal, conforme a figura ao lado. Calcule o médulo da velocidade da bolinha.

EP 2.13) Um bloco de massa M esta inicialmente em repouso apoiado em uma superficie horizontal. O
coeficiente de atrito estatico entre o bloco e a superficie é e . O coeficiente de atrito cinético entre o bloco e a
superficie é desprezivel. No instante t=0 o bloco comeca a ser puxado por uma forca horizontal de magnitude
crescente no tempo F(t) tal que:

F(t)=At?
sendo A uma constante positiva. a) Calcule o instante em que o bloco sai do repouso. b) Esboce um grafico do

maddulo da aceleracdo do bloco em fungao do tempo.
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EP 2.14) Uma crianga de massa M esta sentada em um disco horizontal que gira com velocidade angular
constante w. O coeficiente de atrito estatico entre a crianga e a superficie do disco é ug. a) Se o raio da crianga
ao centro do disco é r, calcule o mddulo da forga de atrito estatico na crianca. b) Calcule o maior raio em que a

crianga pode sentar sem deslizar no disco.

EP 2.15) Um bloco de massa M é empurrado por uma forga constante F e desliza F m
> M

apoiado em uma superficie horizontal. O coeficiente de atrito cinético entre esse bloco

e a superficie é uél). Um segundo bloco de massa m esta apoiado na parede frontal do primeiro bloco, sendo

empurrado por ele. Os coeficientes de atrito estatico e cinético entre os blocos sdo y}(zz) e uéz).

.
a) Calcule o valor de F (o mddulo de F) que faz com que o bloco de massa m deslize para baixo com

velocidade constante. b) Calcule o menor valor de F que faz com que o bloco de massa m ndo deslize.

EP 2.16) Um caminh3do estd viajando em uma pista reta horizontal. No piso horizontal da carroceria do
caminhdo esta apoiada uma caixa de massa M. Suponha que a caixa ndo deslize na superficie da carroceria.
Calcule a forga de atrito estatico na caixa se: a) o caminhdo estiver com velocidade constante; b) o caminhdo

estiver acelerando com acelerag¢do de mddulo a.

EP 2.17) Uma bolinha de massa m estd amarrada na ponta de um barbante leve, pendurada no teto de um

trem através da outra ponta do barbante. O trem se move em um trilho reto e horizontal (eixo x). Em um dado

instante o trem esta se movendo com velocidade V =V % e aceleracdo a = a X. a) Calcule o dngulo 8 que o
barbante faz com a vertical. b) o barbante esta deitado para frente (+X) ou para tras (—X) do trem? Note que

o0s passageiros desse trem se sentem em um mundo com gravidade § — a X.

EP 2.18) Um pequeno bloco de massa M estd inicialmente em repouso no topo
de uma superficie esférica de raio R sem atrito. Em um dado instante o bloco

recebe um pequeno peteleco (velocidade inicial desprezivel) e comeca a

deslizar para baixo da esfera. Seja 8y, o angulo mostrado na figura no instante
em que o bloco abandona a superficie esférica, e passa a cair em queda livre. a) Calcule a velocidade do bloco
nesse instante, em funcdo de 6y, . b) Calcule o vetor velocidade do bloco nesse instante, usando um referencial

em que x é horizontal, para a direita e y é vertical para cima.

EP 2.19) Um automodvel de massa M quer subir com aceleragdo constante de mddulo a uma rampa com
inclinacdo 6 em relacdo a horizontal. O coeficiente de atrito estdtico entre os pneus e a superficie da rampa é

Ug. Calcule a equagdo para o maior valor possivel de 6.
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EP 2.20) Dois blocos de massas M e N (N > M) estdo pendurados em polias leves
como na figura ao lado. A corda é leve e inextensivel. a) Calcule o médulo da

aceleragdo de queda do bloco N. b) Calcule o médulo da tensdo na corda.

EP 2.21) Um pequeno bloco de massa m estd apoiado em um plano inclinado de M

massa M e inclinagdo 8. O bloco desliza na superficie do plano inclinado e o plano
inclinado desliza na superficie horizontal, ambos sem atrito, partindo do repouso. vy
Considere o referencial xy na figura. Vamos chamar de x e y as coordenadas do

bloco e de X a coordenada horizontal do plano inclinado (a posicdo do vértice de

T >
X

angulo 6). a) Deduza as equagdes para as aceleragdes ay, a, e ay, em termos da
forca normal 1 entre o bloco e o plano inclinado. b) Mostre que ma, + M ay = 0. c) Mostre que a, =

tan(0) (a, — ay). d) Calcule a forga normal 7.

2.6 Respostas dos exercicios propostos

EP 2.1) a)5,2m/s* b)24,8m/s> ¢)17,9m/s’

EP2.2) a) —250 £ — 130 9 b) V79400 = 281,8 m/s* c)= 0,48 rad = 27,47°

EP2.3)a) £—0,8t9 b)1N

_F
M g cos(0)

EP2.5)a) Jug M g/k b)ug/2

Vi-gR
V2+ gR

EP 2.4) tan(@) +

EP 2.6)

EP 2.7)§(cos(a) + pcsen(a)) — g (sen(8) + pc cos(0))
EP2.8) aymV?2/R b)0

EP 2.9) a) tan(0) = u, b)

EP 2.10) 0,5 m/s’ 0

il Fcos(0) —Mcuc g c) (forca de atrito estatico C/B, forca de atrito estatico B/C) e

EP 2.11) b) W

(forca normal C/B, for¢ca normal B/C).

EP 2.12) \/g L sen(8)tan(0)

t
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2 g
EP 2.14) a) M w*r b),uEE

1 1
EP 2.15)a) (M +m) (ﬁ + uél)) g b)) (M+m) (ﬁ + uél)) g
C E

EP2.16)a)0 b)Ma
EP 2.17) a) tan(f) = a/g b) para tras.
EP 2.18) a) V? = g R cos(8),) b) V= Vg R cos(8y) [cos(8y) X — sen(6,,)9]

EP 2.19) pug cos(8) —sen(f) = a/g

N-M/2
N+M/4

3M/4
N+M/4

EP 2.20) a) b)

EP 2.21) a) —nsen(f) =ma,, mncos(f)—mg=ma, e mnsen(d) =may b)segueda1?e da 32

equacles do item (a). c) basta calcular o tempo para que ocorra x = X e iguala-lo ao tempo para que ocorra

mM g cos(0)

¥ = 0 (o bloco desce até o piso). d) n = —— sen(9)
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3

Energias mecanicas

3.1 Introducgao

Nos capitulos anteriores estudamos como descrever o movimento e como determinar o movimento
de um corpo (uma particula) através das forcas que atuam nele. A idéia basica é construir o diagrama de
forcas, calcular a forga resultante e resolver as equacdes algébricas/diferenciais fornecidas pela segunda lei de
Newton. Aplicamos essa idéia a varios problemas simples da mecanica classica, sem muita dificuldade. Para
nossa sorte, quase todos os problemas que abordamos envolviam forgas constantes no tempo, ou seja, forgas
gue ndao mudavam de valor (mddulo, direcao e sentido) durante o movimento do corpo, o que leva a equagdes
algébricas relacionando forcas e aceleracdes. Problemas que envolvem forgas varidveis levam, geralmente, a
equacoes diferenciais, ao invés de equacbes algébricas. Ndo ha nada de errado com as equacgdes diferenciais,
elas apenas sdo, em geral, mais dificeis de resolver do que as equacOes algébricas. Nesse capitulo vamos
estudar um método geral, baseado nos conceitos de trabalho e energia, que permite, muitas vezes, que
consigamos solucdes para problemas de forcas constantes ou varidveis de uma forma mais simples e direta,

guando comparamos com o método baseado na aplicacdo crua da segunda lei de Newton.

O conceito de energia é universal. Podemos encontrar definicdes de energias nos mais diferentes
contextos, como na fisica, na quimica, na biologia, nas ciéncias sociais e na dita sabedoria popular. A energia é
um agente que move o mundo, e a luta pelo dominio das fontes de energia, como o petrdleo, molda a histéria
da humanidade. A energia estd em todos os lugares, fluindo para ca e para la. A lei da conservacgdo da energia
(primeira lei da termodinamica) estabelece a ideia de que a energia ndo é criada e nem desaparece, ela apenas
flui, mudando de lugar e de forma. A fusdo do hidrogénio no Sol (energia na forma de massa), por exemplo,

libera ondas eletromagnéticas (energia eletromagnética, ou radiante) que viajam pelo espago e chegam a
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Terra. Aqui a luz do Sol aquece a 4gua do mar e tudo mais (energia térmica), movendo a maquina atmosférica,
e é absorvida pelas plantas na fotossintese, que armazenam energia quimica na forma de agucar. Uma abelha
pode colher uma parte desse aglcar no néctar das flores e produzir o mel que é, do ponto de vista da abelha,
um depdsito de energia quimica. Uma pessoa pode tomar esse mel e, através de seu metabolismo, quebrar as
moléculas de aglcar e usar essa energia para manter sua temperatura corporal estdvel (energia térmica). Ela
pode também usar o mel como fonte de energia para uma corrida (energia cinética) ou para escalar uma

montanha (energia potencial gravitacional).

Nesse capitulo teremos oportunidade de discutir algumas formas de energia mecanica, presentes nos
movimentos que observamos na natureza e nas maquinas. Nesse contexto, as forcas mutuas sdo os agentes de

transferéncia de energia entre os diferentes corpos e de conversado de energia em diferentes formas.

Vamos comecar abordando um problema simples, que vai mostrar que a segunda lei de Newton nao é,
as vezes, o melhor caminho, ou o caminho mais facil, para se estudar o movimento de um corpo. Considere
um toboga, ou seja, uma superficie curva onde um bloco de massa M desliza, partindo do repouso do ponto A
e passando pelo ponto B. Para simplificar, vamos desprezar o atrito no bloco, enquanto ele desce. No toboga
real esse atrito € minimizado, para tornar a descida mais emocionante. A superficie é uma curva suave
arbitraria e ndo especificada, apenas sabemos que o ponto A estad elevado de uma altura H em relagdo ao

ponto B. A pergunta que vamos responder é: qual o mddulo da velocidade do bloco quando ele passa por B?

A Figura 3.1 ilustra uma visdo de perfil desse toboga e os pontos A e B. Mostramos também um
diagrama de forcas para o bloco, quando ele esta passando por uma posi¢cdao qualquer do toboga. Sdo apenas

duas forg¢as no bloco: peso e normal.

A n
Figura 3.1: Perfil de um toboga em
que um bloco desliza sem atrito
Mﬁ desde A até B. Diagrama de forgas

no bloco enquanto ele passa por

uma posig¢ao arbitraria no toboga.

A idéia de aplicar a segunda lei de Newton para o bloco parece simples: a segunda lei de Newton diz
que:

i+ Mg=Md

Conhecendo a aceleracdo d, temos esperanca de calcular a velocidade do bloco, afinal a aceleraco é a

derivada da velocidade. O problema dessa equacdo é que a forca normal no bloco ndo é constante. Ela é
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funcdo do tempo, ou equivalentemente, funcdo da posicao do bloco no toboga, que muda com o tempo. De
fato, o toboga é cheio de curvas e para o bloco fazer uma curva ele precisa de uma aceleragdo centripeta, que
depende da velocidade. Podemos concluir que, no minimo, 7j é func¢do da velocidade do bloco, ou seja:

i =1j(V)

Portanto, a equacgdo acima fica:

— S

Essa é uma equacdo diferencial para a fungdo V (t). Para resolvé-la, devemos conhecer a fungdo n(V).
Ndo pretendemos avancgar nessa analise aqui. Nossa idéia era apenas mostrar que um problema simples de
mecanica pode exigir uma analise mais elaborada e complexa, se quisermos insistir em uma abordagem via

leis de Newton.

Comparamos essa situagdo a de um carpinteiro que insistisse em serrar todas as madeiras: troncos de
arvores, tabuas e pranchetas, usando apenas um serrote. Seria mais vantajoso para esse carpinteiro se ele
reconhecesse que existem outras ferramentas para serrar madeira, além do serrote. Existem, por exemplo, a
moto-serra, a serra circular, a serra fita e a serra tico-tico, todas motorizadas. Tendo acesso a esse conjunto de
ferramentas, caberia ao carpinteiro selecionar qual a ferramenta mais adequada para cada peca de madeira.
Um tronco de arvore pode ser serrado com um serrote. Mas a moto-serra fard esse servico com menor
esforco. Uma prancheta de férmica pode ser serrada com um serrote. Mas uma serra fita fara isso com menos
esforco e de forma mais precisa. Voltando a mecanica, ndo ha nada de “errado” com a equacao diferencial
para a solucdo do problema do toboga. Podemos avancar na analise, integrando essa equac¢do no tempo, e
finalmente obtendo a velocidade Vg. Mas, queremos mostrar aqui que hd outras ferramentas na mecanica,
gue podem, as vezes, fornecer a solugdo para um problema de forma mais rdpida, mais simples, mais elegante

etc. No caso do toboga, por exemplo, usando os conceitos de trabalho e energia, podemos mostrar que:
Vi

MgH=M
g 2

ou seja: Iy = \/Zg—H Veremos que essa equacdo pode ser lida de duas formas diferentes: 1) o trabalho da
forca peso na descida do bloco, de A até B, é igual a variagdo da energia cinética do bloco nesse percurso; 2) A
energia potencial gravitacional que o bloco tinha em A, foi convertida em energia cinética em B. Esse é o poder
dessas idéias: fornecer equagbes algébricas (ndo diferenciais) simples relacionando velocidade e posi¢do no

espaco.
De fato, a equacao:

V§
MgH=M =
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que é o teorema do trabalho-energia cinética aplicado ao bloco que desce o tobog3, é uma integral no espaco

da equacado original (segunda lei de Newton para o bloco):

av

r;(V)+ Mg=ME

O que vamos fazer nesse capitulo é interpretar essa equacao integral (o teorema do trabalho-energia cinética)
em geral, para um sistema qualquer da mecanica. Dessa forma, daremos um salto conceitual e, tomando um
atalho, partiremos diretamente de uma equagdo mais simples, ao invés de tentar integrar no tempo a segunda

lei de Newton para cada sistema individualmente.

Antes de partirmos para o formalismo do trabalho e energia, vale a pena mencionar o equivoco de
alguns estudantes que acreditam poder resolver o problema do toboga utilizando a cinematica do movimento
com aceleracdo constante, que ja estudamos em detalhe no capitulo 1. Obviamente isso ndo pode estar
correto. O bloco desce o tobogd com aceleragdo varidvel d(t) (centripeta e tangencial) e as equacgdes da
cinematica para d(t) = d n3o valem nesse caso. Mas, uma sequéncia de erros pode levar, e muitas vezes
leva, a um acerto. O raciocinio desses estudantes é mais ou menos assim (vamos fazer o raciocinio na forma

vetorial, mas geralmente isso é feito por esses estudantes na forma escalar):

As equagOes (vetoriais) basicas da cinematica com aceleragdo constante sdo:
N N N — 1 2 - — N
Ar=r(t)—r0=V0t+§at Vi) =Vy+ at
Na diregdo x, por exemplo, essas equacgdes ficam:

1
Ax = x —xy = VOxt+Eaxt2

Vo) = Vox + ayxt
Eliminando o tempo, obtemos a chamada equacao de Torricelli:
V2(t) = V& +2a, Ax
Ou, na forma vetorial (utilizando a operacdo de produto escalar entre vetores):
Vi) =V¢+2d- A7
O raciocinio (errado) segue: adotando um eixo y vertical para cima, fazse d =g =—g ¥ (que
significaria que o bloco esta em queda livre, ou seja, o toboga foi ignorado) e A7 = —H § (que significaria que

o bloco se deslocou apenas na vertical, ou seja, o toboga foi mais uma vez ignorado). Tomando t=0 para o

bloco em A e t=t para o bloco em B e tendo em vista que o bloco parte do repouso (V; = 0), obtemos:

Vi=2gH
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que é a resposta correta para a velocidade Vg. Note que a hipétese A7 = —H § n3o é de fato necessaria pois
nesse caso d - A7 = —g § - A7 = g H mesmo com um A7 obliquo. Ndo hd nada de misterioso aqui. Apenas é
verdade que se o bloco partisse do repouso em A e caisse verticalmente em queda livre até a mesma altura do
ponto B (o bloco partindo do repouso em A com @ = g sé poderia cair verticalmente, ele ndo poderia cair ao
longo do toboga), essa seria a velocidade com que ele chegaria nessa altura, e o uso da equacdo de Torricelli
nesse caso seria uma forma correta de se chegar nesse resultado. Mas o problema do toboga é outro: o bloco
nao cai em queda livre, ele ndo cai verticalmente, ele nem se move com aceleragcdo constante. Mesmo assim,
sua velocidade em B é a mesma do bloco em queda livre. S3o dois problemas bem diferentes, que possuem a
mesma resposta. Através dos conceitos de trabalho e energia poderemos entender por que eles tém a mesma
resposta (basicamente porque o peso é a uma forga conservativa). Mas, os fins ndo justificam os meios: o fato
da equacdo de Torricelli levar a resposta correta para o problema do tobogd, através de uma sequéncia de

erros, ndo torna essa analise correta.
3.2 Trabalho de uma forga

Suponha um bloco (uma particula) submetido a varias forcas. Vamos considerar um deslocamento

desse bloco desde o ponto A até o ponto B. Podemos associar a cada forga ﬁ', em um dado deslocamento

A — B, um trabalho W, que denotaremos por:
Wi(A— B)
Wz(A - B) é o trabalho realizado pela forca F enquanto o corpo (a particula) que sofre F se desloca no

espaco, desde A até B. Podemos definir o trabalho do peso, o trabalho da forca de atrito, o trabalho da forca

normal etc. A cada forca podemos associar um trabalho, associado a um deslocamento.
Vamos comecar pelo caso mais simples.

3.2.1 Trabalho de uma forga constante paralela a um deslocamento retilineo

Considere um bloco submetido a varias forcas, sendo uma delas a forca F' que é constante, ou seja,

gue ndo muda de valor (mddulo, direcdo e sentido) enquanto o bloco se desloca em linha reta desde A até B. A

situacdo esta mostrada na Figura 3.2. Apenas a forca F é mostrada.

Figura 3.2 Um bloco se desloca desde o ponto A até

F . ,
> o ponto B ao longo do eixo x. Seu deslocamento é
® o L,s (seta verde). A forca F é, por hipdtese, paralela
A »B X AB
Lag a esse deslocamento.

Nesse caso, o trabalho realizado pela for¢a F nesse deslocamento desde A até B é:
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Ou seja, Wz(A — B) é simplesmente o produto do médulo do vetor for¢a pelo médulo do vetor
deslocamento do bloco que sofre a forga. Note que adotando o referencial na figura podemos escrever
também:

Wz(A—>B)=FLjg=F (xg —x,) =F Ax

Como podemos ver, a unidade de trabalho, que é a mesma unidade de energia, é o produto da
unidade de forca (newton=N) pela unidade de distancia (metro=m), ou seja, Nm. Como sabemos que 1 N =1
kg m/s®, podemos dizer também que a unidade de trabalho é kg m?/s®. Esse bloco de unidades é abreviado
através da unidade joule (lé-se jaule), cujo simbolo é J. Entdo, se uma for¢ca constante de mdodulo F=1 N
empurrar um bloco por uma distancia Ax = 1 m, ela realizard um trabalho W = 1 J. Para ter uma ideia da
magnitude dessa unidade, considere que para erguer uma massa M=1 kg de um altura h=1 m no campo

gravitacional na vizinhanca da Terra vocé precisa de aproximadamente 10 J de energia.

3.2.2 Trabalho de uma forga constante obliqua em relagdo a um deslocamento retilineo

.
Considere agora que a forga F é constante e obliqua, ou seja, inclinada de um angulo 6 em relagdo ao

deslocamento do bloco, enquanto o bloco se desloca em linha reta desde A até B. A situagdo esta mostrada na

Figura 3.3.
Figura 3.3 Um bloco se desloca desde o ponto A até
F o ponto B ao longo do eixo x. Seu deslocamento é
Z_{:_ ZAB (seta verde). A forca F é, por hipétese, inclinada
P o—> de um angulo 8 em relagdo a esse deslocamento.
A »B X

Nesse caso, o trabalho realizado pela forca F nesse deslocamento desde A até B é:
W3z(A - B) =F Lyg cos(0)

Ou seja, W,;(A — B) é simplesmente o produto do mdédulo do vetor forca pelo mddulo do vetor
deslocamento do bloco que sofre a forca e pelo cosseno do angulo entre esses dois vetores. No caso particular
6 = 0 recuperamos a definicdo anterior, pois cos(0) = 1. Essa operacdo, de se multiplicar os médulos de dois
vetores e o cosseno do angulo entre eles, é chamada, na algebra vetorial, de “produto escalar”. O angulo 6
entre dois vetores é definido assim: desenhe os dois vetores nascendo na mesma origem; o angulo 6 é o

menor angulo entre esses dois vetores, medido no plano definido por eles. A Figura 3.4 ilustra essa idéia para

dois vetores A e B guaisquer, no plano do papel.
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Figura 3.4 llustragdo de como se determinar o

N}

angulo © entre dois vetores quaisquer. Nesse

ol
@

- P
caso, o produto escalar entre os vetores A e B é

A B cos(0)

o))

- - -

Em geral, a notagdo para o produto escalar entre dois vetores quaisquer AeBéA-B , OU seja:
A-B= A B cos(0)
Assim sendo, podemos escrever o trabalho de uma forga constante F como:
Wz(A— B) =F Lygcos(8) = F-Lyp
Note o caso particular, quando Fe ZAB sdo paralelos entre si:
Wi(A>B)=F-Lyp = FLygcos(8) = F Lypcos(0) =F Lyp

O uso da notacdo de produto escalar para o calculo do trabalho n3do é obrigatdrio, mas torna as

expressoes e demonstragcdes mais compactas.

Vamos considerar agora um bloco que se desloca em um percurso nao-retilineo, mas em degraus e
rampas, como mostrado na Figura 3.5.
B Figura 3.5 Um bloco se
N
/ desloca de A até B através de
um caminho formado por uma

@ sequéncia de caminhos retos:

degraus e rampas.

Ainda supondo que F é constante no percurso AB, qual o trabalho Wﬁ(A — B)? A idéia é simples e
estd ilustrada na Figura 3.6, o caminho de A até B pode ser decomposto em 6 sub-caminhos, cada um com
deslocamento Zi (i=1,2...,6) , para os quais vale Wﬁ(zi) =F- Zi , e assim:

6

6
Wﬁ(A—>B)=Zﬁ-fi=ﬁ-22i=ﬁ]3

i=1 i=1

Note que esse resultado independe do nimero N de deslocamentos parciais, que pode ser até infinito,
ou seja, esse resultado se aplica mesmo no caso em que o bloco se desloca entre os pontos A e B através de

uma curva suave qualquer, ao invés de uma sucessdo de degraus e rampas.
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Figura 3.6 Um bloco se desloca de A até B através de um caminho formado por uma sequéncia de
caminhos retos: degraus e rampas. Cada degrau, ou rampa, estd associado a um deslocamento parcial e

a um trabalho parcial, cuja soma, é o trabalho desde A até B.

Figura 3.7 Regra do
paralelogramo para o

deslocamento total

ZAB (seta preta).

Resumindo, para uma forca constante no percurso (qualquer) de A até B:
Waz(A> B) =F- Ly

Um exemplo comum de forga constante durante o movimento é o peso. Enquanto um corpo de massa
M se move no espago, seu peso ndo muda, é sempre vertical, para baixo, de magnitude M g. Vamos voltar

entdo ao exemplo do toboga e calcular o trabalho do peso do bloco no percurso de A até B:
Wyg(A—> B) =Mg - Lyg

As informagdes que precisamos para calcular esse trabalho estdo mostradas na Figura 3.8. O vetor ZAB
é simplesmente o vetor (em azul) que nasce em A e tem ponta em B. O peso do bloco M g é uma seta vertical
para baixo de tamanho Mg (em verde). O angulo entre esses dois vetores é 8. Note o tridngulo retangulo de

hipotenusa Lz, de onde concluimos que cos(8) = H/L,p.

Figura 3.8 Um tobogd (em vermelho),
onde um bloco de massa M escorrega

desde A até B. Na vertical o bloco

Lag percorre uma distancia H, a altura do
tobogd, e na horizontal o bloco

percorre uma distancia Ax .

>
=
v
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Portanto:

- 7 H
WMg(A—’B)=Mg'LAB=MgLABcos(9)=MgLAB L—:MgH
'AB

O trabalho do peso sé depende da altura do tobogd, ndo depende da distancia horizontal

Ax e nem da forma do toboga (da forma da curva vermelha na Figura acima).

Apenas como exercicio, vamos calcular esse trabalho do peso utilizando a operagdo de produto
escalar. No referencial xy mostrado na Figura 3.8 os vetores peso e deslocamento se expressam em

componentes como:
Mj=-Mg$ e Lyg= Ax2—HY
Portanto, distribuindo o produto escalar:
Wys(A>B)=Mg-Lyg=-Mgy -(bx2—HP))=-MgAxy-R+MgHy-y
Agora, levando-se em conta que:
y:x=1%x1x%xcos(90°) =0e $-y=1x%x1xcos(0°) =1
Chegamos ao mesmo resultado anterior: Wy 5(A - B) = M g H.

Podemos agora generalizar o resultado que obtivemos para uma for¢a constante em um caminho

>
formado por um numero arbitrdrio N de degraus/rampas entre A e B. Considerando que a for¢a F ndo é
constante nesse caminho, mas que assume valores diferentes F; em cada degrau/rampa correspondente ao

deslocamento L; , obtemos:

ﬁi'zi

N
Ws(A— B) =
=1

1

> >
Note, nessa expressao F; , F, , etc. ndo sdo forgas diferentes, sdo apenas valores diferentes da mesma

forca F , que ndo é mais constante, é varidvel, por hipdtese.
3.2.3 Trabalho de uma forga qualquer em um caminho qualquer

Enfim, chegamos a um estagio em que podemos dar um salto na generalizacdo, considerando o caso
em que os pontos A e B estdo unidos por uma curva suave qualquer e que a forga F é variavel, assumindo um
valor, em principio, diferente em cada ponto da curva. Esse é o caso do tobogd que consideramos no inicio
desse capitulo e da forca normal no bloco. A idéia é recorrer a um processo de limite: uma curva qualquer
pode ser pensada como uma sucessdao de N segmentos retos e infinitesimais, no limite em que N — oo.
Tomando esse limite na expressdo de Wﬁ(A — B) que obtivemos acima, obtemos uma soma infinita (uma

soma de Riemann) que define a integral:
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N B
Wi(4 - B) = lim ﬁi-Zi=fﬁ-d7
—00 A
=1

4

A idéia dessa integral estd ilustrada na Figura 3.9: seja # um ponto da curva que conecta os pontos A e

B. Um corpo qualquer, uma particula (bolinha vazada), esta percorrendo essa curva. Uma das forgas que esta

atuando nesse corpo, nesse percurso, é a forca F.

Figura 3.9 Uma trajetdéria qualquer
conecta os pontos A e B. Em cada ponto 7
da curva a forca F assume o valor F(7) e a
particula se desloca de um deslocamento
infinitesimal, tangente & curva, dl(7). No
limite, quando houver infinitos

deslocamentos infinitesimais, o

comprimento dL(7) do vetor dL(7) vai se

tornar infinitesimal.

Seja F(#) o valor da forca quando o bloco estiver na posicdo 7 da curva. Definimos df(f”’) como sendo
um deslocamento infinitesimal paralelo & curva, no sentido de A para B, de magnitude di(#), que é um

pequeno comprimento, o comprimento de um pequeno segmento de curva. Quando o bloco percorrer esse

pequeno segmento de curva a forga F vai realizar um pequeno trabalho:
dW z(7) = F(#) - dI(#) = F(®)dL(F) cos(8 (7))
Somando os pequenos trabalhos em todos os segmentos, obtemos finalmente, no limite em que o

nimero de segmentos é infinito, em que dZ(?) é um vetor infinitesimal e em que dW;(#*) é um trabalho

infinitesimal:

N B B B
wﬁ(AaB)=modeﬁ(7i)=f AW 4 (7) = f F@) - di() = f Fodi
— A A A

Note, na ultima igualdade apenas simplificamos a notacdo, omitindo a dependéncia em 7 , que vai

ficar implicita daqui para frente.

Chegamos finalmente a expressao do trabalho de uma forga qualquer, varidvel ou ndo, em um

caminho qualquer, curvo o ndo, que conecta os pontos A e B no espaco:

B
Wﬁ(A—>B)=f F-dl
A

S
Note o caso particular: se F' é constante no percurso de A até B, entdo:
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T

B B
Wﬁ(A—>B)=fﬁ-di= -fdi:ﬁ-LAB
A

O vetor ZAB estd mostrado na Figura 3.10, como fizemos para o calculo do trabalho do peso no percurso do

toboga.

Figura 3.10 Uma trajetdria

qualquer conecta os pontos A

S
e B. O vetor deslocamento L,p
(seta verde) é simplesmente o
vetor que nasce em A e tem a

ponta em B.

Apenas para relembrar e enfatizar, podemos voltar ao caso do trabalho do peso no percurso do

toboga, utilizando agora a forma integral do trabalho:
B -
Whg(A — B) =f Mg - di
A

Novamente, usando o referencial xy da Figura 3.8:

Mg=-Mgy e dl = dx % + dy y (vetor tangente a uma curva arbitraria)

Portanto (distribuindo o produto escalar e lembrandoque y- X =0ey -9y =1):
B R B B
Waga - B) = [ Mg-dl=— [ Mgdy= Mg | dy= Mgyl = ~Mg(ys -y
A A A

Note, yg € a coordenada y (vertical) do ponto B, analogamente para y,. Portanto:
Yp—Ya= —H
e novamente obtemos o resultado j& conhecido Wy 5(A - B) =M g H.

Enfim, ha varias formas de se calcular o trabalho de uma forga constante, que podem ser usadas de

acordo com a conveniéncia.

Lembrando que ja afirmamos que a solugdo para a velocidade Vz no problema do tobogd esta na

equagao:
V§

ja podemos ver que o termo da esquerda é exatamente o trabalho que o peso do bloco faz no percurso AB.

Falta ainda discutirmos o significado do lado direito dessa equacdo e finalmente o motivo da igualdade entre
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essas duas quantidades. Com isso teremos uma nova ferramenta para a solucdo de problemas de mecanica: o

teorema do trabalho-energia cinética.

Antes de partirmos para a discussdo do teorema do trabalho-energia cinética, vamos dar um exemplo
de forca variavel e do célculo do trabalho dessa forga. Considere uma mola cilindrica helicoidal, que pode ser
comprimida ou dilatada. Essas molas sao amplamente utilizadas em mdquinas, com o objetivo de armazenar e
fornecer energia mecanica, enquanto se deformam e relaxam. Uma mola é geralmente feita de um fio
metdlico enrolado, e como tal possui uma massa. Vamos desprezar essa massa aqui (mola ideal). Na sua
aplicacdo mais simples uma mola possui uma extremidade fixa e a outra extremidade livre para interagir com
outros corpos: a mola sofre forca e faz forca nesses outros corpos que interagem com ela (forca de contato).

Chamamos de “forca de mola” a forca que a mola faz em um corpo que esta em contato com a extremidade

livre dela. Denotaremos a forca de mola por ﬁM. Fato é que uma mola faz uma forca que depende de seu
estado de deformacdo. Uma mola relaxada ndo faz forca nenhuma e uma mola deformada (comprimida ou
dilatada) faz uma forga tanto maior quanto maior for sua deformacgdo. A maneira mais simples de representar
o estado de deformacdo de uma mola, através de uma varidvel x, é adotar um eixo x ao longo do eixo da mola,
com origem na posicdo da extremidade livre da mola relaxada e nomear a varidvel x como sendo a posicdo da

extremidade livre da mola em relagdo a essa origem. A Figura 3.11 ilustra essa idéia. Assim sendo, dizer que a

forca de mola ﬁM depende do estado de deformacdo da mola é o mesmo que dizer que:

Fy = Fy(x)
mm Figura 3.11 Uma mola helicoidal
Mola relaxada: x=0
. pode ter seu estado de deformacdo
I »
0 X representado por uma simples

grandeza escalar x. x ¢é a

Mola dilatada: x > 0 coordenada da extremidade livre

1 1 >
0 x>0 X da mola, em um referencial com

eixo x ao longo do eixo da mola e

Mola comprimida: x<0 | s
origem x=0 na posicio da

|-
— » ) )
0 X extremidade livre da mola relaxa.

ou seja, ﬁM é uma funcdo de x, uma funcdo que passa pela origem, ja que ﬁM(O) =0.A direcdo de ﬁM é fixae

para simplificar podemos definir a fungdo escalar Fy;(x) tal que:

Fy = Fy(x) = Fy(x) &
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Note que para uma mola dilatada (x > 0), ﬁM vai apontar no sentido —x, pois essa mola puxa o corpo

que estiver atado a sua extremidade livre (se existir esse corpo). Resumindo: Fy(x > 0) é negativo.

R
Analogamente, para uma mola comprimida (x < 0), Fj; vai apontar no sentido +x, pois essa mola empurra o
corpo que estiver encostado na sua extremidade livre (esse corpo ndo precisa estar atado a mola). Resumindo:

F(x < 0) é positivo.

Para entendermos o comportamento mecanico das molas precisamos saber o comportamento da
funcdo Fy;(x), ou seja, precisamos saber como a magnitude da forca de mola depende do estado de

deformacdo da mola. A lei de Hooke, descoberta por volta de 1670, afirma que para todas as molas:
Fy(x) =—kx

sendo k uma constante que depende da mola, chamada de constante de mola. Note que o sinal —
compatibiliza o sinal de F);(x) com o sinal de x. Essa lei diz simplesmente que uma mola exerce uma forga
proporcional ao seu estado de deformacao: se a deformacgdo dobra, a for¢a dobra. Analogamente, para dobrar
a deformacdo, temos que dobrar a forca aplicada na mola. Molas duras possuem constantes ks grandes e
molas moles possuem ks pequenos. Por, exemplo, uma mola que possui k = 100 N/m vai fazer uma forca
Fyy = 100 X 0,01 = 1 N se ela estiver deformada de x = 1 cm. Reciprocamente, vocé vai ter que aplicar nessa

mola uma forca de 1 N para manté-la deformada de 1 cm.

Na forma vetorial a lei de Hooke fica (sendo x o eixo de deformacdo da mola):
F_)M = ﬁM(x) = —kxf

Agora podemos considerar a situagao ilustrada na Figura 3.12 que segue. Um bloco de massa M esta
encostado em repouso na extremidade livre de uma mola ideal de constante eldstica k. O bloco é solto e a
mola passa a empurrar o bloco. Vamos calcular o trabalho da forca de mola no bloco, quando o bloco sai do
ponto A (mola comprimida de x;) a vai até o ponto B (mola relaxada). Quando o bloco passar por B, a
extremidade livre da mola vai parar e o bloco continuara se movendo ao longo de x (porque estamos supondo

que o bloco esta apenas encostado, e ndo fixado, na extremidade livre da mola).

Obtemos:

B—> - B - B -
Wg (A—>B)=J-FM-dl=f —kxa?-dl=—kf xX -dl
M A A A

Os limites de integragdo correspondem a x = x; (A) e x = 0 (B). Na Figura 3.12 vemos que dl = dl X, sendo

dl um deslocamento infinitesimal ao longo de x. Entdo, dl = dx e ficamos com (lembrando que X - X = 1):

B 21B

’ PRl .
xXax = 2A— 2

—kxa?-p?dx=—kj

WﬁM(A—>B)=j )

A
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Fy
—_—
M
| I > . _,: .
o < 0 0 X A dal B
0 X =X x=0

Figura 3.12 Uma mola comprimida empurra um bloco desde A até B. A figura da direita mostra o caminho

percorrido pelo bloco e pela extremidade da mola (o segmento de reta AB), o vetor deslocamento infinitesimal
dl ao longo desse caminho e a for¢ca de mola ﬁM que esta empurrando o bloco. Note que ﬁ'M é uma forca

varidvel, a magnitude de Fy, vai diminuindo a medida que a mola vai relaxando.

Concluindo, quando uma mola comprimida empurra um bloco desde a posi¢do x, < 0 até a posicao

x = 0, ela (a mola, ou a forca de mola) realiza um trabalho positivo dado por:
2
X0
WﬁM(xO il 0) = k?
Obteriamos esse mesmo resultado se considerassemos que a mola estava dilatada de x; > 0 e puxasse um
bloco até a posicdo x = 0. O trabalho da for¢ca de mola independe do sinal da deformacgdo x. Se a mola esta

dilatada de 1 cm ou comprimida de 1 cm e puxa ou empurra o bloco até a origem x = 0, o trabalho realizado

sera o mesmo.

Para posigdes inicial e final do bloco arbitrarias x4 e x5 , obtemos:

2 2
XA Xp
WﬁM(A_)B) =k7—k7

3.3 Teorema do trabalho-energia cinética

Podemos calcular o trabalho de qualquer for¢a, em um dado deslocamento. Na mecanica existe uma
forca que desempenha um papel especial, a forca resultante. Ndo seria surpreendente se ao calcular o
trabalho da forca resultante descobrissemos algo interessante. E o que acontece de fato, o calculo do trabalho
da forca resultante leva ao teorema do trabalho-energia cinética. Ha varias formas de se demonstrar esse

teorema. Faremos aqui a demonstragdo mais sucinta, usando a notagdo vetorial.

Considere um corpo (uma particula) de massa M que se desloca no espaco de A até B, em uma

— =
trajetdria qualquer e submetido a varias forgas, cuja resultante é R. Vamos calcular o trabalho de R no

percurso AB:
B—) g
Wﬁ(A—>B)=fAR-dl

A segunda lei de Newton (ﬁ = M d) vale para esse movimento e, portanto:
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B_ B . B dv %
Wﬁ(A—>B)=fR-dl= Ma-dl= M—dl— d—

Note que dl ¢ o deslocamento infinitesimal do corpo, ao longo de sua trajetéria AB. Entdo, da

cinematica:
— dZ) > —
V=—=dl=Vdt
dt
Portanto:
B - B—) —
W(A—>B)—f R-dl= M — th M| V-dv
A A

Lembrando o significado do produto escalar vemos que:
V-dV = V, dV, + V, dV, + V, dV,

Finalmente (sabendo que V2 = V2 + V}Z + V2):

B
sz VyZ VZZ VZ VB VA
Wod-B)=M(Z+2+Z ) =mZ| =M ZE_n2
(4= B) <2+2+2 ) 2|, 2 2

Vemos que o trabalho da forga resultante é igual a variacdo de uma funcdo, que s6é depende da massa

e da velocidade do corpo. Definindo entdo essa fungao:
VZ

K=M —
2

Obtemos a forma final do teorema do trabalho-energia cinética (abreviado por TTEC):

A funcdo K é chamada de “energia cinética” do corpo de massa M, pelas raz6es que discutiremos em
breve. O TTEC afirma que podemos calcular a diferenca de energia cinética nos extremos da trajetdria de um
corpo através do calculo do trabalho da forga resultante que atuou no corpo ao longo dessa trajetdria. Antes
de discutirmos com mais detalhes esse teorema, vale a pena voltarmos ao problema do toboga e mostrar que

a equagdo que resolve o problema (que calcula V), qual seja:
Vi
MgH=M —
2
é simplesmente o resultado da aplicacdo do TTEC para o bloco que desce o toboga.

De fato, para o bloco que desce o toboga vale:
R=i+Mg

Logo (note a fatoracdo do trabalho: o trabalho da soma é a soma dos trabalhos):
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Wﬁ(AﬁB) = Wﬁ_,_Mg'(A—)B) = W;i(A—>B)+ WMg(AﬁB)

Ja vimos que:

Wyg(A->B)=MgH

Falta ainda calcular W5 (A — B) dado por:

B
Wy(A - B) = fAﬁ-dl

Note, a forca normal varia ao longo do percurso AB e por isso ndo podemos dizer que
Wﬁ(A - B) =1 Lsp

Mas, é facil ver que 7] é sempre ortogonal a dl, pois a forca normal é ortogonal a superficie do tobog3

(e a superficie do bloco que toca o tobogd) e o deslocamento do bloco é paralelo ao toboga. Portanto,

# -dl = ndlcos(90°) = 0. Logo:

Wﬁ(A—>B)= 0
Assim, o TTEC diz que:
V§ Vi V§
WR»(A—>B)=Wﬁ(A—>B)+ WMQ'(A—>B)= 0+MgH=M7— M7= M7— 0

Esse problema ilustra a idéia desse capitulo: se abordarmos o problema do toboga pelo método
baseado na segunda lei de Newton, obtemos uma equacdo diferencial que vai exigir muito mais esforco para
ser resolvida (integrada no tempo) do que a abordagem via TTEC (de fato, ja mencionamos que o TTEC é o
resultado da integracdo espacial prévia da equacdo diferencial vinda da segunda lei de Newton). E interessante
notar que a forca normal 77 , que é o motivo da complicacdo na abordagem via segunda lei, desaparece na
abordagem via trabalho e energia. Por mais complicada que seja a forca 7], ela ndo realiza trabalho no percurso

do bloco no toboga. Dai, o formalismo do TTEC se livra dessa forca e das complica¢des que dela advém.
3.3.1 Energia cinética

O teorema do trabalho-energia cinética envolve a variacdo da funcdo da massa e da velocidade
definida por:
VZ

K=M —
2

gue chamamos de energia cinética do corpo de massa M, que esta se movendo com velocidade de médulo V.
O termo “cinética” é facil de entender: K é funcdo da velocidade, e por isso é funcdo do estado de movimento
do corpo. Um corpo estdatico, ndo possui energia cinética. Somente corpos que estdo se movendo possuem
K # 0. Ja o termo “energia” ndo é tdo facil de definir. Usamos a palavra energia em varios contextos e com

varios significados diferentes: na fisica, engenharia, quimica, biologia, psicologia, astrologia, etc. Sigmund
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Freud, por exemplo, criou o conceito de libido, como uma forma de energia associada a vida. Trata-se de um
conceito dificil e abstrato, que ndo pode ser quantificado: ndo existe uma formula para a libido, ou mesmo um
libidbmetro. Na fisica definimos energias mais concretas e que podem ser quantificadas. O dicionario Aurélio
define energia como: maneira como se exerce uma forga; forca moral; firmeza; vigor, forca; propriedade de
um sistema que lhe permite realizar trabalho etc. No meio dessa confusdo, nés aqui vamos ficar com a
seguinte definicdo de energia (mecanica): a energia mecanica de um corpo é a capacidade que esse corpo tem
de realizar trabalho, trabalho mecanico como ja definimos anteriormente, envolvendo forca e deslocamento.

Um corpo que tem energia é capaz de fazer forca em e deslocar outros corpos que interagem com ele.

Portanto, a energia cinética K de um corpo é a capacidade que ele tem de realizar trabalho, pelo
simples fato de estar se movendo. Como esse trabalho é realizado? Considere o exemplo de um projétil de
arma de fogo, uma bala de revélver. Essa bala é um corpo metalico pequeno, de massa M = 0,01 kg (10 g).
Uma bala em repouso n3o pode fazer muita coisa. E basicamente inofensiva. Considere agora que essa bala

acabou de ser disparada por uma arma, com uma velocidade V = 400 m/s. A energia cinética dessa bala é:

2 2
sz"?som %=800kgm2/sz=8001

Muitas coisas podem ser feitas com esses 800 J. Essa é, por exemplo, a energia necessaria para erguer

uma massa M=1 kg de uma altura de cerca de 80 metros no campo gravitacional da Terra.

Imagine agora que essa bala atinja um alvo, uma parede, por exemplo. A bala toca a parede, ela faz
forga na parede (forca de contato) e comeca a empurrar a parede, abrindo um buraco e deslocando o material

gue compde a parede. A bala exerce forca e desloca, ela realiza trabalho. A Figura 3.13 ilustra essa idéia.

-
LAB

Figura 3.13 Uma bala de revélver chega a uma parede (linha vermelha) com alta velocidade (seta verde), ela toca a
parede em A e sai empurrando, abrindo um buraco na parede, através da forca de contato ﬁB/P. Ao final, a bala

atinge o repouso no ponto B. A bala, ou mais especificamente a forca Fg/p, realiza um trabalho nesse processo.

Vamos calcular o trabalho que a bala faz na parede, ou seja, o trabalho da for¢a que a bala faz na
parede ﬁB/P desde o momento em que a bala toca a parede (ponto A) até o momento em que a bala atinge o

repouso dentro da parede (ponto B). Da defini¢do:
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B
WﬁB/P (A—)B) =L FB/P -dl

S
A forga Fg,p € uma forga variavel ao longo do percurso AB (um pulso muito rapido de forga). Ndo
temos conhecimento suficiente sobre essa forca que permita o cdlculo direto dessa integral. Por isso, vamos

apelar para o TTEC aplicado a bala. Durante o percurso AB atuam na bala o peso M g e a forga ﬁP/B, que é a

forca que a parede faz na bala (uma forga de contato, basicamente atrito cinético e normal). Obviamente, da

terceira lei de Newton, ﬁP/B = —ﬁ'B/P .
Note que, se considerarmos que o percurso AB é horizontal (Figura 3.12), entdo:

pois o peso é vertical e cos(90°) = 0 (poderiamos simplesmente desprezar o trabalho do peso, admitindo que
a bala cai muito pouco enquanto penetra na parede, mas nesse caso hipotético que estamos considerando

esse trabalho é identicamente nulo). Portanto, aplicando o TTEC para a bala (com V, =V e Vz = 0) ficamos

com:
Wz(A—-B) = WﬁP/B(A - B)+ Wyz(A4-B)= WﬁP/B(A -B)+ 0
Mas:
Wﬁp/B(A - B)= W_ﬁB/P(A - B)= _WﬁB/p(A - B)
Finalmente:
15 V2 V2
Wﬁ(A_)B)=_WﬁB/P(A_>B) =M7— M7= —M7=—K
Concluindo:

B

Essa ultima equacao justifica o nome “energia cinética” para a fungao K. O trabalho que a bala realiza

. , . V2 L R .
na parede, através da forca de contato bala/parede, é exatamente igual a M —, ou seja, é igual a energia
2

cinética que ela tinha antes de atingir a parede. K é, portanto, a capacidade que a bala tinha de realizar
trabalho, enquanto estava em voo livre. Ao atingir o repouso em B, a bala exaure (gasta) toda sua capacidade
de realizar trabalho, e ndo faz mais nada. Nesse sentido, uma bala de revélver em v6o possui uma capacidade
de transformacdo, associada ao seu movimento. Essa capacidade vai se concretizar em transformacao
(movimento, ruido, destruicdo, aumento de temperatura (calor), deslocamento, ferimento, morte etc.) no
corpo que se colocar no caminho da bala. Ao se colocar no caminho da bala esse corpo vai sofrer uma forca de
contato bala/corpo, que vai deslocar o corpo e/ou material desse corpo (deformacdo) e, portanto, realizar

trabalho. Desse trabalho resultam as transformacdes a que ja nos referimos. Através do trabalho a energia
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cinética inicial é convertida em outras formas, mecanicas ou ndo mecanicas, de energia, como a energia
térmica (que flui como calor dentro da parede e na bala). A energia cinética de um corpo é, portanto, a
guantidade de energia que vocé vai obter, sob outras formas (como energia térmica, energia sonora, energia
eldstica etc.), caso esse corpo seja levado ao repouso (K=0) por qualquer processo. No caso da bala com massa
M = 0,01 kg e velocidade V = 400 m/s, sua energia cinética é K= 800 J, e 800 J de energia, sob outras
formas, serdo liberados no processo de se levar essa bala ao repouso, ndo importa que processo seja usado

para isso. E melhor que ninguém esteja no caminho dessa bala.

Chegamos entdo a um ponto em que podemos interpretar o teorema do trabalho-energia cinética,
expresso pela equagdo:
Wz(A—>B)=Kz— K,

de acordo com a seguinte ideia: um corpo X que estd se movendo possui capacidade de realizar trabalho em

7

outros corpos que interagem com ele (através das forcas que X faz nesses corpos). Essa capacidade é dada

pela fungdo K calculada para o corpo X. Quando Wz(A — B) (considere que R é a resultante em X, R n3o ¢

uma forca que X faz, mas sim uma forga que outros corpos fazem em X) é positivo (enquanto X vai de A até B),

significa que esses outros corpos estdo fornecendo energia para X (através de ﬁ), e a energia cinética de X
aumenta nesse percurso (Kz > Kj). Quando Wz(A — B) é negativo, significa que X esta fornecendo energia
para esses outros corpos, e a energia cinética de X diminui (Kz < Kj), porque X estd gastando sua energia

cinética, ou seja, sua capacidade de realizar trabalho. O trabalho Wﬁ(A — B) representa, portanto, uma

transferéncia de energia cinética do corpo X para sua vizinhanca, através da forca de interacdo R. Se
Wﬁ(A — B) =0, por exemplo, entdo a energia cinética do corpo se conserva no percurso AB. Ele nem

aumentou nem diminuiu sua capacidade de realizar trabalho.

Consideremos o exemplo de uma pessoa que lanca uma pedra no ar. A pessoa realiza trabalho e
transfere uma energia K para a pedra. Essa energia K ndo veio do nada, ela veio da pessoa, que realizou
trabalho sobre a pedra, através da forca pessoa/pedra. A pessoa vai ter que repor essa energia depois, através
dos alimentos que ela ingerir. A pedra passa a viajar no espaco transportando essa energia K com ela. Se uma
segunda pessoa agarra a pedra, levando-a ao repouso, a energia cinética da pedra vai a zero. Mas a pedra
realizou trabalho sobre essa segunda pessoa, através da forca pedra/pessoa. Esse trabalho vai resultar em
transformagdes na pessoa. Ela vai sentir dor, contragdo muscular, aumento de temperatura etc., ao agarrar a
pedra. Dessa forma, a primeira pessoa transferiu energia para a segunda pessoa, usando a pedra como veiculo
de transporte de energia, na forma cinética. De forma andloga, o vento transporta energia cinética através do
espaco, que chamamos de energia edlica. Ao bater nas hélices de um cata-vento, o vento realiza trabalho,
através da forga vento/cata-vento, e transfere sua energia cinética para a rotacdo da hélice (energia cinética

rotacional).
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3.3.2 Dificuldades na interpreta¢dao do teorema do trabalho-energia cinética

O contexto de aplicabilidade do TTEC é o do movimento de particulas, ou dos corpos rigidos em
movimento de translagdo. Um corpo rigido é um corpo ideal que ndo admite deformacdes, ele ndo amassa,
ndo dobra, ndo contrai, ndo dilata, ndo muda de forma. O movimento de translacdo (que discutiremos com
mais detalhes no capitulo 5) é basicamente um movimento sem rotagdes. Podemos mostrar que o movimento
de um corpo rigido em translagdo é equivalente ao movimento de uma particula, ou seja, obedece as mesmas
equacdes cinematicas e dinamicas. Esse é o contexto especifico do TTEC. Veremos no capitulo 5 que a simples
adicdo de uma energia cinética de rotacao estende o contexto para corpos rigidos que também giram no

espaco. Mas, para simplificar, vamos continuar pressupondo aqui a auséncia de rotacées.

Uma particula ndo possui interior e a ideia de que essa particula possa trocar calor com o ambiente e
esfriar/aquecer é um tanto absurda. A mesma coisa vale para um corpo rigido, ja que calor/temperatura estdo
associados a movimento/agitacdo das particulas no interior dos corpos. Trata-se de uma limitacdo desses

modelos, do modelo de particula e de corpo rigido, na sua tentativa de representar corpos reais.

De fato, se pretendemos discutir sistemas mais interessantes do que simples particulas/corpos rigidos,
devemos reconhecer que existem varias formas de energia na natureza, além da energia cinética, que é uma
energia mecanica. Por exemplo, a energia térmica (calor), a energia quimica, associada as ligacbes quimicas
entre os atomos/moléculas, a energia elétrica etc. Sabemos, por exemplo, que um corpo composto de varios
atomos possui uma energia interna, associada a sua configuracdo microscépica interna: as posicées no espago
e aos movimentos desses varios atomos. Mudancas nessa configuracdo interna podem estar associadas a
absorc¢do ou liberacdo de energia, na forma de trabalho ou calor. Um litro de gasolina, por exemplo, pode
colocar um motor em movimento e liberar calor, ao reagir com o oxigénio do ar. Essa energia esta |3, dentro
do litro de gasolina. O sistema gasolina+oxigénio muda sua configuracdo microscopica interna (rearranjo das

ligacGes quimicas, ou seja, das posicoes relativas dos atomos), e energia é liberada.

O TTEC é apenas uma integral da segunda lei de Newton aplicada a uma particula e ndo podemos ter
esperanca de que ele contenha ou descreva as varias formas (ndo mecanicas) de energia que existem na
natureza. Essas vdrias energias sdao adequadamente descritas no contexto amplo da primeira lei da
termodinamica:

AE, +AK=Q+W

gue é um principio geral de conservag¢do da energia, envolvendo ndo somente energias mecanicas. A primeira
lei da termodindmica é uma lei geral, que vale para atomos, moléculas, células, estrelas e galaxias. Nessa lei,
E; é a energia interna do sistema (AE; é a variagdo nessa energia), ou do corpo que estamos estudando, K é a

energia cinética do corpo, Q é o calor que esse corpo recebe de sua vizinhanga e W é o trabalho que essa

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 3



178

vizinhanca faz no corpo. Nao entraremos em detalhe sobre essa lei aqui, pois isso fugiria do contexto. Apenas

assumiremos que a ideia por trds da primeira lei da termodinamica é razoavel.

Uma particula ndo possui estrutura interna e, portanto, nem energia interna. Uma particula também
nao troca calor com o ambiente e, por isso, podemos ver o TTEC como um caso particular da primeira lei da

termodindmicaem que E; = Q = 0:
AE,+AK=Q+W=AK=W

Um corpo rigido pode até ter estrutura interna, mas sendo ela rigida, segue também que AE; = Q = 0 (pois E;

€ constante).

Mesmo descrevendo satisfatoriamente a cinematica e a dindmica de muitos corpos, como ja vimos nos
capitulos de cinematica e dindmica, o modelo de particula/corpo rigido mostra, muitas vezes, sua inadequacgao
guando descrevemos através desse modelo a energia de um corpo mais complexo do ponto de vista do TTEC.
Algumas vezes precisamos estender esses modelos, admitindo que eles podem modificar suas energias
internas e suas temperaturas. E o caso de sistemas que envolvem forcas dissipativas, como o atrito cinético.
Essas forcas dissipam energia mecanica, ou seja, “desaparecem” com uma parte da energia mecanica do
sistema. Para onde vai essa energia? Ela se transforma em qué? A ideia expressa na primeira lei da
termodinamica é a de que energia ndo pode desaparecer, de que energia apenas muda de forma (natureza) e
de lugar. Se a quantidade de energia X diminuiu, é porque a quantidade de outra forma de energia Y
aumentou ou se a quantidade de energia X diminuiu aqui, é porque ela aumentou 3. Se uma forca de atrito
cinético diminui a energia mecéanica de um sistema, é porque outra forma de energia (mecénica ou nao)
aumentou. Geralmente (mas nem sempre) essa energia que aumenta é a energia interna dos corpos
envolvidos no atrito, o que se reflete no aumento da temperatura desses corpos. Quando os corpos se atritam
eles aquecem. Fica claro entdo que mesmo nessa descricio/modelo de particulas/corpos rigidos devemos

associar a esses corpos uma energia interna, para que o fluxo de energia no sistema seja bem compreendido.

Considere o seguinte exemplo: um bloco de massa M é simplesmente lancado em uma superficie
horizontal com atrito e desliza até parar. O bloco passa pelo ponto A com velocidade V, # 0 e chega no ponto

B, onde ele para (V5 = 0). Seja u. o coeficiente de atrito cinético bloco/superficie e D a distancia entre A e B.

Aplicando o TTEC para o bloco (I_?) é a resultante no bloco) obtemos:

VZ
Wz(A—>B) =W o(A>B)+ Wy (4> B)+Wz(A—>B)=AK = —M 7“‘
A

Note que peso e normal nao realizam trabalho, pois sdo forgas verticais e o deslocamento do bloco é

horizontal.
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A forca de atrito cinético realiza trabalho porque atua em pontos do bloco que estdo deslizando na
superficie (e, portanto, se deslocando). Usando o fato de que a forca de atrito cinético tem magnitude
constante uc- M g e é oposta ao deslocamento do bloco (dngulo de 180° entre a forga e o deslocamento) e que

a distancia horizontal entre A e B é D obtemos:

Wao (A B) = E - Lyp = puc M g D cos(180) = —uc M g D
A

Portanto:
Vi
Wee(A>B)=—ucMgD=AK = -M =
A

O bloco tinha energia cinética em A e quando chegou em B essa energia mecanica “desapareceu”.
Energia ndo pode simplesmente desaparecer, energia apenas muda de forma e de lugar, é o que diz a primeira
lei da termodinamica. No caso do bloco que freia, arrastando no piso, vamos observar uma elevagao nas
temperaturas do bloco e do piso. A energia cinética inicial do bloco foi convertida em energia interna desses
corpos, através do trabalho do atrito cinético. De fato, aplicando a primeira lei da termodindmica para o

sistema (isolado) bloco+superficie horizontal (desprezando trocas de calor com a vizinhanga) obtemos:
AK + AEIB + AEIS = 0

sendo E;5 e Ejs as energias internas do bloco e da superficie. Note que ndo aparece nessa equagdo o trabalho

do atrito cinético, pois essa é uma forca interna para o sistema bloco+superficie. Como ja mostramos que:
Wﬁ(C)(A - B) = AK
A

segue que:

AEIB + AEIS = —-AK = _Wﬁ,;(lC)(A g B) = MC Mg D

Note que Wﬁ(C)(A — B) é negativo e que —Wﬁ(C)(A — B) = uc M g D representa, portanto, o
A A

aumento nas energias internas dos (dois) corpos envolvidos no atrito. A energia cinética inicial do bloco foi

convertida em energia interna do bloco e da superficie horizontal, gracas a atuacdo do atrito cinético.

Concluimos que devemos adicionar ao nosso modelo o fato de que o bloco possui energia interna E; (a
superficie também) e entender que essa energia interna estd mudando, apesar de ndo haver no TTEC um
termo explicito contendo E; que descreveria essa mudanga. O trabalho do atrito cinético deve descrever uma
diminuicdo na energia mecanica e concomitante aumento na energia interna do sistema. De fato, se vocé
esfregar suas maos vigorosamente em uma superficie vai perceber que o atrito cinético produz elevacdo de
temperatura e, portanto, aumento na energia interna. Podemos até fazer fogo simplesmente atritando um

graveto em outro.
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Do ponto de vista microscopico, a producdo de energia interna pelo atrito cinético estd associada as
vibragOes (agitacdo) que acompanham a ruptura da adesdo entre as superficies, nos pontos de contato entre
elas (area real de contato). Essa vibragdo se propaga para o interior dos corpos, aumentando suas energias
internas. Basicamente, um ponto de contato entre as superficies é tensionado pelo movimento do bloco e

rompe, vibrando em seguida. A vibrag¢do ocorre nas duas pontas do ponto de

—_— e
contato que se rompe, na ponta que pertence a superficie do bloco e na w
ponta que pertence a superficie do piso. Dai a elevagdao na energia interna das
duas superficies (AE;z e AE;s). A ideia estd ilustrada na figura ao lado. Note J @,

que estamos falando de deformacdes/vibracdes de pontos de contato e essas coisas ndo ocorreriam em uma
particula ou mesmo em um corpo rigido. Dai a impossibilidade do TTEC, que é apenas uma integral espacial da
segunda lei de Newton para uma particula, descrever esse processo de variacdo da energia interna, devido ao

atrito cinético.

Considere um segundo exemplo: um bloco rigido de massa M é empurrado por uma forca F constante,

aplicada por uma pessoa, e desliza em uma superficie horizontal com atrito cinético, com coeficiente de atrito

cinético bloco/superficie igual a uc. Suponha que a forga de atrito cinético seja tal que I:fq(c) =—Fe que,
portanto, o bloco se mova com velocidade constante (sem variagcdo de energia cinética). Se tomarmos dois

pontos A e B quaisquer da trajetdria o TTEC diz que:

Wg(A—B) = Wg(A > B) + W o (A~ B) + Wy (A~ B)+Wy(4>B)=0
A

ja que AK = 0, por hipédtese.

Novamente n3o ha trabalho do peso e da forca normal por causa do dngulo de 90° entre forca e

deslocamento e W o) (A - B) = —uc M g D. Obtemos entdo:
A

FD—u.MgbD =0
Esta correta essa afirmacgdo, pois ela equivale a F — u- M g = 0 (eliminando o fator D comum), que
foi nossa hipdtese inicial (ﬁ;l(c) = —ﬁ).
Vemos entdo que uma pessoa esta realizando trabalho sobre o bloco (FD) e aparentemente nada esta

acontecendo, do ponto de vista da energia, a energia mecanica do bloco ndo estd mudando. A pessoa estd

realizando trabalho positivo sobre o bloco (através de F) e deve estar, ela mesma, consumindo sua energia
interna, através de seu metabolismo. Essa pessoa vai suar, ficar exausta e com fome se empurrar esse bloco
por uma distancia muito grande. Para onde estd indo a energia da pessoa? Para o bloco? Nado na forma

mecanica, pois a energia mecanica do bloco ndo estd mudando.
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Mas, podemos estar certos de que as temperaturas do bloco e da superficie em que ele desliza
(supostos isolados termicamente do resto do universo) estdo ficando maiores, suas energias internas estdo
crescendo, enquanto o bloco desliza. Portanto, nesse processo, a pessoa transfere energia mecanica para o
bloco (gracgas a sua prépria energia interna) arrastando-o na superficie e essa energia esta sendo convertida

em energia interna do bloco e da superficie, pela a¢do do atrito cinético bloco/superficie.

De fato, aplicando a primeira lei da termodinamica para o sistema bloco+superficie horizontal, com o
bloco submetido a forca externa F (da pessoa) e desprezando trocas de calor com a vizinhanga (que podem
ocorrer depois, mas ndo estamos interessados nelas agora, ou seja, consideramos que o processo A » B é
adiabatico):

AEIB + AEIS = WF'-’(A s B) = FD

sendo E;p e Ejs as energias internas do bloco e da superficie. Note que ndo aparece nessa equagao o trabalho

do atrito cinético, pois essa é uma forga interna para o sistema bloco+superficie. Como ja mostramos que:
Wz(A—- B) + Wﬁ,ﬁc)(A - B)=0

segue que:

AEIB + AEIS = _WﬁIgC)(A - B) = Uc M g D

Note que Wz (A - B) é negativo e que —Wﬁ(C)(A - B) = Wz (A - B)| = uc M g D representa,
A A A

portanto, o aumento nas energias internas dos (dois) corpos envolvidos no atrito: bloco e superficie

horizontal.

Conclusdo: a pessoa realiza trabalho sobre o bloco (Wﬁ(A — B)), consumindo sua propria energia
interna, através de seu metabolismo, e o atrito cinético entre o bloco e a superficie converte esse trabalho da
pessoa diretamente em energias internas do bloco e da superficie. A energia mecanica do bloco permanece
constante nesse processo. Esse é, basicamente, o processo que usamos para produzir fogo atritando um

graveto em outro.

A forca de atrito cinético sempre desempenha esse papel, de conversdo de energia cinética em
energia interna. O atrito cinético produz aumento nas temperaturas das superficies que deslizam uma contra a
outra, aumento nas energias internas. Nao hd no TTEC um termo descrevendo energia interna, por que ele é
um teorema da mecanica e s6 envolve energias mecanicas e trabalhos. A existéncia da energia interna do

sistema estara implicita na interpretagdo dos resultados fornecidos pelo TTEC.

A forca de atrito estatico ndo desempenha esse mesmo papel, de produzir aumento nas energias
internas dos corpos. Nao hd elevacdao de temperatura associada ao atrito estatico. Do ponto de vista

cinematico e dinamico a forca de atrito estatico desempenha muitos papéis, do ponto de vista energético ela é
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nula. Se vocé apoiar sua mdao em uma mesa de tal forma que ela fique estatica, tentando deslizar, mas sem
deslizar, ndo havera nenhuma elevacdo de temperatura associada a esse processo. Ha excec¢des ébvias a essa
ideia como a de uma caixa apoiada na carroceria de um caminhdo que acelera. Se nos concentrarmos apenas
na caixa, supondo que ela ndo desliza, a forca de atrito estatico vai realizar trabalho positivo e aumentar a
energia cinética da caixa. Nesse caso a forga de atrito estatico estard atuando em lugares que estdo se
deslocando no espaco, pois o caminhdo estd se movendo, do ponto de vista de um observador no asfalto.
Excetuando essas exce¢bes Obvias (associadas a uma simples mudanca de referencial — da carroceria para o

asfalto), a forca de atrito estatico ndo realiza trabalho.

Para ilustrar essa ideia, considere o seguinte exemplo: um carro de massa M esta se deslocando em
uma pista horizontal (peso e normal n3o realizam trabalho por causa do angulo de 90°). O carro esta
inicialmente em repouso no ponto A (V4 = 0). O motorista acelera o carro, e o carro, sem derrapagens, passa
pelo ponto B com velocidade Vi # 0. A forga que acelera o carro é a forga de atrito estatico Ii(E) que o asfalto
faz nos pneus (ja discutimos essa idéia no capitulo 2). O atrito é estatico porque estamos supondo que nao

ocorrem derrapagens. Note entdo que:

Wﬁ(E)(A -B)=0
A

Isso porque o atrito estatico atua no local onde os pneus tocam o asfalto, e esse local esta parado enquanto
sofre a forga. Ndo ha deslocamento onde a forc¢a é aplicada e por isso o trabalho é nulo. Podemos comparar
essa situacdo com a de uma pessoa calcando sapatos e caminhando em um piso horizontal ndo-escorregadio.
O sapato da pessoa que estd, em cada instante, em contato com o chdo, e que esta sofrendo a forca de atrito

estdtico IT"A(E), estd parado. Nao ha, portanto, trabalho de I?A(E). A mesma situacdo se da com o carro. Um pneu

. s . ~ =2 (E N
é uma espécie de “sapato” circular. Ndo houve trabalho de Eq( ) mas houve claramente uma variacdo (um

ganho) na energia cinética do carro:

V§ Vi V§
AK=MZ2_-MEA2=MZL
2 2 2 >0

Estamos desprezando nessa expressdao as energias cinéticas de rotacdo dos conjuntos pneus+rodas,

que estdo, por hipdtese, rolando sem deslizar na pista horizontal.

Vamos tentar modelar esse carro através de uma particula, ou mesmo de um bloco rigido e aplicar o
TTEC para o percurso AB. O TTEC diz que (note que nenhuma forca realiza trabalho, seja por causa do angulo

forca/deslocamento, seja por causa da propria auséncia de deslocamento):
2

v
Wx(A— B) =Wyz(A—B)+W5(4 > B)+ Wys(Ad—B)=0= AK = M7B> 0
A
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Obtivemos uma equacao absurda. A origem desse absurdo estd no fato de que ndo consideramos
nessa equacdo a transferéncia de energia proveniente da queima do combustivel (gasolina, por exemplo).
Fizemos isso porque essa idéia foge do contexto da mecanica, ndo existe um termo para representar a energia
da queima da gasolina no TTEC, pois para o TTEC o carro é uma particula/bloco rigido, ele ndo tem pneus, nem

rodas que rolam e nem tanque de combustivel.

De fato, somente em um contexto mais geral, que leve em conta as energias internas dos corpos que
possuem estrutura interna e energia interna (o que ndo é o caso das particulas ou corpos rigidos), podemos
computar corretamente o balanco de energia em um carro que sai do repouso devido a queima de um
combustivel. A primeira lei da termodinamica para o sistema carro+gasolina+oxigénio, desprezando a troca de

calor com o ambiente (o atrito estatico ndo realiza trabalho) diz que:

sendo AK > 0 o aumento na energia cinética do carro e AE; < 0 a diminui¢do na energia interna da mistura
gasolina+oxigénio. |AE;| = —AE, é a energia liberada na queima do combustivel e convertida em energia
cinética. Um valor aproximado para a densidade de energia da gasolina é 34 milhGes de joules por litro (34
MJ/1), ou seja, a combustdo de um litro de gasolina libera cerca de 34 milhGes de joules. Essa é
aproximadamente a energia necessaria para erguer um bloco de massa M=1 kg de uma altura de 3,4 mil

quildmetros no campo gravitacional da Terra. Essa distancia é aproximadamente metade do raio da Terra.

Uma reacgdo quimica (exotérmica), como a combustdo da gasolina, libera energia porque o saldo entre
a energia gasta para quebrar as ligacdes entre os 4tomos dos reagentes e a energia ganha nas novas ligacées
formadas nos produtos é positivo. As quebras de ligacdes sdo produzidas por colisdes entre as moléculas
(impulsionadas por uma centelha elétrica, por exemplo) e as novas ligacdes sdo formadas pela atracdo elétrica
entre os dtomos/ions/elétrons liberados na quebra das moléculas. Essas particulas se atraem (por causa das
cargas elétricas de sinais opostos) e se juntam vigorosamente, girando e vibrando intensamente, aumentando
a temperatura do produto final da rea¢do. A expansdo térmica do produto pode empurrar um pistdo, como no
caso do motor do carro. Ondas eletromagnéticas (luz ou infravermelho) também podem ser geradas na

reacdo, por causa das aceleragBes das cargas elétricas/transi¢Ges eletrénicas, como no caso do fogo.

Como outro exemplo que envolve energia interna/quimica, considere um atleta de massa m que salta
do chdo, na vertical. Inicialmente o atleta estava parado, agachado no chao (ponto A, V4, = 0). De repente ele
salta e sai do chdo, adquirindo uma velocidade vertical, e uma energia cinética. Ele vai subindo e passa por um
ponto B (fora do chdo, a uma altura H) com velocidade de mddulo Vg. A forga que fez o atleta saltar é a forga
normal 7] (vertical para cima) que o chdo faz nos pés do atleta, somente enquanto eles tocam o ch3o.
Novamente:

Wﬁ(A*B) =0
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porque os pés do atleta, que sofrem a for¢a 17 durante o salto, estdo parados no chdo. Quando os pés do atleta
perdem contato com o chdo e comecam a se deslocar no espaco, a forga 7} se anula. Note que 7j = 7j(t) nesse

caso, a forga normal é um pulso de forca.

Transportando essa ideia para o TTEC aplicado ao atleta desde A (chdo) até B obtemos (desprezando o

arraste do ar):

vz vz
Wyg(A - B) +W5(A > B) = AK = M7B:>—mgH=M7B>O

Note que o trabalho do peso é negativo, igual a —m g H, porque enquanto o atleta sobe a peso estd

para baixo enquanto que o deslocamento do atleta esta para cima.

O TTEC leva novamente a uma equacdo absurda: uma grandeza estritamente negativa é igual a outra
grandeza estritamente positiva. Novamente somos levados a reconhecer que o atleta salta gracas a sua
energia interna E;, que é consumida durante o salto. Essa energia E; vem da queima interna dos alimentos

ingeridos pelo atleta, ou seja, de seu metabolismo. Um defunto ndo da saltos.

Aplicando a primeira lei da termodinamica para o atleta, desprezando trocas de calor (a forca normal
nao realiza trabalho):

Portanto:

Vg

AE,=-mgH-M >

Note que a energia interna do atleta diminui nesse processo, ou seja, AE; é negativo. Essa ultima
igualdade diz que a energia liberada pelo metabolismo do atleta, |AE;| = —AE|, é utilizada para ergué-lo de
uma altura H no campo gravitacional da Terra e para fornecer a ele a velocidade V. Veremos na préxima

secdo que mgH é a energia (mecanica) potencial gravitacional da massa m em uma altura H. O processo AB é

um processo em que energia quimica é convertida em energia potencial gravitacional + energia cinética.

A principal conclusdo que tiramos desses exemplos é que o teorema do trabalho-energia cinética pode
ser aplicado diretamente para a solugao de problemas envolvendo o movimento de particulas, ou de corpos
rigidos que n3o giram. Particulas ndo possuem interior e, portanto, ndo possuem energia interna. As vezes, o
modelo de particula/corpo rigido, implicito no TTEC, mostra claramente sua inadequagdo, como quando
tentamos modelar um ser vivo ou um automodvel como sendo uma particula. Um ser vivo e um automovel
podem adquirir energia cinética a partir de suas energias internas, mas esses processos nao sdo descritos pelo
TTEC, que é apenas uma integral espacial da segunda lei de Newton para uma particula. Somente a primeira lei

da termodinamica é capaz de descrever a inter-relacdo entre todas as energias de um sistema em geral.
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Procuraremos evitar, portanto, a tentacao de usar o TTEC para modelar sistemas como seres vivos e
veiculos movidos a combustivel. Um ser vivo ndo é uma particula ou mesmo um corpo rigido. A interpretacdo
do TTEC em termos de trocas de energia ndo leva a anadlises corretas nesses casos e em casos semelhantes.
Utilizaremos o TTEC para a andlise do movimento de corpos (particulas) sem fontes de energia interna. Esses
corpos s6 variam sua energia mecanica devido a acdo (trabalho) de forcas externas. Mesmo assim, dentro
dessa aproximagdo de particula/corpo rigido, o “desaparecimento”, ou diminuicdo, de energia mecanica
devido a atuagdo da forga de atrito cinético (forgas dissipativas) deve ser interpretado em termos do aumento
nas energias internas dos corpos envolvidos no atrito. Uma cadeira, uma mesa, um saco de cimento ou
qualquer corpo similar ndo possui fonte de energia interna (metabolismo ou combustivel) e, se ele ndo estiver
girando no espaco, o modelo de particula pode ser considerado satisfatério, do ponto de vista energético. Se
ele estiver girando, veremos em breve que basta acrescentar uma energia cinética de rotacdo, ou seja, uma

K,or =1 w?/2, e o TTEC continua dando resultados consistentes com a realidade.

Nesse ponto alguém poderia objetar dizendo que o deslocamento que estd subentendido nos cédlculos
dos trabalhos no TTEC é o deslocamento de uma particula e ndo o deslocamento dos pés de uma pessoa que
anda/salta ou dos pontos onde os pneus de um carro tocam o piso. Particulas ndo possuem pernas, musculos
ou tanques de gasolina. E verdade, as equac¢des absurdas que obtivemos a partir do TTEC nesses exemplos
foram geradas por essa nossa tentativa, infeliz, de modelar uma pessoa ou um automovel, do ponto de vista
energético, através de uma particula e do TTEC. Fizemos essa tentativa no intuito de mostrar como o TTEC
pode tornar confusa a analise das trocas de energia em sistemas que possuem uma fonte de energia interna,

como um ser vivo ou um veiculo com motor a combustao.

Se formos fiéis (ao pé da letra) ao modelo de particula/corpo rigido no caso, por exemplo, do
automoével de massa M que sai do repouso (em A) e acelera no piso horizontal até o ponto B, o TTEC fornece a

equagao:

VZ
W.5(A>B)= AK = M—=
F4 2

2(E , . o
Se a forga FA( ) nessa particula que representa o automovel for constante no percurso AB e a distancia

entre esses pontos for D, o trabalho da forca de atrito estatico no contexto do TTEC sera Eq(E) D (lembre-se
gue a forga de atrito estdtico estd apontando para a frente no caso de um carro que acelera), ou seja, o TTEC
diz que:

4

@ _
F7D= M-

Note, Iil(E) D é o trabalho do atrito estatico nessa particula (imaginaria, que representa um automoével, do

ponto de vista energético), que se desloca no espaco, na presenca de um atrito estatico (dd para notar o
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contrassenso). A equagdo estd correta, pois se derivarmos essa equacdo, desfazendo a integral espacial,

obtemos para um instante qualquer no percurso AB:

gue é a segunda lei de Newton para o carro. De fato, note que a equagdo que obtivemos do TTEC, qual seja:

(E)
Vi=2-4-D
B M
é apenas a equacdo de Torricelli (da cinematica para uma particula com acelera¢do constante) aplicada ao

percurso AB.

A equacdo fornecida pelo TTEC esta correta, o problema estd na interpretacdo equivocada dessa
equacdo, que sugere que a fonte de energia cinética do automadvel é o piso, que faz a forca de atrito estatico
nos pneus. Se assim fosse, um carro sem gasolina também andaria, pois ele também estd em contato com o
piso. Como ja discutimos, o carro sai do repouso por causa da queima do combustivel, ou melhor, por causa da
energia interna do combustivel. Essa ideia vai além da segunda lei de Newton e, por isso, ndo aparece no TTEC.

~ . 2(E .
Note entdo que o carro acelera e sai do repouso por causa da forc¢a FA( ), conforme a segunda lei de Newton,
u : = (E)
mas ndo ganha energia por causa da forga F,”*, como sugere o TTEC.
Esse exemplo simples exibe a ideia de que o conceito de trabalho na termodinamica é diferente do

trabalho que aparece no TTEC. No exemplo do carro que acelera, do ponto de vista da termodinamica, ou seja,

vendo o trabalho com uma troca de energia entre um corpo e sua vizinhanga:

Wﬁ(E)(A d B) =0
A

Por outro lado, do ponto de vista do TTEC/particula/corpo rigido (supondo FA(E) constante):
E
Wy (A > B) = EF) D

N3o ha contradicdo. As duas expressdes estdo corretas, pois representam coisas diferentes. O trabalho
termodinamico (nulo) esta correto por que a forca de atrito estatico ndo transfere energia do chdo para o
carro. O trabalho P;l(E) D que aparece no TTEC esta correto por que ele é apenas o produto de uma forga por

uma distancia, a distdncia que a particula que representa o carro percorreu (alguns autores chamam esse

produto Eq(E) D de pseudo-trabalho). Esse produto ndo representa de fato uma troca de energia nesse caso.
N3o podemos interpretar todos os trabalhos que aparecem no TTEC como trocas/conversdes de energia. Nos
casos em que o uso do TTEC ndo é adequado, pelo fato dele ignorar a existéncia da energia interna, aparecem
(pseudo) trabalhos de forcas, ou seja, produtos de forcas por deslocamentos, que ndo podem ser

interpretados como uma transferéncia/conversdo de energia, no sentido termodinamico.
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N3ao devemos temer essa aparente contradicdo por que TTEC ndo descreve corretamente a energia de
um carro que acelera queimando combustivel. Ndo ha esperanca de interpretar corretamente o TTEC para um
ser vivo, um carro ou qualquer outro sistema que disponha de uma fonte de energia interna. Devemos

esquecer o TTEC nesses casos.

Consideramos relevante essa discussdo, muitas vezes negligenciada nos livros-texto tradicionais de
mecanica cldssica, porque o estudante deve perceber a unidade entre as varias divisOes (tdpicos) da fisica,
divisGes feitas geralmente apenas por razoes didaticas. A natureza é uma so e a fisica também. Os conceitos da
mecanica classica devem se integrar aos da termodinamica e vice-versa. Pode haver dificuldades de

interpretacdo, como as que exibimos para o TTEC, mas ndo pode haver contradicées.

Vamos apresentar apenas mais um exemplo, antes de encerrarmos essa discussdo e comegarmos a

aplicar o TTEC, afinal ele tem seu (amplo) dominio de aplicabilidade.

Um carro de massa M sem gasolina (apenas esqueca a gasolina) esta se deslocando em uma estrada
reta horizontal, apds ter descido uma ladeira ingreme. No ponto A (ja na superficie horizontal) o carro estava
com velocidade de mddulo V,. De repente, o motorista do carro pisa no freio, parando no ponto B, apds
percorrer uma distancia D (de A até B). Supondo que ndo haja derrapagens, a for¢a que freia o carro é a forga

de atrito estdtico, que o asfalto faz nos pneus. Vamos assumir, para simplificar, que a for¢a de atrito estatico

tenha maddulo constante Q(E) durante todo o percurso AB. O motorista pode fazer isso controlando a pressdo

do pé no pedal de freio. A segunda lei de Newton diz que ao longo do eixo (x) paralelo a estrada vale:

E
ij()=Max

sendo a, = dV, /dt a aceleragdo de frenagem do carro. O sinal negativo indica apenas que a forga de atrito e
a aceleracdo estdo para a esquerda, se o carro estd se movendo para a direita (sentido escolhido para o eixo
x). Nesse caso o carro vai frear com aceleragcdo constante e a cinematica desse movimento leva a equagao de

Torricelli que diz que:
2 _ 12 Vi _ @
Vg =Vi+2a,D ﬁMT—Eq D
jdquea, = —FA(E)/M.

De fato, o TTEC aplicado ao carro (considerado como uma simples particula, ou seja, esquecendo que

ele tem pneus que rolam sem deslizar etc.) diz a mesma coisa, pois:

VZ
Wi (A~ B) = AK = —F" D =0-M—
A

Nesse sentido, poderiamos abrir mdo do TTEC, pois ele ndo acrescenta nada além da cinematica, e evitariamos

confusdes de interpretacdo.
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Mas enfim, aqui vem a questao crucial posta pelo TTEC: o carro tinha energia cinética, e na frenagem
ela “desapareceu” (nesse exemplo ndo ha gasolina, por hipdtese). O TTEC sugere que isso se deu por causa do

trabalho do atrito estatico pneus/asfalto, ou seja, que a energia cinética do carro foi transferida para o asfalto,

. E ~ . ~ . , .
se interpretarmos o trabalho —PA( ) D como uma transferéncia/conversdo de energia, que é o sentido do
trabalho na termodindmica e também, muitas vezes, mas nem sempre, no TTEC. Estd correta essa

interpretacdo? A equacao obtida do TTEC esta errada?

A equacdo que obtivemos do TTEC estd correta, é a equacdo de Torricelli, que vale nesse caso
(aceleracgdo constante). De fato, a equagdo obtida do TTEC estd sempre correta, pois ela é apenas uma integral
da segunda lei de Newton. O problema estd em sua interpretacdo. Nao houve transferéncia de energia para o
asfalto, o atrito estdtico ndo desempenha esse papel nesse caso. Ele apenas freia o carro, ou seja, ele

desempenha apenas seu papel cinematico/dinamico.

Para onde vai a energia cinética inicial do carro? Sé a termodinamica pode responder. Aplicando a
primeira lei da termodinamica ao carro (desprezando trocas de calor com o ambiente e considerando que o

atrito estatico ndo realiza trabalho no sentido termodinamico) obtemos:

Vi

A energia cinética inicial do carro ainda estd dentro dele, mas na forma de energia interna. Como
ocorreu esse processo de conversao de energia? Ele ocorreu nos freios, onde uma parte do carro, uma pastilha
de freio, exerce forca de atrito cinético em outra parte do carro, um disco ou um tambor de freio. Trata-se de
um processo interno, que acontece dentro do carro. Uma parte do carro atrita na outra (como quando
esfregamos as maos uma na outra, para aquecé-las) e isso eleva suas temperaturas, ou seja, suas energias
internas. As pastilhas/discos/tambores de freio esquentam enquanto o carro freia, convertendo a energia
cinética do carro em energia interna do carro. O atrito estatico pneus/asfalto ndo tem nada a ver com essa
conversdo de energia. Os pneus e o asfalto ndo vdo esquentar, se ndo ha derrapagens. Essa conversdo de
energia cinética/interna ndo aparece no TTEC, pois para o TTEC o carro ndo tem partes internas, ele é apenas

uma particula, ou uma massa rigida.
As principais licGes que tiramos de todos esses exemplos sao:

1. O TTEC pode ser aplicado apenas ao movimento de particulas ou corpos rigidos, sem o risco de
erros de interpretagdo.

2. O TTEC ndo pode descrever um processo em que ocorre a conversdao de energia interna em
energia mecanica, porque simplesmente ndo hd o termo de variacdo da energia interna no TTEC, o
AE;. Por isso ndo devemos usar o TTEC para seres vivos ou veiculos impulsionados por

combustiveis (ou algo similar).
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3. O trabalho do atrito cinético em uma particula ou corpo rigido representa um processo de
conversdo/troca de energia. No TTEC, o trabalho do atrito cinético (geralmente oposto ao
movimento) implica em diminuicdo na energia mecanica do sistema (pelo fato de ser geralmente
negativo). A magnitude desse trabalho, com o sinal trocado deve ser interpretada como um
aumento nas energias internas dos dois corpos envolvidos no atrito. Essas energias internas nao
estdo explicitas no TTEC, mas suas existéncias devem ser assumidas, para coeréncia no balanco de
energia. Se ha atrito cinético, ha vibracio de pontos de contato e ha energia interna. E importante
notar que pode haver casos em que o atrito cinético empurra um corpo para frente (é paralelo ao
movimento) e contribui, também, para o aumento na energia cinética desse corpo. E o caso, por
exemplo, de um bloco A deslizando sobre um outro bloco B e empurrando esse bloco B para a
frente. A energia cinética de B pode aumentar gracas ao atrito cinético.

4. O trabalho do atrito estatico em uma particula ou em um corpo rigido é nulo. O atrito estdtico nao
dissipa energia mecanica. Se ha forca de atrito estatico em uma particula, entao ela esta parada e,
portanto, o trabalho de qualquer forca nessa particula é obviamente nulo. O caso ndo trivial é o de
um corpo rigido que estd se movendo, sob efeito de atrito estatico. Nesse caso ndo pode haver
deslizamento da parte do corpo que estd em contato com a superficie de outro corpo, onde ocorre
o atrito. Fora o caso trivial ligado apenas a uma mudanca de referencial (como no caso do bloco
na carroceria de um caminhdo), um caso cldssico é o de um corpo rolando em uma superficie sem
deslizar (como o pneu de um carro rolando no asfalto sem derrapar). Estudaremos esse
movimento com mais detalhes no capitulo 5. Ndo havendo deslizamento (deslocamento) no ponto
de contato entre os corpos, ndo ha trabalho realizado. E importante frisar que a energia cinética
nesse caso vai incluir um termo de energia cinética de rotagdo (K, = I @?/2). Sem a inclusio de

K¢, 0 balango energético ndo fica completo/correto.

3.4 Energia potencial gravitacional

A notagdo Wz(A — B) para o trabalho de uma forca F em uma trajetdria que inicia no ponto A e
termina no ponto B deixa explicito o fato de que o trabalho depende da forca e dos extremos A e B. Se a forga
muda, o trabalho muda. Se os pontos A, ou B, mudam de lugar, o trabalho muda de valor. Mas, olhando para a

expressao do trabalho:
B —
Wﬁ(A—)B):j F-dl
A
fica claro que podemos esperar que o trabalho Wz(4 — B) dependa também da trajetéria que conecta os

pontos A e B. A trajetdria estd representada na expressao de Wﬁ(A — B) através dos vetores df, gue sdo

tangentes a trajetéria. Portanto, se muda a trajetdria, mudam os vetores dl e esperamos que mude também o
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valor do trabalho. Um exemplo simples dessa dependéncia do trabalho na trajetdria pode ser visto no trabalho
da forca de atrito cinético. Considere um bloco de massa M que desliza em uma superficie horizontal com
atrito. O coeficiente de atrito cinético entre o bloco e a superficie é p. . Note que nesse caso a for¢a de atrito
tem magnitude constante Ifq(c) =uUcn=ucMg enquanto o bloco desliza. Mas, o vetor ﬁ:q(c) nao é
constante, ele é tangente a trajetdria, no sentido oposto ao movimento do bloco. A Figura 3.14 ilustra o bloco
saindo do ponto A e indo até o ponto B seguindo uma trajetdria especifica C;. Os dois vetores ﬁA(C) e dl sdo

ambos tangentes a trajetdria, mas sempre de sentidos contrarios.

F©  dl . . ,
A A Figura 3.14 Um bloco vai de A até B
C seguindo a trajetdria C; (curva vermelha)
B deslizando em uma superficie horizontal
ﬁ:q(C) (visdo de cima). Em todos os pontos da
dl trajetoria os vetores Ii(c) e dl sio

anticolineares.

Portanto, para o trabalho da forga de atrito cinético nesse percurso obtemos:

B
_ [ o472
Wﬁf(lC)(A_)B)_LP‘:q -dl =
B B B
=f F{9dl cos(180°) =f peMgdl (-1 =—ucMgf dl= —uc M g 15"
A A A

sendo lg%l) o comprimento da curva C; desde A até B. Note, lg%l)nﬁo € o médulo do deslocamento ZAB , lg%l) é

o comprimento da curva, desde A até B. Por exemplo, suponha que a curva C; seja um circulo de raior e que o

bloco parta de um ponto A do circulo e retorne a esse mesmo ponto (B=A) apds dar uma volta completa no

; - = c1
circulo. Note que nesse caso Ly = 0, mas lle )=2nr e, portanto:

Wio(4— B =4)= —uc Mgl = —uMg2mnr

O médulo desse trabalho (i M g 2 m r) é igual ao aumento nas energias internas do bloco e da superficie em

gue ele desliza (supondo esses dois corpos isolados do resto do universo).
Fica claro nesse exemplo que o trabalho do atrito cinético:
— (€1)
Wﬁ/gc)(A > B)=—-ucMgl,y,
depende da forca de atrito, depende dos pontos A e B e depende também da curva particular C; que conecta

os pontos A e B. Curvas mais longas implicam em mais trabalho do atrito e em maior aumento na energia
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interna dos corpos envolvidos no atrito. Além disso, em uma curva fechada, como em um circulo, o trabalho

nao é nulo.

Fizemos essa andlise do trabalho do atrito cinético para ressaltar o contraste entre o trabalho do atrito
e o trabalho do peso. De fato, se um bloco de massa M sai do ponto A e vai até o ponto B seguindo uma
trajetdria especifica C; , o trabalho do peso do bloco nesse percurso é dado por (ja calculamos esse trabalho

anteriormente):

Wyg(A—>B) = Mg (hy — hp)

sendo hy e hg as alturas dos pontos A e B em relagdo a uma referéncia arbitrdria. Note, ndo ha na expressdo
de WMg(A — B) nenhuma referéncia a curva C;. Esse seria o trabalho do peso, qualquer que fosse a curva C;.
O trabalho do peso independe da trajetéria. Como conseqiiéncia, é facil mostrar que em uma curva fechada,

um circulo, por exemplo:

Wyg(A— B =A4)=0

Se uma pessoa sobe dez andares de um prédio carregando uma caixa de massa M, o peso da caixa
realiza um trabalho negativo (porque o peso esta para baixo e o deslocamento para cima). Se essa pessoa
desce em seguida esses dez andares levando de volta a caixa, o peso dela realiza um trabalho positivo (peso e
deslocamento para baixo). Ao final, se a pessoa retornar para o mesmo ponto de partida, o trabalho do peso
da caixa na trajetdria completa de subida e descida é igual a zero. Note, a pessoa nem precisa voltar para o

mesmo ponto nesse caso, basta voltar ao mesmo nivel de altura, pois, se hy = hg, entdo:
Wyg(A—>B)= Mg (hy— hg) =0

Devido a essa propriedade, do trabalho do peso ser nulo em uma trajetéria fechada, dizemos que o
peso é uma forga conservativa. Veremos que um corpo submetido a apenas forgas conservativas conserva sua
energia mecanica durante seu movimento, ou seja, sua energia mecanica ndo muda de valor. Dai vem o nome
conservativa. Forcas conservativas sao forgas cujo trabalho independe da trajetdria e que, portanto, realizam
trabalho nulo em trajetdrias fechadas. A independéncia do trabalho na trajetdria permite que calculemos o

trabalho antecipadamente, antes da trajetdria acontecer, que é a idéia de energia potencial.

Imagine uma lumindria de massa M = 10 kg fixada no teto a uma altura H = 3 m do piso horizontal.

Caso essa luminaria caia do teto (A) ao chdo (B), o peso dela realizard um trabalho:
Wyg(A—>B)= Mg (hy— hg) =M gH =300)

Note, ndo importa como ou quando a lumindria vai cair no chdo, se é que ela vai cair. O dia em que
isso acontecer, 300 J estardo disponiveis gracas ao trabalho do peso da luminaria. Nesse dia, deve acontecer o

seguinte processo: a lumindria vai sair do repouso, do teto, e acelerar para baixo, ganhando energia cinética.
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Ao tocar o piso, a energia cinética (K=300 J) que a luminaria adquiriu na queda vai se converter em outras
formas de energia, como energia térmica, energia sonora e energia elastica associada a deformacdes dos
materiais (da luminaria e do piso). Exatamente 300 J de outras formas de energia serdo gerados, ndo importa
como a lumindria vai cair, porque o trabalho do peso independe da trajetéria. Assim sendo, podemos nos
antecipar, e dizer que a luminaria, fixa 14 no teto, possui 300 J de capacidade de realizar trabalho, associada ao

seu peso. Ela possui 300 J de energia, 300 J de energia potencial gravitacional.

A energia potencial gravitacional de um corpo é a capacidade que o peso dele tem de realizar trabalho,
pelo simples fato desse corpo ocupar uma determinada posi¢cdo, dentro do campo gravitacional (de um
planeta, por exemplo). O nome “potencial” se refere ao fato de que essa energia esta “guardada” e podera ser
convertida em outras formas de energia, ou ndo, na dependéncia desse corpo mudar sua posicdo no espaco,
em algum momento. No caso da luminaria, por exemplo, os 300 J estdo 3. O dia em que essa luminaria cair no
chdo, se é que vai haver esse dia, esses 300 J serdo percebidos por todos que estiverem prdéximos, através da
onda sonora emitida no impacto (energia sonora) e de outras consequiéncias que poderdo ocorrer, ligadas ao

dispéndio desses 300 J.
Definimos entdo, a energia potencial gravitacional U, de um corpo como:

Ug(A) = a capacidade que o peso do corpo tem de realizar trabalho (no corpo), pelo simples fato do corpo

estar na posicao A do espaco, dentro de um campo gravitacional.

O que buscamos agora é a expressdo da fungdo Uy (A4). Ndo é muito dificil de imaginar que a expressdo
que buscamos é Ug(H) = M g H, tendo em vista o exemplo da lumindria. Mas, pensando genericamente,
imaginemos um corpo de massa M (uma particula) que sai do ponto A, onde sua energia potencial
gravitacional era Ug(A), e se desloca até o ponto B, onde sua energia potencial gravitacional é Ug(B). Nesse
trajeto, uma parte da energia potencial gravitacional foi “gasta”, ou seja, foi convertida em outras formas de
energia (cinética, por exemplo). Como calculo o gasto de energia potencial gravitacional? Ora, se a energia
potencial gravitacional é a capacidade de realizar trabalho do peso, entdo, o gasto de energia potencial

gravitacional é justamente o trabalho que o peso realizou. Entdo ficamos com:
energia depois = energia antes — gasto de energia, ou seja:

Ug(B) = Ug(A) - WMg’(A - B)
Portanto:

Uy(B) — Ug(A) = ~Wyg(A—>B) =M ghy — M g hy

De onde concluimos que:

Uy(A) =M g hy
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A energia potencial de um corpo depende da massa do corpo, da aceleracdo da gravidade no local
onde estd o corpo e da altura do corpo, em relacdo a uma referéncia arbitraria. De fato, a solu¢do mais geral
da equagdo para Uy (B) — Uy (A) é:

Ug(A)=Mghy+ C

sendo C uma constante arbitraria, que desaparece quando fazemos a diferenca entre as Ugs. O significado de
C é dado por:
Us(h=0)=C

Ou seja, C é a energia potencial gravitacional que o corpo terd quando estiver na altura zero. Mas,
altura é um conceito relativo (como qualquer posicdo) e por isso o nivel zero de altura é arbitrario, assim como

o valor de C. Podemos escolher o valor de C mais conveniente, que nocaso é C = 0.

Essa nova energia mecanica que definimos, através do trabalho do peso, pode ser incorporada ao
teorema do trabalho-energia cinética, levando a um teorema mais interessante, que chamaremos de teorema
do trabalho-energia. Para deduzir esse teorema, comeg¢amos isolando na forc¢a resultante em um corpo o peso
do préprio corpo:

R=Mg+ OF
ou seja, a resultante das forcas € igual a soma do peso com as outras forcas (OF). Ndo colocamos setinha sobre
o simbolo OF apenas para simplificar, mas trata-se de uma soma de forcas, vetores, portanto. Essas outras

forcas incluem todas as forcas diferentes do peso: atrito, normal etc. Ficamos com:

vz vz
Wg(A— B) = WMg(A—>B)+WOF(A—>B)=M78— M7A= Kz — K,

Mas, sabemos que:

Wi (4> B) = —(Uy(B) — Uy(4))

Portanto:
(K5 + Ug(B)) = (Ka + Ug(4)) = Wor(4 — B)

Definindo entdo a energia mecanica E de um corpo de massa M e velocidade V que estd na altura h

como:

2

%
E=M—+Mgh=K+ U

Obtemos finalmente o teorema do trabalho-energia (abreviado TTE):

Eg — Ey = Wor(A— B)
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Esse teorema nos permite uma nova visdo sobre os problemas da mecanica, na natureza e nas
magquinas. Para ilustrar, considere novamente o problema do tobogd, que definimos logo no inicio desse
capitulo. Um bloco de massa M escorrega desde A até B em um tobogd sem atrito, um tobogd de altura
h, — hg = H. A Unica outra for¢ca que atua nesse bloco enquanto ele desliza é a forca normal 7}, que n3o

realiza trabalho (por causa do dngulo de 90° entre a forga e o deslocamento). Portanto:

Ou seja, para o bloco que desce esse toboga:

Ep = E,
Vemos entdo que na descida o bloco conserva sua energia mecanica, ndo ha perda ou ganho de
energia mecanica. Isso ocorre porque a Unica forca que atua no bloco, e que realiza trabalho, é uma forca
conservativa.

A equacdo acima fica:

Vi
Eg = E4 :>M7=MgH
Essa equacdo pode ser interpretada assim: quando o bloco estava em A, sua energia mecanica era
puramente potencial gravitacional, U;(A) = M g H (tomando o ponto B como referéncia de altura, hg = 0).
Ao chegar em B, essa energia potencial gravitacional foi toda convertida em energia cinética, Ky = M VBZ/Z. A
gueda do bloco é, portanto, um processo de conversdo de uma forma de energia mecanica em outra. Dizemos

que esse sistema é conservativo, pois a energia mecanica do bloco (E = K + Uy) se conserva no movimento.

A inclusdo de atrito (cinético) entre o bloco e o toboga tornaria esse sistema n3o-conservativo. Nesse

Caso:

Note, o trabalho do atrito cinético é negativo (for¢a e deslocamento anticolineares entre si) e por isso:
Ep— E, <0 2E3< E,4

ou seja, a energia mecanica final seria menor que a energia mecanica inicial. Isso porque o atrito cinético
converte energia mecanica em outras formas de energia (ndo mecanicas), conforme nossa discussdo anterior.
O atrito cinético aumenta as energias internas do bloco e da superficie do toboga. Nesse caso o bloco chegaria
ao ponto B com uma velocidade menor do que no caso sem atrito, mas em compensacao verificariamos um
aumento nas temperaturas do bloco e da superficie do toboga. O cdlculo explicito do trabalho do atrito ndo
seria simples nesse caso, porque a forca de atrito ndo é constante durante a queda do bloco (o mddulo da

forca normal ndo é constante). Além disso, para calcular o trabalho do atrito cinético teriamos que conhecer a
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forma exata do tobogd (a curva que conecta A e B), ja que a forca de atrito cinético ndo é uma forca

conservativa.

Juntando os conceitos de energia cinética e energia potencial gravitacional, podemos enxergar varios
processos na natureza e nas maquinas com outra perspectiva, que vai além da simples idéia de forca e
aceleragao, focalizada pela segunda lei de Newton. Considere, por exemplo, as situa¢des ilustradas na Figura

3.15 que segue.

Na primeira figura ilustramos o funcionamento de um bate-estacas. Olhando para esse sistema com
foco no conceito de energia, vemos que: inicialmente o bate-estacas deve erguer a massa M (o martelo) e para
isso deve fornecer energia potencial gravitacional para essa massa. O motor (geralmente a combustdo) vai
gastar a energia interna de seu combustivel para fornecer essa energia potencial para a massa M. Essa parte
do processo ndo é descrita adequadamente pelo teorema do trabalho-energia (conforme nossa discussdo
anterior). Em seguida, estando o martelo no alto, ele é solto e cai, convertendo sua energia potencial
gravitacional em energia cinética (essa parte do processo é descrita adequadamente pelo TTE). O martelo toca
a estaca com essa energia cinética. Através da forca de contato martelo/estaca, o martelo realiza trabalho na
estaca, convertendo sua energia em outras formas de energia. Ao final tudo volta ao repouso, em uma altura

menor que a inicial.

Motor

D T
m—— |

o

Figura 3.15 O funcionamento de um bate-estacas e de uma usina hidrelétrica podem ser entendidos através do

conceito de energia.

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 3



196

A forca de atrito cinético na estaca (devido ao contato com o solo) e o préprio impacto do martelo
aumentam a energia interna do sistema martelo+estaca+solo. A onda sonora produzida no impacto dissipa
energia para o ar e para o solo circundantes. Enfim, varias conversdes de energia ocorrem nesse processo.
Apenas uma parte da energia original do combustivel é aproveitada para fincar a estaca no solo, outra parte é

inevitavelmente perdida.

Na segunda figura mostramos a barragem de uma usina hidrelétrica, cujo funcionamento se baseia na
gueda d’agua. O Sol é a fonte inicial de energia. O Sol emite para o espago energia na forma de energia de
radiacdo eletromagnética (luz visivel e invisivel) que ele obtém através de reagGes de fusdao nuclear. Nessa
reacdo, o combustivel principal do Sol, o hidrogénio, é consumido. Parte dessa radiacdo atinge a Terra, é
absorvida pela dgua do mar (2/3 da superficie da Terra) e aquece essa agua (energia térmica). A dgua evapora
e sobe na atmosfera, uma parte desse vapor condensa em pequenas goticulas e forma as nuvens a grandes
altitudes (energia potencial gravitacional). Essas nuvens viajam impulsionadas pelo vento (energia edlica) e
atingem a regido de montanhas (note que o vento também é produzido pelo calor vindo do Sol). Nas
montanhas ocorrem as chuvas, a agua cai e é recolhida nos rios. Um rio flui entdo para a barragem da usina
hidrelétrica e a agua é acumulada a uma certa altura. Nesse sentido, a barragem da usina pode ser pensada
como um grande depdsito de energia potencial gravitacional. Parte da agua é recolhida por uma tubulacdo e
cai, adquirindo energia cinética. Ao bater nas pds de uma turbina a dgua realiza trabalho sobre essas pas.
Nesse processo, a agua perde energia cinética e as pas da turbina ganham energia cinética de rotagdo. O eixo
da turbina faz girar um gerador de energia elétrica. Nesse gerador cargas elétricas sdo impulsionadas ao longo

de fios por um campo magnético. Gera-se entdo uma separagao de cargas elétricas, a qual estd associada uma

energia elétrica. Essa separacdo de cargas (essa energia potencial elétrica) é transmitida via linhas de
transmissdo e chega finalmente ao consumidor final. Ao ligar uma lampada, por exemplo, o consumidor
converte a energia elétrica em radiacdo, e novamente é criada energia de radiacdo eletromagnética.
Concomitantemente, a lampada esquenta um pouco, porque parte da energia elétrica aumenta a energia

térmica da lampada.

Enfim, tentamos com esses poucos exemplos convencer o leitor de que ao avangarmos para além da
segunda lei de Newton, através dos conceitos de energia, ndo ganhamos apenas mais uma ferramenta de
calculo de grandezas cinematicas, ganhamos também uma nova visdo do funcionamento das maquinas e da
natureza. Essa visdo nos permite enxergar os fluxos de energia associados aos processos naturais e artificiais,

ampliando nossa compreensdo desses processos, para além do conceito de forca.
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3.4 Energia potencial elastica

A toda forga conservativa podemos associar uma energia potencial. Isso porque o trabalho de uma
forca conservativa pode ser computado a priori, antes dos processos ocorrerem de fato (dai o nome
potencial). Isso é conseqiiéncia da independéncia do trabalho da forga na trajetéria.

A forga de mola (lei de Hooke):

ﬁM = ﬁM(x) =—kxX
é uma forca conservativa. De fato, jd calculamos o trabalho dessa forga. Suponha que uma mola mude seu

estado de deformacgdo, da deformacdo inicial x4, para a deformagdo final x5. Nesse processo, a forga de mola

realiza um trabalho (no corpo que esta encostado na extremidade dela) dado por:

2 2
. Xa Xp
WﬁM(A—)B)—k7—k7

Note que, se a mola partir de uma deformacdo inicial x, , digamos uma compressdo igual a x4 (x4 <
0), for esticada de uma quantidade arbitraria e depois comprimida de volta para xz = x4, entdo:
WﬁM(A—>B =A)=0

ou seja, o trabalho da forca de mola em um caminho fechado da extremidade da mola é nulo. O trabalho que

a mola faz na ida ela desfaz na volta e o saldo é zero. Essa é a caracteristica de uma forca conservativa.

Imagine entdo uma mola comprimida de x4. O dia em que essa mola mudar sua deformacgdo para

X = xg, ndo importa como, a forgca de mola realizara um trabalho

2 2
. Xa Xp
WﬁM(A—>B) —k7— k7

Nesse sentido, o trabalho da forca de mola pode ser computado antes da mola ser liberada de sua
compressao inicial, na forma de um “trabalho potencial”. Essa é exatamente a ideia de energia potencial de

mola, ou energia potencial elastica, que chamaremos de Ug.
Definimos entdo:

Ur(A) = a capacidade que uma mola (ou a for¢a de mola) tem de realizar trabalho, pelo simples fato dela

estar no estado de deformacdo A.
Qual a expressdo da fungdo Uy (4)?
Novamente, usamos a ideia: energia depois = energia antes — gasto de energia

Como uma mola gasta sua energia potencial? Realizando trabalho. Portanto:
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Ug(B) = Ug(4) —Wg, (A— B)

Ou seja,

x3 x2
UE(B) - UE(A) = —WﬁM(A - B) = k7_ k7

Concluimos entdo que:

2
X
Ug(4) = k7A

A energia potencial de uma mola depende da dureza da mola (k) e do seu estado de deformacgao (x).

Note que a solugdo mais geral da equagdo para Uz (B) — Ug(4) é:
2
X
Ug(A) = k7A +C
sendo C uma constante arbitraria, que desaparece quando fazemos a diferenga entre as Ugs. O significado de
C é dado por:
Ug(x=0)=C
Ou seja, C é a energia potencial eldstica que tem uma mola relaxada. Mas, uma mola relaxada ndo possui

capacidade de realizar trabalho, de onde concluimos que C = 0.

Essa nova energia mecanica que definimos, através do trabalho da forca de mola, pode ser
incorporada ao teorema do trabalho-energia, levando a um teorema mais interessante. A idéia é agora isolar,

além do peso, a forca de mola na forcga resultante em um corpo:
R=Mg+Fy+OF

ou seja, a resultante das forcas é igual a soma do peso e da forca de mola com as outras forgas (OF). Essas

outras forcas incluem todas as forgas diferentes do peso e da forca de mola: atrito, normal etc. Ficamos com:

Wg(A—B)= Wyg(A—B)+Wg (A B)+Wor(A—B)=M ‘%Bz— M 7“2: Kz — K4
Mas,
Wy (A > B) = — (Ug(B) - Ug(A))
e
W, (A~ B) = —(Up(B) - Uz(4))
Portanto:

(K + Uy(B) + Up(B)) = (Ka + Ug(A) + Ug(A)) = Wor(4 > B)

Definindo entdo a energia mecanica de um sistema que contém um corpo de massa M com velocidade

V que esta na altura h e uma mola de constante k deformada de x como:
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& x?
E=M=—+Mgh+ ko =K+ Ug+Up

obtemos finalmente o novo teorema do trabalho-energia (TTE):
Ep — Ey = Wyp(A > B)

A partir de agora, quando olhamos para uma mola deformada (comprimida ou dilatada), podemos
enxergar nela uma energia armazenada, a energia potencial eldstica. Havendo a relaxacdo da mola, novas

formas de energia poderao ser criadas.

Como exemplo, considere o funcionamento de uma espingarda de pressdo (ou de chumbinho), que se
baseia na compressdao de uma mola. A espingarda consiste basicamente de um émbolo, ou pistdo que desliza
dentro de um cilindro. O émbolo é impulsionado por uma mola e empurra uma certa quantidade de ar. O ar
empurra entdo um projétil, um chumbinho, que é ejetado do cano da arma com alta velocidade. Para carregar
a arma o atirador comprime a mola, usando o cano da espingarda como alavanca (porque a mola é bem dura).
A mola é comprimida e trava nesse estado de compressao, digamos x. Com base em nossa discussdo anterior,
podemos entender que a mola da espingarda acumulou uma quantidade de energia potencial elastica inicial
dada por:

xZ

UE(X) = k?

Essa energia é potencial porque esta |3, na configura¢cdo da mola, esperando para ser liberada. Quando
o atirador resolver apertar o gatilho a mola serd destravada e vai se descomprimir, empurrando o émbolo no
cilindro de ar. Trabalho estd sendo realizado pela mola, no émbolo que empurra o ar. Finamente, o chumbinho
vai ser empurrado pelo ar e vai adquirir energia cinética. Essa energia cinética sera usada pelo chumbinho
naquilo que se colocar na sua frente. Vemos, portanto, que a espingarda funciona em um processo de
conversdo de energia elastica na mola em energia cinética na massa (o chumbinho), usando o ar no cilindro

apenas com intermedidrio de forca.

A mola é apenas um objeto que possui elasticidade (capacidade de se deformar) evidente. Todos os
corpos possuem, maior ou menor, elasticidade e, portanto, podem acumular e liberar energia elastica. Um
eldstico, uma bola de borracha, a prancha de um trampolim, sdo exemplos simples de corpos que se
comportam como molas, se deformam, acumulando energia eldstica, e relaxam, liberando energia el3stica.

Considere o exemplo de uma bola de borracha que quica no chdo, como mostrado na Figura 3.16 que segue.

Nessa Figura mostramos uma bola de borracha que cai em queda livre, bate no solo e é lancada
novamente para cima. Para ilustrar, vamos supor que a massa da bola é M = 0,06 kg (60 g), que g = 10 m/s’

e que H; = 2 m. Em A bola esta inicialmente em repouso, no instante em que ela é solta de uma altura H; do
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piso. Tomando o piso como referéncia de altura (h=0), podemos dizer que em A a bola possui apenas energia

potencial gravitacional:

Uy(A)=MgH, = 12)

Figura 3.16 Uma bola de borracha cai, bate no solo e sobe de novo, atingindo uma altura maxima H, menor que a altura

inicial H;.

Em B a bola esta tdo préxima do chao quanto se queira, mas ainda ndo tocou o chdo. Supondo que de
A até B a bola se moveu em queda livre, a energia mecanica da bola se conserva nesse percurso (pois

Wor(A - B) = 0), ou seja:

2
Ky =Ug(4) >M L =MgH = Vy=\2gH =63 m/s

A partir do momento em que a bola toca o piso ela comeca a frear e se deformar, perdendo energia
cinética K e acumulando energia eldstica Ug. Considere que no ponto C a bola atingiu o repouso em contato
com o piso, sofrendo sua deformacdo mdaxima. De B a C a energia cinética é convertida principalmente em
energia eldstica da bola. Mas, nesse processo ocorrem outras transformacdes de energia, como a que leva ao
aumento na energia interna da bola e do piso, e por isso ndo esperamos que a energia mecanica seja

conservada. Podemos dizer que, devido a dissipacao de energia mecanica:
Ug(C) < Kg

Deixamos o sinal de = para incluir o caso ideal, em que ndo haveria perdas de energia mecanica (colisdo
elastica). No ponto D a bola emerge do chdo, com sua forma original (relaxada) e velocidade para cima. De C a
D a energia eldstica é convertida em energia cinética, com perdas. Chamando de Ep (Ep > 0) a energia

mecanica total perdida na colisdo da bola com o piso, podemos dizer que a energia cinética em D é dada por:

KDZKB_EP
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Em E a bola atinge a altura maxima. Novamente, considerando queda livre de D até E obtemos da conservacao

da energia mecanica no percurso DE (pois Wyr(D — E) = 0):

Portanto:

Note que a bola vai subir uma altura menor do que a altura de onde ela caiu, por causa da dissipagcao
de energia mecanica durante a colisdo bola/piso. Somente no caso ideal de uma colisdo elastica (Ep = 0), ou
seja, de uma bola que se comportasse como uma mola ideal, valeria H, = H;. Nesse caso ideal a bola ficaria

guicando no chdo eternamente.
3.5 Exercicios resolvidos

ER 3.1) Um pequeno bloco de massa M escorrega em uma
superficie sem atrito que tem a forma de um arco de
circunferéncia de raio r. O bloco parte do repouso no ponto A
e finalmente passa pelo ponto B, onde inicia a superficie

horizontal (veja a figura ao lado).
Dados: M, reg.

a) Calcule o mddulo da velocidade do bloco em um ponto P

qualquer da curva circular.

Note, um ponto P qualquer da curva pode ser indicado
pelo dngulo © mostrado na figura. Por exemplo, para 8=0, o ponto P é o ponto A e para 6=90°, o ponto P é o
ponto B. 6 entdo é uma varidvel no intervalo [0,90°]. Queremos determinar a fungdo V(P), ou seja, V(0). A

condicdo inicial é V(6 = 0) = 0.

Atuam no bloco apenas o peso e a forca normal, que esta ao longo do raio do circulo (direcao
centripeta). Como no caso do toboga que ja discutimos, uma abordagem desse problema via segunda lei de
Newton enfrentara dificuldades, pois a forca normal ndo é constante durante a queda. Pelo contrario,
esperamos que n = n(@). Assim sendo, obteriamos uma equac¢do diferencial para a velocidade V().

Preferimos aqui abordar esse problema através dos conceitos de trabalho e energia.
O teorema do trabalho-energia aplicado ao bloco diz que:
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sendo P um ponto qualquer do semi-circulo. O trabalho da normal é nulo porque essa forca é sempre
ortogonal ao deslocamento ao longo do circulo (lembre-se que 7} é radial). Portanto, na descida do bloco a

energia mecanica se conserva:

Ep = E, paratodoP

Segue que:

Mgh(P)+M

2
Y —mgn

Para definir as alturas, basta escolher uma referéncia de
altura, ou seja, definir onde fica o nivel h = 0. E conveniente
tomar h = 0 no ponto B. Portanto, fica claro que h (4) = r.
Para determinar h(P), ou seja, h(@), vamos usar a figura ao

lado.

Note na figura que:

rsen(0) + h(8) =r

Portanto:

h(0) =r (1 — sen(9))
A conservagdo da energia mecanica leva a:

V(6)?
2

Mgr (1 — sen(9)) +M

=Mgr

Finalmente:

V(6) = 2 grsen(H)

O grafico de V(0) versus 6 é mostrado na figura ao lado.
Adotamos g =10 m/s> e r=1 m. A velocidade parte de
V(6 = 0°) = 0, que foi nossa condic3o inicial, e cresce a medida
que o bloco cai. Com esses dados numéricos, o bloco vai chegar no

ponto B com velocidade:

V(B)=V(0=90°)=./2gr = V20 = 4,5m/s

=1

b) Calcule o médulo da forca normal em um ponto P qualquer da

=

T

=
ENER

=

=

curva circular.

A figura que segue mostra as forcas peso e normal que atuam no bloco quando ele esta passando por
um ponto P qualquer. Note que o dngulo entre o peso e a linha da normal (raio) € 90° — 6. O que vamos fazer

agora é usar a segunda lei de Newton, aplicada para a resultante centripeta do movimento circular:
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Reene =M acene = M -

Olhando na figura vemos que a resultante das forcas que

aponta na direc¢do radial, para o centro do circulo é:
Reene=n—Mg cos(90° — 0) = n—Mg sen(6)

Portanto, chamando de n(8) a normal em P, e ja

tendo calculado a func¢do V(6) obtemos:

vV (6)?

n(@) —M gsen(6) =M

Como:

V(6) = 2 grsen(H)

Obtemos finalmente:

n(@) =3 M g sen(0)

A forca normal vai crescendo em magnitude, a medida que o bloco cai. O maximo ocorre em 8 = 90° e vale

n@ =90°)=n(B)=3Mg.

¢) Vamos supor agora que o bloco sofra um pequeno atrito cinético com a superficie curva, cujo coeficiente de
atrito é u.. Vamos supor que o atrito é pequeno porque usaremos a expressao de n(6) obtida em (b), que sé
vale mesmo se ndo houver atrito. Vamos calcular o trabalho da forga de atrito no bloco, no percurso AB, nessa

aproximagao.

Note, a for¢a de atrito ndo é constante em mddulo porque a normal ndo é constante em mddulo e

sabemos que FA(C) = Uc 7. Portanto:
E(0) = pen(8) = 3 e M g sen(6)
O trabalho da forga de atrito cinético é dado por:

B
Wﬁ(C)(A—>B)=f E© . di
FA N

Sabemos que dl é sempre tangente ao circulo, orientado de A para B. A forca de atrito cinético, por

sua vez, é tangente ao circulo, orientada de B para A (oposta ao movimento do bloco). Assim sendo, dle ﬁA(C)

sdo dois vetores anticolineares entre si. Portanto:

EO-dl = F9 dl cos(180°) = — F© al
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O maddulo dI é um comprimento infinitesimal paralelo ao circulo, ou seja, dl é o comprimento de um
arco infinitesimal de circulo. Portanto:
dl=rdf
Entdo (lembrando que 90° = 1/2 rad):

B /2

Wﬁ(C)(A - B) = —f 3uc M gsen(@)rdéd = -3 u.Mg rj sen(0) db
A 0

A

Obtemos finalmente:

Wio(A->B)=-3uMgr
A

Com os dados numéricos g = 10 m/s®,r =1m, Uc = 0,04 (atrito pequeno) e M = 0,1 kg, obtemos:

Wﬁ(C)(A - B)=-0,12 )
A

Quao boa seria essa estimativa para o trabalho do atrito no percurso AB? Fato é que o resultado que
obtivemos superestima o trabalho, pois na presenga do atrito a velocidade do bloco seria menor, a forga

normal seria menor e a forga de atrito seria entdo menor.

E interessante registrar que esse problema possui solu¢do analitica exata (ver o artigo “Dynamics of
circular motion with friction, de L. P. Franklin e P. I. Kimmel, American Journal of Physics 48 (1980) 207-210").
La esta provado que:

S3ucMgr

W.c(lAd—->B)= —
F,gc)( ) 144 p2

(2puc+e™He)

Note entdo que para y. = 0, vale (usando que e* = 1 + x para x = 0):

S3ucMgr

150 (2pc+1-muc)

Wz (A— B) =
A

Portanto:

Weo(A~B) = ~3ucMgr(2—m)uc+1]

Usando nossos dados numéricos obtemos:

Wﬁ(C)(A - B)= -0,12(0,95)J = —0,115)
A

Ou seja, o resultado correto para o trabalho do atrito é 95% do resultado que obtivemos com nosso célculo

aproximado (no caso particular em que y. = 0,04).

ER 3.2) Um bloco de massa M desliza para baixo em um plano inclinado de um angulo 6, partindo do repouso

no ponto A. Na parte de baixo do plano inclinado ha uma mola ideal de constante elastica k. O bloco vai bater
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na mola, comprimi-la e ser rebatido para cima. O coeficiente de atrito entre o

S
bloco e a superficie do plano inclinado é p. . A distancia desde A até a /\& j
extremidade livre da mola relaxada é S (veja a figura ao lado). A
Dados: M, 0, k, - ,Seg 5

a) Calcule o mddulo da velocidade com que o bloco toca a extremidade livre

da mola relaxada.

Vamos chamar de B a posicdo da extremidade livre da mola S
relaxada. Queremos calcular V. Poderiamos fazer esse cdlculo através da
segunda lei de Newton e das leis do MRUV, mas nossa idéia aqui é usar o A

teorema do trabalho energia para calcular a variacdo de energia mecanica Lyp B

«Q,

0

do bloco no percurso AB. O deslocamento L,z do bloco é mostrado na
figura ao lado (seta verde). Ndo precisamos nos preocupar com o tamanho

do bloco, ele é uma particula.

As forcas que atuam no bloco nesse percurso estdo mostradas no diagrama de
forcas ao lado. Ndo ha forca de mola porque o bloco ndo tocou a mola ainda. Do

teorema do trabalho-energia:

Ep — Ex= Wop(A~B) =Wj(4 > B) + Wy (A~ B) =0+ B Typ

Tomando hg = 0 é facil ver na figura que hy = S sen(@). Portanto:

VZ
{M7B + 0} — {0+ M gSsen(8)} = pcnScos(180°)

Comon = M g cos(6), obtemos:

Vg = \/2 g S [sen(8) — uc cos(6) ]

Durante essa queda, e durante os demais movimentos do bloco, as energia internas do bloco e da
superficie do plano inclinado vdo aumentar, assim como suas temperaturas, por causa da acdo do atrito
cinético.

b) Apds tocar a mola, o bloco passa a comprimi-la. Calcule a compressdo maxima da mola.

O bloco vai empurrando a mola e sendo freado pela forca de mola, até que chega um instante em que
ele para. Nesse instante a mola atinge sua compressdao mdaxima, que vamos chamar de 6. Vamos chamar de Ca
posicdo do bloco (que coincide com a posicdo da extremidade livre da mola) no instante em que a compressao

da mola é maxima. A figura ao lado ilustra essas idéias. Note que, sendo a distdncia entre B e C igual a §, e
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tomando agora h, =0 é facil ver na figura que hy = (S + &) sen(6).
Portanto, usando o teorema do trabalho energia para comparar o ponto A

com o ponto C obtemos (note que no percurso BC atua a for¢a de mola):

Ec = Eg= Wor(A> €)= W5(A - 0) + W04~ ) =0+ E9 Ly

Portanto, levando em conta que quando o bloco estd em C ele esta parado e a mola estd comprimida

de 6, obtemos:
62
{0 +0+ k7} —{0+Mg(S+8)sen(@)+0} = ucn(S+8)cos(180°)

Note que a ordem das energias é {K +U; + UE} .
Obtemos uma equagdo quadratica para 6:
k62— 2M g [sen(8) — uc cos(8) 18 —2 M g[sen(8) — uc cos(8)]1S =0
Portanto, definido b = 2 M g[sen(8) — u. cos(6) ], obtemos:

b+vb2+4bkS

6= 2k

Note que a solugdo com o sinal negativo ndo faz sentido, pois corresponde a um valor de 6 negativo (ja

que Vb2 + 4b k S > b). Isso porque desde o momento em que escrevemos L, = S + 6 ficou claro que 6 é
uma distadncia positiva (pois Lyc > S). Assim sendo, somente a solugdo com sinal positivo deve ser

considerada (se vocé quiser pode considerar que x = —§ e Ly = S —x,ofatoéque Ly > S).

¢) Suponha agora que o bloco seja rebatido para cima. Calcule a altura maxima que ele sobe no plano

inclinado.

Vamos chamar o ponto onde o bloco para, por ter atingido a

altura maxima, de D. A figura ao lado ilustra esse ponto. A idéia é que a >

mola vai relaxando e empurrando o bloco para cima, inicialmente com A g
aceleragdo para cima, porque a mola estd muito deformada e a forca de D 7

mola é grande, maior que as for¢as que apontam para baixo (atrito e @ Be C

peso). A partir de um certo instante a aceleragdo passa a apontar para

baixo, porque a forca de mola diminuiu, e o bloco comecga a frear, até parar. Vamos adotar agora a referéncia

h- = 0 e vamos chamar de hp a altura do ponto D em relacdo ao ponto C, que é o que queremos calcular.
c D

Vamos supor inicialmente que o bloco atinja a altura maxima em uma posicdo em que a mola ja esta relaxada
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(hp > hp). Entdo, a mola vai empurrando o bloco até que a mola relaxa totalmente e para (em B), enquanto o

bloco continua subindo até parar.
Comparando o ponto D com o ponto C obtemos:
Ep — Ec = Wop(C > D) = Wy(C > D)+ Wyo(C > D) =0+ O Lep
Logo (tomando h; = 0):

52
{0+Mghp+0}— {0+0+k7}= Uc N Lep cos(180°)

Note na figura que: Lop = hp/sen(8). Portanto:

Mgh k62 = M ) o
g D 2 - Uc gCOS sen(@)
Finalmente:
52

k 2Mg

hp = —
1+ —=¢

tan(0)

Falta substituir a expressdo de 6 obtida em (b), mas preferimos deixar como esta.

Se h, é a altura do ponto A em relagdo ao ponto C, esperamos que, devido as perdas de energia

mecanica associadas ao atrito cinético, valha hp < h, (a igualdade sé valeria para pu = 0). De fato:

hy = (S + 6) sen(6)

Mas, em (b) vimos que:

S+6= k &?
~ 2M g [sen(8) — uc cos(8)]
Portanto:
52
. T
A 1— Uc
tan(6)

Que é o resultado que obteriamos aplicando o teorema do trabalho-energia no percurso AC.

Concluindo, o ponto A esta acima do ponto D desde que:

52 52
k5—=—— ks=——
2M 2M
hp < hy = 'ug < g He =>1- He = tan(6) =0
14 —Hc = 1 _Hc tan(6) tan(8)
tan(6) tan(@)

O que sempre é verdade, para 0 < § < 90°.
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Para yc = 0 obtemos:
62

hD:hA:kZMg

Nesse caso, sem atrito, o bloco cai de A, comprime a mola e retorna para o ponto A, continuando esse

movimento de desce e sobe indefinidamente, pois ndo ha perdas de energia mecanica no sistema.

Podemos considerar também o caso em que o bloco atinge a altura mdxima em uma posi¢cdo em que a
mola ainda n3do relaxou totalmente (h;, < hg). Vamos chamar de §r a compressdo da mola que ainda resta no
instante em que o bloco atinge a altura maxima. A diferenca em relacdo a solucdo anterior é que la fizemos

6r = 0 e agora ndo faremos essa hipdtese. Portanto, o teorema do trabalho-energia leva a:

52 52
{0+MghD +k7F}— {0 +0 +k7} = ¢ 1 Lep cos(180°)

Note que agora vaivaler: Lgp = § — 8z = hp/sen(8). Portanto, 85 é dado por:

52 5
M g (6 — 8g)sen(0) + k%— k7 = —Uc M gcos(8) (6 — 6r)

Segue que:

B (67— 8% = 5 (5~ 85 + 8) = —M g(5 ~ 5,)(sen(®) + e cos(9))

Cortando um (8 — &) dos dois lados ficamos com:

2Mg
6+ 6p = . (sen(8) + uc cos(0))
Finalmente:
2Mg
hp = (6 — 8p)sen(6) = (26 — " (sen(8) + uc cos(0)) | sen(6)
ER 3.3) Um bloco de massa M estd inicialmente em repouso apoiado na F)
extremidade livre de uma mola ideal de constante k. A partir de um dado )\
instante o bloco passa a ser empurrado por uma forga constante I 9
> —
horizontal F. Essa for¢a vai empurrando o bloco e comprimindo a mola. -
1 X
N3o ha atrito. 4 I
Dados: M, k, Fe g.
B

Calcule a compressdao maxima da mola.
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A situacdo esta ilustrada na Figura anterior. O bloco parte do ponto A (mola relaxada) e vai até o ponto

B onde a compressdo é maxima. Chamamos essa compressao de §. Note que § é a distancia entre A e B. A seta

verde representa a forca constante F.

Notamos que, nessa situacdo, muitos estudantes tém a idéia de que a solugdo é dada pelo equilibrio

S
de F com a forga de mola, ou seja:

F=k§ 1) F
= = = —
k

N3o é essa a resposta do problema. De fato, ndo foi afirmado que o bloco estd em equilibrio. Pelo

contrdrio, inicialmente a mola estad relaxada e ha uma resultante R = F para a direita. O bloco sai entdo

acelerado para a direita. A medida que ele avanca, comprimindo a mola, a forca de mola vai crescendo. No
instante em que a forca de mola equilibra com F (R = 0), o bloco possui uma velocidade para a direita, e

S
continua comprimindo a mola. A partir desse instante a forca de mola supera F e o bloco passa a frear, até
parar na compressao maxima. Nesse instante ele ndo vai permanecer parado, ja que had uma resultante para a
esquerda. O bloco deve entdo retornar e realizar um movimento oscilatério, de vai e volta. Note entdo que a

compressdao maxima é maior que o valor obtido através do raciocinio errado. Veremos que é o dobro.

De fato, usando o teorema do trabalho-energia, para comparar os pontos A e B, obtemos:

Ep— Ey= Wor(A>B)=W5(A>B)+Wz(A>B)=0+F Ly

Portanto:

62
{0+0+k7}— {04+ 0+ 0} =F &cos(0)

Note que a ordem das energias é {K + U, + UE}. Note que adotamos o nivel h=0 como sendo o nivel de A e

B. Sabendo que o bloco esta parado tanto em A quanto em B, concluimos que:

>
I
N

e

Apenas para ilustrar, vamos mostrar, para efeito de comparacdo, como seria a solucdo desse problema
através da segunda lei de Newton. Usaremos o referencial x mostrado na figura. A origem x=0 esta no ponto A,
que é a posicdo da extremidade da mola relaxada. Levando em conta a lei de Hooke, enquanto o bloco avanga

comprimindo a mola a resultante sobre ele é:
R=Fx—kxX

Sendo x>0 a posi¢cdo da extremidade livre da mola, que coincide com a posi¢ao do bloco. Explicitando entdo a

dependéncia de x com o tempo, a segunda lei de Newton diz que:
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d2x(t)

F—kx(t)zMa(t)zMW

Essa é a equacgdo diferencial que devemos resolver para calcular a fungdo x(t) e xpyax = 6. Comegamos

fazendo uma mudanga de variavel. Seja f;(t) = F — k x(t). Entdo, como F é constante:

AN EI0

dt?2 dt?
Dai obtemos:
d*f,(t) k
=~ A

A solucdo geral dessa equacdo diferencial é:
fi(t) = Acos(w t + ¢)

com w = +/k/M e A e @ constantes arbitrarias definidas pelas condig¢des iniciais do problema. Note entdo

que:

x(t) =

F—fl(t)_F—Acos((ut+(p)
k - k

As condic¢Bes iniciais para o movimento do bloco sdo: x(t=0)=0 e V(t =0) =0 (note que
V(t) = dx(t)/dt). Portanto, A e ¢ satisfazem as seguintes equacdes:

F — A cos(¢) _ 0

t=0)=0
x( ) = .

Awsen(p)

P 0

Vit=0)=0=
Da segunda equagdo obtemos que ¢ = 0 ou ¢ = 7. A primeira equagdo diz que cos(p) = F/A >0,
o que implica que ¢ = 0 e, da primeira equagdo, que A = F. Portanto, a posi¢ao do bloco é dada por:

_ F(1 - cos(w t))
Bl k

x(t)

e a velocidade por:

F w sen(w t)

V(t) =
® -
O xpyax = & vaiocorrer no primeiro instante (#+ 0) em que a velocidade se anular, ou seja:

Fwsen(wt T
V(t)=%=0=>wt=n:t=a

Note que t=0 também satisfaz essa equagdo, mas ndo corresponde ao instante em que x é maximo.

Portanto:
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F(1—cos(m)) F(1-(-1))
k N k -

F
Xyax = 6 = 2;

Note que, como dissemos, trata-se de um movimento oscilatério, chamado de movimento harmonico
simples (MHS). O bloco oscila em torno da posi¢cdo de equilibrio x; = F /k com amplitude A = F /k . O bloco
oscila entre a posi¢do xpyy = xg —A = 0 e a posicdo xyax = xg + A = 2 F/k. Vamos estudar o MHS com

mais detalhes no capitulo 9.

Esperamos com esse exemplo mostrar a vantagem da abordagem via teorema do trabalho energia,
guando comparada a abordagem via segunda lei de Newton. Essa vantagem é evidente em problemas que

envolvem forgas varidveis, como é o caso da forca de mola.

ER 3.4) Um projétil de massa M é lancado do solo para cima na dire¢do vertical com velocidade de médulo V,,.

.
Vamos considerar a presenga da for¢a de arraste com o ar F4g, que deve ser uma fungdo da velocidade do
projétil. Suponha que na subida do projétil o arraste realize um trabalho Ws e na descida o arraste realize um

trabalho Wp.
Dados: M, VO , WS , WD edg.
a) Calcule a altura maxima que o projétil atinge.

Vamos chamar de A o ponto de partida do projétil e de B o ponto onde ele atinge a altura maxima hy,.

O teorema do trabalho-energia diz que, nesse percurso:
EB - EA = WOF(A - B) = WﬁAR(A - B) = WS
Portanto (tomando h, = 0):
V¢

Logo:

VOZ WS
hy = 2 4 —5
M=o My

Note que, com certeza, vale W5 < 0 pois ﬁAR é oposta ao deslocamento do projétil. Por isso, hy, € uma fung¢do

decrescente de Ws. Quanto maior o arraste, menor a altura maxima.
b) Calcule a velocidade com que o projétil atinge o solo.

Vamos chamar de C o ponto em que o projétil estd tdo préximo do solo quanto se queira, mas ainda
nao tocou o solo, apds ele ter atingido a altura maxima (note que de fato A=C, mas as energias em A e C sdo

diferentes). Novamente, usando o teorema do trabalho-energia no percurso total AC:

EC - EA = WOF(A g C) = WﬁAR(A g C) = WS + WD
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Portanto (tomando hy, = h; = 0):

V# Vs
M7+O — M7+0 =Ws+ Wy

Logo:

2
Ve= [VE+ M(WS + Wp)

Novamente, como W <0 e Wp <0, vale Vp <V,. Somente no caso em que ndo houvesse arraste

(Ws = Wy = 0), valeria Vy =V, que é o caso da queda livre.

ER 3.5) Uma mola ideal de constante k tem uma extremidade fixa e na outra extremidade esta amarrada uma
corda leve que passa por uma polia leve. Na outra ponta da corda estd amarrado um bloco de massa M. O
bloco é solto de repouso com a mola relaxada e a corda esticada e passa a cair dilatando a mola. Na queda o

bloco sofre uma forga de arraste com o ar de magnitude constante F,y (consideraremos que F,p < Mg).
Dados: k, M, Far € g.
a) Calcule a velocidade do bloco quando ele tiver caido uma altura h.
A Figura ao lado ilustra essa situacdo. Considere que o
k
ponto A é o ponto de partida do bloco (mola relaxada e bloco bmnw
parado) e que o ponto B é um ponto mais baixo, a uma distancia l

vertical h do ponto A (h é a altura de A em relagdo a B). No ponto

«Q,

B a velocidade do bloco é Vi =V(h), que é a fungdo que

queremos calcular, e a mola esta dilatada de h. O teorema do M A

trabalho-energia diz que, nesse percurso:

Lyp
Ep — Ey = Wor(A— B) = WﬁAR(A = B) = Fap " Lap
Portanto (tomando hz = 0): B
V(h)? h?
{M (2) +0+ k?}— {0+ M gh+ 0} = Fyz hcos(180°)

= _FAR h

Note que a ordem das energias é {K+ Ug + UE}, e que o arraste é, como sempre, oposto ao

deslocamento.

Portanto:

VR = |2 (g——) h—— h2
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A figura ao lado ilustra o comportamento de V(h) em &
funcdo da altura h, adotando os valores numéricos: g=10 m/s’, ®]

M=10 kg, F4r = 10 N e k=20 N/m. No inicio a velocidade cresce 49

rapidamente porque a mola estd relaxada. Depois a mola passa a 31
frear o bloco, levando-o a parar instantaneamente. Para os 24
dados numeéricos assumidos nesse grafico o bloco para apés cair 17
9 metros. 0 .
o] 1 2 3 4 5 3 7 g 9

b) Calcule a altura maxima de queda do bloco.

Quando o bloco cair o maximo, sua velocidade vai se anular. Portanto (considerando que h;; # 0):

F, k F, k
Vi) =0 [2(g=5F) =3 1y =0 =2 (9= 5F) =57 b =0
Logo:
_ 2(Mg—Fr)
hy = —— 8-

k

Apbs esse instante, o bloco sera puxado para cima pela mola e o movimento vai ser oscilatério, com
energia mecanica decrescente, devido ao arraste do ar. Para os dados numéricos utilizados no grafico anterior

obtemos hy; = 9 m.

Note a similaridade desse problema com a situagdo do ER 3.3. Se fizermosaquiM g = F e F4p = 0, as

duas situagOes se tornam iguais (apenas trocando a compressdo da mola pela dilatagdo).

ER 3.6) Dois blocos estdo unidos entre si por uma corda leve que

«Q,

M

1

passa por uma polia leve. O bloco de massa M, estd apoiado em uma l
mesa horizontal. O coeficiente de atrito cinético bloco/mesa é u.. O

bloco de massa M, esta pendurado (veja a figura ao lado). Os blocos

sdo soltos do repouso, com a corda tensionada. M,

Dados: M;, M, uc eg.
Calcule os médulos das velocidades dos blocos quando o bloco de massa M, tiver caido uma altura h.
Note que ja abordamos essa situacdo no exercicio 2.2, mas utilizando as leis de Newton.

Aqui vamos chamar de A a configuracdo inicial do sistema (blocos em repouso em suas posi¢coes
iniciais) e de B a configuragdo final (o bloco de massa M; deslizou h para a direita e o bloco de massa M, caiu

uma altura h). Na configuragdo B as velocidades serdo V, (h) e V,(h) .
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T
Os diagramas de forca para os blocos sdo I il X 2
como mostrados ao lado. fl
ﬁA M1 — MZ
O teorema do trabalho-energia diz que: <
M, g Y
Para o bloco 1: l 19 Mz g

Eg(1) — Eq(1) = Wpp(A > B) =W5(A - B) + WﬁA(A - B) + Wﬂ(A - B)
= WﬁA(A - B) + Wﬁ(A - B)
Para o bloco 2:

Ep(2) — Ex(2) = Wop(A— B) = Wy (A > B)

Definindo a energia mecanica total do sistema como: E = E(1) + E(2), e somando as duas equagbes

acima ficamos com:

Ep— E4 = WﬁA(A - B) + Wﬂ(A - B) + WTZ(A - B)

Agora vamos usar a propriedade da corda leve e livre: T; = T, = T. Vamos usar também que os

deslocamentos dos blocos sdo iguais em médulo (=h). Portanto:
Wz (A—B) =T, L;p(1) = Thcos(0) = Th
W3 (A—>B) =T, Lp(2) = Thcos(180°) = —T h
Vemos que os trabalhos das forgas internas ao sistema se cancelam, e ficamos finalmente com:

Ep— E4 = WﬁA(A - B) = ﬁA 'ZAB = pcnhcos(180°) = —uc My g h

Logo:

{Ml nw? L va0)?

Falta apenas reconhecermos o vinculo entre os movimentos dos blocos: a corda (inextensivel) faz com
gue os blocos se desloquem da mesma quantidade e, portanto, suas velocidades sdo iguais em mddulo.

Fazendo entdo V; (h) = V,(h) = V(h), obtemos finalmente:

(M —uc My )gh
V(h) =
(%) J M, + M,

O caso M, — uc M; = 0 parece estranho pois vale V(h) = 0. Ou seja, parece que os blocos partem do
repouso e apoés se deslocarem h possuem ainda velocidade nula: os blocos estariam se movendo com
velocidades nulas. Ndo é esse o caso. De fato, para M, = . M; os blocos desceriam sem aceleragdo, com
velocidades de médulo constante. No exercicio 2.2 vimos que nesse caso os blocos s se movem se receberem

um peteleco de estimulo, pois o atrito estatico é capaz de manter os blocos em repouso, se eles estiverem
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inicialmente parados. Portanto, nesse caso, deveriamos considerar essa energia cinética inicial, dada pelo
peteleco, em E,, ou seja:
V¢
EA: (M1+M2)7+Mzgh+0

sendo V; o médulo das velocidades iniciais dos blocos logo apds o peteleco. Assim sendo, havendo esse

peteleco inicial, a resposta para esse exercicio fica:

(My —uc My)gh
M, + M,

V(h) = V& +

Portanto, para M, — uc M; = 0 vale V(h) = V,. Nesse caso as energias cinéticas dos blocos sdo
constantes e a energia potencial gravitacional do bloco 2 vai sendo convertida em outras formas de energia
(pela acdo do atrito cinético), como energia interna do bloco 1 e da mesa, que aquecem a medida que os

blocos se movem.

ER 3.7) Um bloco de massa M desliza descendo em um plano
inclinado de inclinagdo 6 e depois passa a subir deslizando em
um outro plano inclinado de inclinagcdo B. O bloco parte do
repouso de uma altura inicial H. O coeficiente de atrito cinético

entre o bloco e as superficies dos planos inclinados é e A

situacdo esta ilustrada na figura ao lado.
Dados: M, 6, B, H, uceg.
Calcule a altura maxima h que o bloco vai subir no plano de inclinagao B.

Trata-se do mesmo exercicio 2.8 que abordamos utilizando a segunda lei de Newton e a cinematica.
Aqui vamos encontrar a altura h através dos conceitos de energia, que propiciardo uma solugdo mais rapida e

direta para o problema.
Se A é o ponto de partida do bloco e B o ponto final do trajeto, o teorema do trabalho energia diz que:
Ep — Ex = Wop(A - B) = WﬁIgC)(A - B)
Sendo P;(C) a forca de atrito cinético no bloco. Note que ndo podemos usar aqui a igualdade

=(C -
Wﬁf(lo(A - B) = FA( ) Lus

porgue a forca de atrito ndo é constante no percurso AB (o mddulo da normal muda de valor quando o bloco
muda de plano inclinado). Chamando de C o ponto de transicdo entre os dois planos inclinados, podemos

escrever:
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=(C - S(C
WﬁﬂAaB)=WﬁﬂAacyyW§ﬂcqg)=Ekaw+1§)lw

De A até Cvale:
n =M gcos(0)
Lac = L
sen(8)
De C até B vale:
n =M g cos(B)
Lac = L
sen(f)
Portanto, o TTE diz que:

H
sen(8)

f0+Mgh}— {0+MgH}= —ucMg (cos(@)

Simplificando, obtemos finalmente:
_ cos(6)
1= he sen(6)

cos (B)
sen(f)

ou

1— HUc
tan(6)

I
1+ tanE,B)

ER 3.8) Uma aranha de massa m balanca para cd e para la (em um
movimento pendular) pendurada em um segmento de teia de
comprimento L. A aranha oscila entre os angulos — 6 e +8, como
mostrado na Figura. A teia da aranha é um fio finissimo que suporta uma

tensdo maxima Ty, acima da qual ela simplesmente arrebenta.
Dados: m, Ty e g.

Calcule o maior angulo 6 de oscilagdo da aranha sem que a teia

arrebente.

Vamos modelar a aranha por uma particula de massa m,
pendurada na extremidade de uma corda leve de comprimento L (que é o
gue chamamos de péndulo simples). A figura ao lado ilustra a aranha

partindo do repouso da posicdo mais alta (6) e caindo até uma posicdo a

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 3

-

h
+ cos(B) —sen(ﬁ))

~l

I
|

I

10

A N
"a
1

I

1

i

Loy o



217

qualquer de sua trajetdria circular. No diagrama de forcas da aranha ha apenas o peso e a tensdo transmitida
pela teia, que é uma forca centripeta. A idéia entdo serd usar esse fato, de que a tensdo é centripeta para
calcular sua magnitude. Da figura vemos que a resultante centripeta na aranha, quando ela estiver em uma
posicdo a, é:

Reene =T —m g cos(a)
Portanto, da segunda lei de Newton:

V(a)?
L

Reent = T(a) —m gcos(@) = magepe = m

sendo V() a velocidade que a aranha tem quando passa por essa posi¢cdo a. Portanto, a tensdo no fio de teia
pode ser calculada por:

V(a)?
L

T(a) =mgcos(a) +m

Vemos que a tensdo maxima ocorrerda quando cos(a) =1 e V(a) for maxima. As duas coisas

acontecem em a=0, que é a posi¢do mais baixa da aranha.

Para calcular a velocidade da aranha, partimos do fato de que a tensdo é radial e ndo realiza trabalho.
Trata-se, portanto, de uma situacdo em que a energia mecanica da aranha se conserva. Calcularemos a
energia potencial gravitacional da aranha tomando como referéncia de altura (h=0) a posicdo mais baixa da

aranha (linha vermelha horizontal). Da figura vemos logo que essas alturas sao:
h(6) = L(1 — cos(0))
h(a) = L(1 — cos(a))

Igualando as energias mecanicas em 8 (aranha parada momentaneamente) e a obtemos:

2
E(0) =E(a)=>0+mgh(9)=mv7+mgh(a)

Portanto, a velocidade da aranha quando ela passar pelo angulo a sera:

V(a) = JZ g (h(8) — k(@) = /2 g L (cos(a) — cos(H))

Note que a velocidade mdaxima ocorre em a=0 e vale:

Viax = V(@ =0)= /2gL(1-cos(d))
Portanto, a tensdo maxima no fio é:
T(@=0)=mg+ 2mg (1 —cos(f)) =mg (3 —cos(0))
Para que o fio ndo arrebente deve valer:

T < Ty
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Portanto, o angulo 8 deve ser tal que:

Ty
cos() =23 - —
myg

Por exemplo, se Ty = m g, entdo cos(f) = 2, o que é absurdo pois cos(f) < 1. Logo, ndo haveria
nenhum 6 satisfazendo a desigualdade, ou seja, a aranha ndo poderia oscilar em hipdtese nenhuma. De fato,
como vale cos(f) <1, a teia tem que ser tal que Ty, =2mg. Por outro lado, se Ty, =3 m g, entdo
cos(8) =0, o que vale para 8 < 90°. A aranha poderia oscilar até a teia ficar na horizontal (8 = 90°). Um
caso extremo ocorreria se Ty; = 4 m g, pois obtemos cos(f) = —1, que vale para 8 < 180°. Nesse caso, a
aranha poderia oscilar como bem desejasse, subindo até a posi¢cdo em que a teia estivesse vertical (6 = 180°9).

Para Ty > 4 m g essa liberdade continuaria valendo com folga.

seja T < Ty, 0 deve ser tal que a curva verde

A figura ao lado ilustra graficamente essa
situacdo. A curva verde é o grafico da fungdo I : Ty=mg
y = cos(0), sendo 0 <6 <m representado no i
eixo horizontal. Para que a teia ndo arrebente, ou i Ty=2mg
|
|
|
|

Ty =3
T /;M mg

estd acima da reta vermelha, que é a funcdo

0
. T
constante (independente de 8) y = 3 — — para
mg O Ty=4mg
um valor fixo de Ty,. Para T)y = m g, isso nunca !
ocorre, a curva verde (que assume valores no '. Ty=5mg
|

intervalo [-1,1]) estd sempre abaixo da reta y = 2.
Portanto, 8,,4x = 0, ou seja, a aranha ndo pode oscilar. Para Ty, = 2m g, a curva verde intercepta a reta
y =1em 0 =0 e, portanto, ainda vale 0,4y = 0. Para T)y = 3m g a curva verde estd acimadaretay =0

para 8 < m/2 e portanto Oy 4x = m/2. Para T)y = 4 m g, a curva verde esta sempre acima daretay =—1e

. . T
portanto Oy 4x = m. Para T); > 4 m g, a curva verde continua sempre acimadaretay = 3 — m—"; e, portanto,

continua valendo 04y = T.
3.6 Exercicios propostos

EP 3.1) a) Estime a energia cinética de um automovel viajando a 100 km/h. b) Estime a energia potencial

gravitacional de uma pessoa no alto de um prédio de 10 andares (considerando h=0 no solo).

EP 3.2) Um projétil de massa M é lancado para cima com velocidade inicial obliqua dada por:

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 3



219

Na subida do projétil, o arraste com o ar que atua no projétil realiza um trabalho W e ele atinge uma altura

maxima H. calcule o médulo da velocidade do projétil quando ele atinge a altura maxima.

EP 3.3) Uma mola ideal de constante k que estava comprimida de uma distancia L empurra um bloco de massa
M, lancando-o na vertical. O bloco estava inicialmente em repouso encostado na extremidade da mola
comprimida. Desprezando o arraste do ar, calcule a altura maxima que o bloco alcanga, em relagdo a sua
posicao inicial.

EP 3.4) Um bloco de massa M sobe deslizando em um plano inclinado de inclinagdo 8 com a horizontal. O
bloco é langcado no plano com velocidade inicial de médulo B, sobe deslizando e para apds percorrer uma
distancia L ao longo do plano inclinado. Desprezando trocas de calor com o ambiente, calcule o aumento nas

energias internas do bloco e da superficie nesse processo.

EP 3.5) Um bloco 1 de massa M é lancado sobre outro bloco 2 de massa N que estava inicialmente parado,
apoiado em uma superficie sem atrito. O bloco 1 é lancado com velocidade inicial de médulo A e desliza sobre
o bloco 2, empurrando esse bloco, devido ao atrito cinético entre os blocos. O deslizamento ocorre até que os
blocos passam a deslizar juntos, com velocidade constante. Suponha que nesse processo o atrito cinético

entre os blocos realize um trabalho W; < 0 no bloco 1 e W, > 0 no bloco 2. Mostre que:

w, W, A2

N M 2

* Esse é um exemplo em que o atrito cinético realiza um trabalho positivo, no bloco 2.

EP 3.6) Um bloco de massa M com velocidade inicial de mddulo A bate em uma mola ideal (de constante k)
inicialmente relaxada e passa a comprimi-la, sendo logo apds rebatido de volta para longe da mola. O
coeficiente de atrito cinético entre o bloco e a superficie horizontal é . Calcule a distancia entre a posi¢do em

que o bloco finalmente para, entrando em repouso, e a extremidade da mola relaxada.

EP 3.7) Um bloco de massa M estava inicialmente em repouso comprimindo uma mola ideal de constante
elastica k; de uma distancia L. O bloco é entdo solto e desliza em uma superficie horizontal até bater em uma
segunda mola ideal de constante elastica k,. O bloco vai comprimindo essa segunda mola até parar
momentaneamente na compressdao maxima. O coeficiente de atrito cinético entre o bloco e a superficie
horizontal é pc. A distancia horizontal entre as extremidades das molas relaxadas é D. Calcule a distancia de

compressdao maxima da segunda mola.

EP 3.8) Uma particula de massa m estd descrevendo uma trajetdria circular de raio R. Inicialmente a particula
estava com velocidade de mddulo A constante (MCU) e a partir de um certo instante essa particula ficou

submetida a uma forc¢a tangente ao circulo de magnitude constante F, paralela a sua velocidade. Calcule o
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mddulo da velocidade da particula apds ela dar N voltas completas no circulo, submetida a essa forca

tangencial de magnitude constante.

EP 3.9) Para elevar a temperatura de um litro de dgua de 14,5°C para 15,5°C devemos fornecer para esse litro
de 4gua uma energia E= 1 kcal (uma quilocaloria). Essa é, de fato, a definicdo da caloria. Como 1 cal = 4,18 )
(que é o equivalente mecanico do calor), segue que E = 4.180 J. Suponha que um bloco de massa M=80 kg seja
arrastado em uma superficie horizontal cujo coeficiente de atrito cinético bloco/superficie é uc=0,2. Calcule a
distancia, em metros, que esse bloco deve ser arrastado para que as energias internas do bloco e da superficie
aumentem exatamente da energia E definida acima (desprezando trocas de energia do bloco e da superficie

com o resto do universo).

EP 3.10) Um pequeno bloco de massa M desliza sobre a superficie de uma esfera de raio R sem m
atrito, percorrendo um arco de circulo de raio R. O bloco parte do repouso da posicdo mais \
alta e desliza até perder contato com a superficie da esfera. Calcule o valor de 6 (ver figura) em

que o bloco perde contato com a esfera.

EP 3.11) Uma caixa de massa M esta depositada sobre a carroceria de um caminhdo que esta inicialmente
parado no ponto A. O caminhdo acelera em uma pista horizontal e atinge uma velocidade final V em um ponto
B, sem que a caixa deslize na carroceria. a) Calcule a variagdo da energia cinética da caixa. B) De acordo com o

TTEC, qual a forca que realizou trabalho positivo na caixa, variando/aumentando sua energia cinética?

EP 3.12) Um bloco é lancado com velocidade inicial de mddulo V, contra uma

mola que estd inicialmente relaxada e apoiada em uma parede. O bloco parte de Yo mml'd

uma distancia D da extremidade da mola relaxada. Calcule a compressdao maxima
da mola se: a) ndo ha atrito entre o bloco e a superficie. b) o coeficiente de atrito Y
cinético bloco/superficie é u. . c) A forga de atrito cinético no bloco é constante

de mddulo Fa. d) O atrito cinético realiza um trabalho W, no bloco.

EP 3.13) Um projétil cai em queda livre apds ser langado com velocidade inicial de médulo Vg inclinada de um
angulo 8 em relacdo a horizontal. Do ponto de partida no solo até a altura maxima o peso do projétil realiza

um trabalho W,. Calcule 6.

EP 3.14) A mola de uma espingarda de pressdo possui uma constante elastica k=500 N/m. A espingarda atira
um chumbinho de massa M=0,5 g, através da descompressdo da mola. Calcule a compressao inicial da mola
(em metros), para que o chumbinho saia do cano da espingarda com velocidade V=250 m/s (desprezando

todas as perdas de energia no processo de tiro).
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3.7 Respostas dos exercicios propostos

EP3.1) a)400kJ b)20k

EP3.2)\/ A2+ B2-2gH+27
EP3.3)k L?/2 Mg

BZ
EP 3.4)M7—MgLsen(9)

EP 3.5) Basta aplicar o TTE a cada um dos blocos

ZuMg kA
EP36) === [ 1+ M(ucg)z}

EP3.7) =B + /B2 —2B (D + L) + (k1 /ky)L2 com B = puc M g/k,

EP 3.8) \/A2 + 4NFR/M
EP 3.9) = 26,7 m
EP 3.10) cos(8) = 2/3 , 6 = 48,2°

EP 3.11) a) M V?/2 b) A forca de atrito estatico realizou trabalho positivo na caixa.

EP312)a)\/7V0 “CMg J%%ﬂ%(%—w)

F M w
c)——+\/ Vg+2(*4-2p) ) /;V02+27A

EP3.13)cos(f) = [1+2

MV2

EP3.14) = 0,25 m
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4

Momento Linear

4.1 Introdugao

Nesse capitulo continuaremos nossa busca por novas ferramentas para abordar os problemas da
mecanica classica. Iniciamos com as leis de Newton, que formam a base da mecanica classica. Depois vimos os
conceitos de trabalho e energia e passamos a enxergar os sistemas mecanicos naturais e artificiais sob uma
nova perspectiva. Do ponto de vista computacional, vimos que alguns problemas, como os que envolvem
forgas variaveis, tém solucdo mais rapida e mais simples através dos conceitos de trabalho e energia. Nesse
capitulo vamos estudar os conceitos de impulso e momento linear, que trardo uma nova perspectiva e uma
nova ferramenta de abordagem para os problemas da mecanica: o teorema do impulso-momento linear.
Apesar de geral, as vantagens na aplicacdo desse novo formalismo ficam evidentes quando abordamos
problemas que envolvem sistemas com forcas internas desconhecidas, como os problemas de colisdes e
explosdes. Colisdes e explosdes tém em comum a curta duracdo e a acdo de forgas internas intensas e

imprevisiveis.

Como motivagdo, vamos pensar na situacdao de um tiro de rifle. Para simplificar o problema, vamos
supor um rifle de massa M flutuando no espaco vazio, na auséncia de gravidade. Ninguém esta segurando o
rifle, ele vai ser acionado por controle remoto. Quando acionado, ocorre uma explosdo dentro do rifle e uma
bala de massa m sai do cano do rifle com velocidade de mddulo V. Nosso objetivo é calcular o mdédulo da

velocidade de recuo do rifle V. A situacdo esta ilustrada na Figura 4.1 abaixo.

Antes do tiro, o rifle e a bala estavam parados. Logo apds o tiro, que dura um tempo pequeno At, a

— -
bala viaja com velocidade Vi e o rifle recua com velocidade V. Queremos calcular Vi, dados M, me V;.
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Figura 4.1: llustracdo de um tiro de rifle (imediatamente antes e imediatamente depois), um evento intenso que

dura um tempo At muito curto.

Quanto ao recuo do rifle, ndo ha divida de que ele sempre existira, afinal, a bala vai para a direita
porque o rifle a empurrou nesse sentido e, portanto, da terceira lei de Newton (a¢do e reag¢do), sabemos que a
bala empurrou o rifle para a esquerda. Na pratica esse recuo deve ser “absorvido” pelo atirador, que vai apoiar
a coronha do rifle no ombro e frear o rifle, através da forca ombro/rifle. Aqui estamos supondo que n3o ha
esse apoio do rifle no ombro de algum atirador. Se procurarmos na internet, vamos encontrar diversas
imagens e videos de acidentes com armas de fogo, causados pela surpresa do atirador, distraido e/ou
inexperiente, com o recuo repentino da arma. Acidentes desse tipo com armas sdo comuns, pela negligéncia
de uma lei bdsica da natureza: acdo e reacdo. Se a bala vai para frente, a arma vai para trds. Somente nos

filmes as armas ndo oferecem nenhum “coice” ao atirador.

Queremos calcular a velocidade de recuo do rifle e para isso poderiamos tentar aplicar a segunda lei
de Newton, para calcular a acelerac¢do do rifle e depois sua velocidade. A idéia seria calcular a aceleracdo dy e
depois a velocidade VR, usando a cinemdtica. Mas, ao escrever essa lei nos deparamos com uma forca sobre a
qgual ndo sabemos nada, a forca que a bala faz no rifle ﬁB/R. De fato, para o rifle vale (desprezando outras

forgas, como atrito, alguém segurando o rifle etc.):
Fgjp =M dg

Mas, nada foi dito sobre a forga ﬁB/R, sabemos apenas que ela é uma fun¢do do tempo ﬁB/R = ﬁB/R(t) e que

varia de uma forma rapida e imprevisivel, como ilustrado na Figura 4.2 abaixo.

P N Figura 4.2: llustragdo da variagdo no tempo da magnitude
B/R(t) da forga ﬁB/R que a bala faz no rifle durante um tiro. A
forga atua como um pulso intenso e de curta duragdo. A
forma exata da curva é imprevisivel. O grafico da

magnitude da forga ﬁR/B que o rifle faz na bala é igual a

esse, dada a terceira lei de Newton.

o
~ YV

At
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Assim sendo, como ndo conhecemos nada sobre a forga F /g, essa abordagem do problema se torna
inutil.

Poderiamos entdo tentar abordar o problema com os conceitos de energia. Vemos claramente que ha
uma “criacao” de energia cinética durante o tiro ja que:

Vi Vi
Kantes =0+0 e Kdepois =m 7+ M Py

Portanto:
Vg

Ak =m
M5 2

Note que se pudéssemos calcular AK, saberiamos o valor de V. O teorema do trabalho energia nos
diz que essa energia veio do trabalho das forgas internas ao sistema: ﬁB/R e ﬁR/B. Novamente, ndo podemos
calcular esses trabalhos porque ndo conhecemos essas forgas. Pensando em um contexto mais geral, podemos
dizer que essa energia cinética foi “criada” na explosdo da pdlvora que estava dentro do cartucho de onde saiu
a bala. Ao acionar o gatilho, uma pequena quantidade de pdlvora dentro do cartucho explode e a explosdo
empurra a bala (o projétil) para frente e a arma para trds. Aplicando a primeira lei da termodinamica para o

sistema rifle+bala+pdlvora, obtemos (desprezando trocas de energia com a vizinhanca):
AK +AE; =0

sendo AE; a variagdo na energia interna da pdlvora, ou seja, |AE;| é a energia (interna) liberada na queima da
pélvora que estava dentro do cartucho. Note que os trabalhos de ﬁ'B/R e ﬁR/B ndo aparecem nessa equagao,
pois sao trabalhos de forgas internas ao sistema rifle+bala+pdlvora. A queima da pdlvora é responsavel pela
energia cinética da bala e do rifle e também por outras energias criadas na explosdo, como a energia sonora, a
energia térmica etc. Apesar de interessante, esse raciocinio ndo vai nos levar a solu¢do do problema, ja que
nos deparamos com conceitos que fogem do contexto da mecéanica, como a energia liberada na queima da

pélvora (Qual pdélvora? Quantos gramas de pdlvora?).

Estamos tentando evidenciar a inadequa¢do dos métodos que ja estudamos para abordar esse

problema de mecanica, que é simples de fato. Veremos que a solugdo desse problema estd na equacgao:

mVB+ MVR:0

Ou seja:

V—mV
R= T3y 'B

O sinal negativo indica que, como ndo poderia deixar de ser, VVz é oposta a V. Valores tipicos das

grandezas envolvidas nessa equagdosdom = 10g, M =5 kge V' = 500 m/s . Nesse caso, obtemos:

Ve =1m/s
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O rifle recuaria com essa velocidade, logo apds o tiro, e deveria ser firmemente apoiado no ombro do

atirador para que essa energia cinética fosse absorvida.

Para entender a solucdao desse problema precisamos discutir os conceitos de impulso e momento
linear. Veremos entdo que a equagdo acima para as massas e velocidades do rifle e da bala expressa a

conservacdao do momento linear do sistema rifle+bala.

4.2 Impulso de uma forga

S
Imagine um bloco que se move submetido a varias forgas. Uma dessas forgas é F. Considerando um
intervalo de tempo que inicia em t; e termina em t¢, podemos definir o impulso da for¢a F nesse intervalo de

tempo, que denotaremos por:
#(tiotr)
]}(ti ,tr) € o impulso da forca F nointervalo de tempo de ¢; ate t;.

4.2.1 Impulso de uma forca constante no intervalo de tempo [t;, t/]

Suponha que F seja uma forga constante, ou seja, uma forca cujo médulo F, e cuja direcao e sentido

ndo mudam no intervalo de tempo de interesse [t; , tf]. Entdo:

#(tite) = F (¢ — t)
O impulso de uma forga constante é simplesmente o produto da forga pelo intervalo de tempo considerado. A

unidade de impulso é o produto Newton (N) vezes segundo (s), ou seja, N s.

A mencdo a palavra impulso lembra um empurrdo, que é, basicamente, a aplicacdo de um pulso de
forca. Esse pulso pode imprimir uma forca grande ou pequena, por um tempo mais longo ou mais curto. O
impulso é a grandeza que envolve a intensidade da for¢ca e o tempo e mede, de uma certa forma, a

intensidade desse empurrao

Se adotarmos um referencial xyz, as componentes do impulso sao:
Jic(ti te) = E (¢ — t;), etc.

Essa equagdo acima tem uma interpretagdo simples, em termos de drea abaixo do grafico de F, em
fungdo do tempo, no intervalo [t;, tf]. Note que ]ﬁx(ti , tf) é dado simplesmente pela area de um retangulo,
jd que F, é constante. Essa ideia, da componente x do impulso como sendo a drea abaixo da curva da

componente x da for¢a (constante nesse caso) em func¢do do tempo, estd ilustrada na Figura 4.3 abaixo.

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 4



226

E.(t) 4 Figura 4.3: Quando uma forga é constante, todas suas
componentes sdo constantes. A componente x do

Fy 7 . . . . i
P 1 impulso dessa forca é dada pela area abaixo do grafico

1 da componente x da forga, E,, no intervalo de tempo de

|
\ ! interesse. O que acontece fora desse intervalo de tempo
| |

0 T > 50 i
n3o interessa.

~

4.2.2 Impulso de uma forg¢a qualquer, varidvel no tempo

Suponha agora que F n3o seja uma forga constante, ou seja, que F= ﬁ(t) mude com o passar do

tempo, como o caso da forca no rifle mostrada na Figura 4.2. Ela pode mudar em mddulo, em direcdo e em
sentido. Entdo, no intervalo de tempo de interesse [t; , t¢], o impulso de ﬁ'(t) é dado por:
S o,
Fo(tioty) = ft F(t)dt
i
Novamente, se adotarmos um referencial xyz, as componentes do impulso sdo:
ty
Jiox(ti tr) = f F.(t)dt,  etc.
ti

Essa equagdo acima tem uma interpretacdo simples, em termos de area abaixo do grafico de F,.(t) em

fungdo do tempo, no intervalo [t; , tf], conforme ilustrado na Figura 4.4.

Ec(t) 4
Figura 4.4: llustragcdo do grafico da componente x de
uma forca que varia no tempo. A componente x do
7
I impulso dessa forga é dada pela area abaixo do gréfico
& da componente x da forga, F,(t), no intervalo de tempo
|
0 I } > de interesse. O que acontece fora desse intervalo de
t .
0 L ty t tempo ndo interessa.

Note que no caso particular em que F é constante:

S o, L (Y 5
o (tiotr) = f Fdt=F | dt=F(t;— t;)
t t
como ja haviamos definido anteriormente.
N3o podemos deixar de notar uma certa similaridade entre o impulso e o trabalho de uma forca. Mas,

ha mais diferencas que semelhancas. O trabalho é uma grandeza escalar, enquanto que o impulso é uma

grandeza vetorial. O trabalho é uma integral no espaco (em x, em y, ou algo similar) enquanto que o impulso é
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uma integral no tempo. Dessa forma, uma forca que nao realiza trabalho em um determinado sistema, como a
forgca de atrito estatico, pode realizar um impulso. Por exemplo, a forca normal que o piso faz em uma pessoa
gue da um salto para cima ndo realiza trabalho, porque atua nos pés da pessoa que estdo parados em contato
com o piso. Mas, essa mesma for¢a normal realiza um impulso (um empurrao) para cima durante o salto. Por
outro lado, uma forca que muda de sentido pode ndo realizar impulso (porque a integral da porg¢do positiva da
curva da forga é anulada pela integral da por¢dao negativa da curva), mas pode realizar trabalho, se o
deslocamento mudar de sentido junto com a forga. Por exemplo, considere um bloco de massa M que desliza
em uma superficie horizontal, ao longo do eixo x, oscilando para ca e para |a. O bloco sai de x=0, vai até x=L e

em seguida volta, de x=L até x=0, gastando o mesmo tempo At na ida e na volta (um movimento oscilatério).
Considere a forga de atrito cinético nesse bloco. Na ida a forga de atrito é IFA(C) = —uc M g X e na volta essa

forca é ﬁA(C) = puc M g X, entdo, na ida fﬁ(C) = —uc M g At X e na volta fﬁ(C) = puc M g At X. Portanto, no
A A

percurso completo:fﬁ(c) = 0. Por outro lado, o trabalho do atrito é: Wﬁ(C) =—2ucMgl.
A A

Considere o exemplo da queda livre, que ja conhecemos bem. Uma particula de massa m é lancada do
solo com velocidade de mdédulo V,, inclinada de um angulo 8 em relagdo a horizontal. Se At é o tempo total de
queda, ou seja, o intervalo de tempo que demora para a particula retornar ao solo, entdo, durante essa queda

o peso da particula (que é uma forga constante) realizou um impulso:
S ty
]mg(ti , tf) = f mg dt = mg At
t;

o
Adotando um eixo x na horizontal e um eixo y vertical para cima (no plano de V), ficamos com:

Jmg(ti t) = —mg Aty
Como ja sabemos que para a queda livre o tempo total de queda é:

2V,
At = 70 sen(6)

Entdo:
fmg(ti , tf) = —2mV,sen(0) y

Durante a queda, a particula sofre um impulso vertical para baixo. A palavra impulso esta associada ao
ato de impelir, empurrar, projetar. Podemos entender que um projétil em queda livre estd sendo empurrado
para baixo pela a¢do do seu préprio peso. Esse “empurrdo” esta quantificado na grandeza impulso. Veremos
em breve que podemos usar esse impulso para calcular a variacdo da velocidade do projétil na queda, que é a
ideia do teorema do impulso-momento linear. Voltando a comparac¢do entre impulso e trabalho, note que

nesse exemplo o trabalho do peso da particula no percurso total de queda é nulo. Na subida o trabalho de
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peso € negativo e na descida ele é positivo. O saldo é nulo (o peso é uma forga conservativa). O peso do

projétil ndo realiza trabalho nesse percurso, mas realiza um impulso vertical para baixo.
A grandeza impulso pode ser usada para definir o valor médio de uma forca varidvel no tempo.

Sabemos que ha diversas maneiras de se definir o valor médio de uma grandeza varidvel no tempo.
Por exemplo, quando dizemos que em uma tomada da rede elétrica existe uma tensdo, ou voltagem, de 127
volts, estamos nos referindo a um valor médio de uma voltagem V(t) que oscila senoidalmente no tempo,
como ilustrado na Figura 4.5. O valor 127 volts ndo pode se referir a simples média aritmética de V(t), ja que
essa é identicamente nula, tendo em vista a inversdo periddica de sinal. Esse valor médio de 127 V, também
chamado de valor eficaz da voltagem, é definido como uma espécie de equivalente continuo da voltagem, que
produziria a mesma poténcia dissipada em uma resisténcia elétrica dada. Por exemplo, dizer que a voltagem
senoidal na tomada tem um valor médio de 127 volts é a mesma coisa que dizer que um chuveiro elétrico
ligado nessa voltagem vai dissipar a mesma quantidade de calor (para a dgua) que esse chuveiro dissiparia se

ele estivesse ligado a uma bateria de voltagem continua (constante) igual a 127 volts.

V(t) A
Figura 4.5: llustracdo do comportamento de
+180V uma voltagem senoidal V(t) em funcdo do
127V tempo t. A voltagem oscila entre +180 volts e -
0 180 wvolts (inversdo de  polaridade)
periodicamente, com frequéncia de 60 Hz. O
1180V valor médio (eficaz) é proximo de 127 volts.

O valor 127 volts é, portanto, um equivalente continuo da voltagem senoidal. Equivalente no sentido
de que este é o valor constante de tensdao que produziria a mesma poténcia dissipada em um equipamento

elétrico.

Definiremos aqui o valor médio (no tempo) de uma for¢ca de uma forma analoga, mas no sentido da
igualdade do impulso e ndo da poténcia. Dada uma forga variavel no tempo ﬁ(t), o valor médio dessa forga,
no intervalo de tempo de t; até t; , € igual ao valor constante de forga ﬁMED que produz o mesmo impulso de

ﬁ(t) nesse mesmo intervalo de tempo. Portanto, igualando os impulsos:
, o,
Fuep(ty — t;) = f F(t)dt
t;

Concluimos que a forca média é dada por:
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-

F ! tfﬁ( )d
MED = 7~ t)at
(& — t) Ju,

A Figura 4.6 ilustra essa idéia.

Figura 4.6: llustragdo do comportamento de uma forga

variavel em funcdo do tempo t (curva vermelha).

F(t) 4
Mostramos apenas a componente x da forga. O valor
médio da componente x da forga nesse intervalo de
Fyyep T - —:\ K\Y tempo é o valor de forga constante (linha azul) que
I
'\ \ produziria, ao final, o mesmo impulso. Portanto, a area
0 E\ } > hachurada abaixo da curva vermelha é igual a drea do
0 L Ly t retangulo de altura Fyygp e larguraty — t;.

E interessante notar que para o caso de uma forca de magnitude senoidal, aniloga a voltagem na
Figura 4.5, uma forca que invertesse simetricamente de sentido, a forca média seria nula. Isso porque o
impulso na porg¢do positiva da forca (forca, digamos, para a direita) cancelaria com o impulso na porg¢do
negativa da forca (forga para a esquerda) e o efeito final, em termos de impulso, seria nulo (como no caso do
exemplo da forca de atrito que demos anteriormente). No caso do valor médio da voltagem, ele ndo é nulo
porque a poténcia dissipada na por¢do positiva da voltagem é igual a poténcia dissipada na porgdo negativa.
Os efeitos se somam. O chuveiro esquenta a agua tanto quando a corrente elétrica esta indo como quando a

corrente esta voltando.

A estimativa de forca média é importante quando analisamos sistemas que envolvem forcas de
variacdo imprevisivel, como as colisdes, impactos de projéteis, explosdes etc. Nas investigacdes de crimes e
acidentes, por exemplo, estimativas de forca média sdo cruciais para validar ou ndo as hipdoteses em um
processo criminal. Essas investigacOes fazem parte da fisica forense, que é uma area da criminalistica onde se
usam as leis da fisica (as leis da natureza) para elucidar fenémenos de interesse judicidrio (crimes, acidentes
etc.). Por exemplo, em um atropelamento de uma pessoa por um carro, a velocidade do carro no momento do
impacto vai determinar a forca que o carro faz na pessoa, que vai determinar, por sua vez, a trajetéria da
pessoa apods o impacto e as fraturas que ela vai sofrer. Como a forga carro/pessoa é basicamente um pulso
rapido, intenso e imprevisivel de forga, a estimativa de um valor médio é a ferramenta usada para se inferir, a
partir da trajetdria e das fraturas na vitima, a velocidade que o carro tinha no momento do atropelamento.
Nessa associacgdo fratura/forca média/velocidade é importante levar em conta o tipo de estrutura que compde
a parte do carro que se chocou com a pessoa. Se a pessoa recebeu o impacto do para-choque do carro, por
exemplo, um para-choque mais deformavel vai levar a uma forca média menor no impacto, quando

comparado a um para-choque mais rigido. A Figura 4.7 ilustra essa idéia.
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Figura 4.7: Forca que o carro faz na pessoa F¢/p(t), e forca média F¢/p ygp , para um para-choque duro e para

um para-choque mole, supondo o mesmo impulso (mesma area).

Basicamente, em uma colisdo carro/pessoa, a forca que o carro faz na pessoa F¢,p(t), assim com a
forca média F¢/p ygp , Nd0 estdo determinadas somente pela velocidade do carro no impacto. Elas estdo
determinadas também pelos materiais envolvidos na colisdo. Pensando em um mesmo impulso na colisdo
(mesma area abaixo da curva da forga), um para-choque duro vai implicar em um pulso mais concentrado de
forca e, portanto, mais intenso; um para-choque macio (deformavel) vai alongar o tempo de interacdo
carro/pessoa e, portanto, vai produzir um pulso de forca mais duradouro e menos intenso. Apds estudarmos o

momento linear, veremos como é possivel associar impulso e velocidade.

4.3 Momento linear

4.3.1 Momento linear de uma particula

O conceito de momento linear é simples. Considere a segunda lei de Newton para uma particula de

massa m:

| &

- N —
R=ma=m V

QU

t

Sendo a massa da particula uma constante durante o movimento, podemos simplesmente passar a

massa para dentro da derivada e obtemos:

o
Definimos nessa equa¢do o momento linear da particula: p = m V. A unidade de momento linear é dada pelo

produto kg m /s.

Vemos entdo que a segunda lei de Newton é uma lei de evolucdo do momento linear: a taxa de

variacdo no tempo do momento linear de uma particula é igual a forca resultante que estd atuando na
- — - —
particula. Em particular, se R = 0, entdo p é constante. Ndo ha muita novidade nisso, afinal, se R = 0, entdo

— — —
a@a=0, V é constante e p = mV é constante. Estamos fazendo apenas uma mudanca de linguagem aqui,
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saindo do produto da massa pela aceleracdo e indo para a derivada do momento linear. O ganho conceitual é

mais evidente quando tratamos de um sistema de varias particulas.
4.3.2 Momento linear de um sistema de particulas

As coisas comecam a ficar interessantes quando aplicamos essa idéia a um sistema de particulas.

Considere, para ilustrar, um sistema composto de duas particulas, 1 e 2. Para cada particula (i = 1, 2) vale:

= d

R; = aﬁi

A diferenca essencial entre um sistema de particulas e uma particula apenas é que em um sistema de
particulas podemos classificar as forcas em internas e externas. Forgas internas do sistema sdo as forcas que
uma particula faz na outra, como as forcas de atragdo entre atomos de um corpo, por exemplo. Forgas
externas do sistema sdo forcas que os outros corpos fazem nas particulas que compdem o sistema. Por
exemplo, se a Terra ndo faz parte do sistema, entdo os pesos das particulas sdo forgas externas ao sistema.
Note, todas as forgas que atuam nas particulas do sistema estdo atuando dentro do sistema, sdo todas
internas nesse sentido. A classificacdo que estamos fazendo aqui se refere a origem da forca, se a origem é
interna (as préprias particulas do sistema) ou externa (outros corpos na vizinhanca do sistema). Uma forca
externa ndo é, portanto, uma forca que esta fora do sistema, mas sim uma forca que é produzida por um outro

corpo fora do sistema e que atua nos componentes do sistema.
Dessa forma, para a particula 1 do sistema de duas particulas obtemos:

=

R, = ﬁ2/1 + Rpgxr1 = aﬁ

Analogamente para a particula 2. 132/1 é a forca interna do sistema, ou seja, a forca que a particula 2

faz na particula 1. Somando as equacées para as duas particulas obtemos:

— = > - - - d N N
Ri+R, = {F2/1 + F1/2} + {REXTl + Rgxr 2} = a{m + D2}
Agora apelamos para a terceira lei de Newton que diz que (para um par acdo-reacdo):
F2/1 + F1/2 =0

= = —
Definindo a resultante das forgas externas do sistema: Rgxr = Rgxr1 + Rgxr2 ; € 0 momento linear

do sistema: P = B, + P, , obtemos finalmente:

- d -
Regxr = EP

Essa é a lei central do formalismo de momento linear: ela diz que o momento linear de um sistema de

particulas varia somente por acdo de forcas externas, forcas exercidas no sistema por outros corpos em sua

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 4



232

vizinhanca. As forcas internas ndao afetam, em nada, o momento linear do sistema. Podemos chamar essa lei

de “segunda lei de Newton para um sistema de particulas”, pois ela é uma extensdo, para um sistema de
Yol ’ . ’ = - d = ~ ’ .
varias particulas, da segunda lei de Newton para uma particula: R =ma = b Ndo ha de fato muita

diferenca entre as duas leis, com exce¢do do subindice EXT na forca resultante. De fato, mesmo na lei para
apenas uma particula poderiamos ter colocado esse subindice, mas nesse caso ele seria redundante, pois para
uma particula todas as forcas sdo externas. A diferenca entre as duas leis, de particula e de sistema de
particulas, estd apenas no fato de que todas as forcas que atuam em uma particula podem alterar seu
momento linear ao passo que para um sistema de particulas somente as forgas externas que atuam no sistema

tém essa capacidade.

Um caso particular interessante é o de um sistema livre de forgas externas, ou, equivalentemente,

i —
submetido a varias forgas externas que se anulam mutuamente. Nesse caso, Rgxr = 0 e, portanto:

d
dt

—

P =

ou seja, o momento linear do sistema é uma constante. Concluimos entdo que em processos regidos por
forgas internas, o momento linear de um sistema se conserva. Podemos chamar esse resultado de “lei da

conservagao do momento linear”, mais especificamente:

Se ﬁEXT = 6, entdio P = constante.

Colisdes e explosGes sdo, tipicamente, processos em que as forcas internas sdo preponderantes,

comparadas com as forgas externas. Nesses processos observamos muitas vezes (quando podemos desprezar

R
a Rgxr) aconservagdo do momento linear do sistema.

Note, podemos fazer uma conexdo simples entre o impulso e o momento linear. De fato:

t

d — — e e f - -
—P =Rpyr = P(t;) - P(ty) = j Rpxr dt = Jg,_ (i ty)

dt t;
Portanto:
P(tr) = P(t) = Jg, . (ti.tf)
Essa ultima igualdade é o teorema do impulso-momento linear, que diz que: a variagdo do momento
linear de um sistema em um intervalo de tempo [ti ,tf] é igual ao impulso da forca resultante externa que
atua no sistema nesse mesmo intervalo de tempo. Note que aqui a condigéo]_)ﬁEXT (ti, tf) = 0 n3o implica que

P é uma constante no tempo, implica apenas que ﬁ(tf) = ﬁ(ti), ou seja, implica que o momento linear tem o

mesmo valor nos dois instantes t; e t¢ (0 que aconteceu no meio desse intervalo de tempo ndo importa). O
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teorema do impulso-momento linear é apenas a forma integral da segunda lei de Newton para um sistema de

particulas. A “lei da conservagdo do momento linear” expressa na grandeza impulso fica:
- — - -
Se JRper (tl-, tf) = 0, entdo P(tf) =P(t;) .
Notamos que ha uma certa confusdo entre os conceitos de momento linear e energia cinética. De fato,
para uma particula essas duas grandezas sdo diretamente relacionadas entre si, pois:

VZ N pZ
K = — p = | K=—.
m2 e p=mV,logo, o

Mas, sendo p um vetor e K um escalar, podemos nos surpreender com os comportamentos bem

distintos dessas duas grandezas. Por exemplo, considere uma particula de massa m que se move na horizontal

— -
com velocidade constante V. Essa particula bate na parede e volta, com velocidade —V. Entdo, a energia

cinética da particula ndo variou nessa colisdo (colisdo eldstica, AK = 0), mas o momento linear variou:
Ap=mV — (—-mV)=2mV

A energia cinética ndo variou porque a forga parede/particula ndo realiza trabalho (parede rigida) e o

momento linear variou porque essa mesma forca produz um impulso na particula.

Para um sistema de N particulas a relacdo entre K e P se torna mais complicada. De fato:

V2
m; 7

=
M=

,..
1l
-

Nota-se que ndo ha relacdo simples entre K e P . As duas fun¢cdes podem variar ou ndo,
independentemente uma da outra. Por exemplo, existem sistemas em que o momento linear se conserva, mas

a energia cinética ndo, e vice-versa.
Na sequéncia vamos aplicar essas idéias em alguns problemas tipicos da mecanica cldssica.

O problema do tiro de rifle, que usamos como motivagdo inicial, serd nosso primeiro exemplo.
Relembrando: supomos um rifle de massa M flutuando no espaco vazio, na auséncia de gravidade. Ninguém
estad segurando o rifle, ele vai ser acionado por controle remoto. Quando acionado, ocorre uma explosdo
dentro do rifle e uma bala de massa m sai do cano do rifle com velocidade de mddulo Vi. Nosso objetivo é
calcular o médulo da velocidade de recuo do rifle V. A situacdo esta ilustrada novamente na Figura 4.8 que

segue.
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Antes « At=0 » Depois

Figura 4.8: llustracdo de um tiro de rifle, um evento intenso que dura um tempo At muito curto.

Antes do tiro, o rifle e a bala estavam parados. Logo apds o tiro, que dura um tempo pequeno At, a
bala viaja com velocidade 173 e o rifle recua com velocidade VR, conforme a Figura 4.8. Queremos calcular Vg,
dados M, m e V. A ideia central é que, pensando no sistema rifle+bala, as forgas que sao responsaveis pelo
tiro sdo forcas internas, forca do rifle na bala e for¢a da bala no rifle. Essas forcas ndo afetam o momento
linear desse sistema rifle+bala. O contexto nos leva a desprezar as forgas externas ao sistema rifle+bala (pesos,
normais, atritos etc.). Assim sendo, o momento linear do sistema rifle+bala se conserva durante o tiro. Sejam
entdo t; um instante imediatamente anterior ao tiro e t; um instante imediatamente posterior ao tiro. Vale,
portanto:

P(t) = P(t;)
Ou seja:
moO+ MO = 6=m173+ MI7R
Segue entdo a resposta do problema (I7R =7?) que ja mencionamos anteriormente:

—

VR=_

m -
m e

Note, na pratica ndo existem rifles flutuando no espago e atirando por controle remoto. Sempre ha
alguém segurando o rifle, de preferéncia apoiando a coronha no ombro. Sempre ha o arraste do ar,
principalmente na bala que se move em alta velocidade dentro do cano do rifle. Mas, se considerarmos que as
forcas internas ao sistema sdo de fato muito mais intensas que essas forgas que mencionamos e que o tiro é
um evento muito rapido, a idéia de desprezar o impulso das forcas externas durante um tiro ndo é absurda,
pelo contrario, pode ser uma aproximacao bastante razodvel. Matematicamente, essa idéia seria expressa da
seguinte forma:

tr N -
f Rexr dt =0 = P(t;) = P(ty)
t

Ou seja, o momento linear de um sistema se conserva se o impulso das forgas externas que atuam

nele durante o processo considerado é desprezivel. Esse impulso pode ser desprezivel basicamente por duas

razbes: as forcas externas sdo pequenas e/ou a duracdo At = ty —t; do processo em questdo € muito

pequena. No caso do tiro de rifle idealizado na Figura 4.8 vale exatamente ﬁEXT = 0 no sistema rifle+bala e,
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=g -
portanto, vale exatamente P(t;) = P(tf). No caso de um tiro qualquer, realizado por um atirador, podemos
nos basear no fato de que as forcas internas sdo muito mais intensas que as forgas externas no sistema

rifle+bala e na validade de At = 0 para concluir que ﬁ(ti) = ﬁ(tf).

Concluindo, quando vemos uma pessoa atirar com um rifle, podemos pensar que o recuo do rifle se
deve a conservacao do momento linear do sistema rifle+bala, mesmo que isso ndo seja exatamente verdade
(porque ha de fato uma acgdo, um impulso, mesmo que pequeno, de forcas externas no sistema). Mas, a
verdade é que nesse caso ha de fato uma quase-conservacdo do momento linear. Quanto a energia cinética,
esta longe de ser conservada, como ja vimos. Vale a pena mencionar que o processo de tiro envolve de fato
trés corpos: o rifle, a bala e a por¢cao de gds criada na queima da pélvora, responsavel por empurrar o rifle e a
bala, cada um para um lado. Mas, como a massa desse gds é muito pequena e apds o tiro o gas se move em
dois sentidos opostos, o momento linear associado a esse terceiro corpo é desprezivel, quando comparado aos

momentos lineares do rifle e da bala.

Vamos aproveitar o ensejo para calcular/estimar a forca média que o rifle faz na bala, durante a
duracdo do tiro. A idéia basica aqui é novamente desprezar as for¢as na bala, com excecdo da forca que o rifle

faz na bala. Assim:

Rp = Fr/p
Portanto, segue que:
, 1 5 1 tr 1
E =— | Frpdt= ———| Rpdt=—-[8s(t;) — Bs(t;
R/B MED (tf— ti) . r/B AL (tf— ti) . p at (tf— ti) [Ps(tf) pB(tl)]

Na ultima igualdade aplicamos o teorema do impulso-momento linear para a bala. Como:

Bs(ty) — Pp(t) =mVy—m0 = m¥s
Segue que:
m 7,

F =
R/B MED (tf _ ti)

A parte mais dificil do célculo da forga esta na estimativa do tempo de duragdo de um tiro: At = tf —
t;. Sabemos apenas que At é muito pequeno. Quanto tempo dura um tiro? O uso de um crondmetro ndo

funciona nesse caso. Em um piscar de olhos o tiro termina e a bala sai do cano do rifle. Uma maneira de
estimar At é considerar que a bala viaja todo o comprimento L do rifle com velocidade Vg. Obviamente isso

ndo é verdade, a bala sai do repouso e vai acelerando, até atingir a velocidade /5. Mas trata-se apenas de uma

estimativa e ndo vale a pena elucubrar muito sobre ela, ja que nossa esperanca é obter apenas uma ordem de

grandeza para Fg/p . Nesse caso, vale:
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V= = o oar= L
= — = —
B At Vs

Portanto, uma estimativa para o médulo da forca média que o rifle faz na bala é:

mVg 4
Fr/p meD = A M

Considerando os dados numéricos: m = 10 g (10 X 1073 kg), Vg = 500 m/s e L = 1 m, obtemos:

2
Frypmep = 10 x 1073 x S22 = 2500 N

Durante a curta duragdo de um tiro, uma bala sofre um pulso de for¢ca, como aquele mostrado na
Figura 4.2. Um pulso de forca na direcdo e sentido de 173. Durante esse pulso a forca ﬁR/B(t) cresce
rapidamente e atinge um valor maximo, um comportamento que ndo sabemos como avaliar. Mas, tudo
funciona (para efeito de impulso, e de variacdo do momento linear da bala) como se a bala fosse empurrada
constantemente, ao longo de todo o cano do rifle, pela forca média ﬁR/B mep- Um valor tipico do médulo
dessa forga € Fg /g mpp = 2.500 N. Para ter uma ideia do que representa uma forga de 2.500 N, considere que
esse € o peso de uma pessoa que sobe na balanca da farmacia e diz “meu peso é 250 kg”, ou seja, 2.500 N éo
peso aproximado de uma pessoa cuja massa é 250 kg. E também o peso aproximado de 5 sacos de cimento

juntos (cada saco possui massa de 50 kg). Trata-se de uma forca imensa para um pequeno pedaco de metal.
Voltando a fisica forense, vamos estimar a forca média que uma pessoa de massa M sofre quando bate

no chdo apds cair verticalmente de um prédio de altura H. A pessoa que cai de uma altura H atinge uma

velocidade de magnitude /2 g H (na aproximagdo de queda livre). Portanto, adotando um eixo y vertical para

cima, a pessoa chega ao chdo com momento linear p, = M /2 g H (—9). A pessoa toca o chdo e vai sendo
freada até parar pela forca resultante vertical, que é a resultante da forca que o chdo faz nela (for¢ca normal

7j(t)) e do seu peso:
RBy(®)=7i() Mgy
Do teorema do impulso-momento linear aplicado a pessoa obtemos (note que ﬁf = 6):

fA R,(t) dt = A, =0—-pBo=MJ2gHY
t

sendo At o tempo que demora desde o instante em que a pessoa toca o chdo até ela atingir o repouso. A
pessoa sofre um impulso vertical para cima (+¥), produzido pelo contato com o chdo. A forga vertical

resultante média na pessoa durante a colisdo serad dada por:

f‘;y mep At = (iyep — (M @) mppY)At = f ﬁy(t) dt=M,2gHYy
At
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Portanto (note que o peso é constante e entdo (M g)yep = M g):

Concluindo, a forca média que o ch3o faz na pessoa durante o curto contato pessoa/cho é:

R M J2gHY |
= + —

NMED g At y
Vemos que durante o impacto da pessoa no chao a for¢ca normal média que o chdo faz na pessoa é
maior que o peso da pessoa, produzindo uma resultante e um impulso vertical para cima. O tempo de impacto
At serd determinado pela composicdo/dureza do chdo (e da pessoa). Um chdo duro, de concreto, por
exemplo, implicard em um At pequeno (a pessoa bate e para) e em uma forca média grande no impacto. Um
chdo macio, de areia, por exemplo, implicard em um At grande (a pessoa vai afundando na areia) e em uma
forca média pequena no impacto. Analogamente, se a pessoa cair em pé e ir dobrando as pernas

" ” s . .« 7 -

amortecendo” o choque, aumentard o tempo de impacto At e reduzira a forca 1j(t) e consequentemente
fimep- Costumamos usar essa estratégia de dobrar as pernas quando saltamos e batemos no chdo. Para uma

altura muito grande de queda podemos desprezar a agdo do peso sobre a pessoa durante o impacto com o

chdo e, nesse caso:

J2gH _

- — M
NMED At y
Pessoas mais pesadas e que caem de alturas maiores sofrem impactos mais intensos na queda.

Um raciocinio parecido pode ser usado para estimar a forca média que uma pessoa de massa M sofre
ao colidir seu carro que estava com velocidade V, X contra um obstaculo fixo (x € uma dire¢do horizontal),

como um muro, um poste ou uma arvore. A pessoa (dentro do carro) possuia momento linear p, = MV, X e
’ ’ .~ . - = Ve .
é levada ao repouso apos a colisdo, ou seja, py = 0. Portanto, a forga resultante média que atua na pessoa

gue estava no carro durante a colisdo é dada por:
= = - ~
Fpmep At =0—po = =MV X

sendo At o tempo que demora desde o instante em que o carro toca o obstaculo fixo (uma arvore grande, por

exemplo) até ele, e a pessoa, atingirem o repouso. O obstaculo “empurra” o carro e a pessoa na direcdo —x.

Portanto:

S MV, _
Fpmep = — At X

A colisdo com o obstaculo produz na pessoa uma forga, e um impulso, na direcdo —X, opostos ao seu
movimento. Novamente, o tempo At estara determinado pela constituicdo/dureza do objeto (no interior do

carro) que colide com a pessoa e a leva ao repouso. Conseguimos entender aqui a importancia de um sistema
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como o airbag, de bolsa de ar inflavel. Esse sistema se interpde na frente da pessoa durante uma colisdo,
aumentando o tempo de impacto/frenagem (da pessoa) At e reduzindo a forca de impacto (na pessoa) ﬁp ®)
e, consequentemente, seu valor médio ﬁp mep- O airbag ndo pode mudar a velocidade de colisdo do carro (V)

R
e nem a massa da pessoa (M), mas ele pode aumentar At e reduzir, portanto, Fp pep-

Voltemos agora ao exemplo que demos anteriormente de uma particula de massa m lancada do solo
com velocidade de mddulo V; inclinada de um angulo 6 em relagdo a horizontal. Mostramos que o impulso do

peso no tempo total de queda (livre) é dado por:

]mg'(ti , tf) =—-2mV,sen(8) y
Portanto, aplicando o teorema do impulso-momento linear nesse mesmo intervalo de tempo obtemos

(adotando um eixo x na horizontal e um eixo y vertical para cima (no plano de 170)):
mV(t;) — mV(t) = Jmz(ti ty) = —2mV, sen(8) 9
Sabendo que a particula partiu do chdo com velocidade dada por:
V(t;) =V, cos(8) %+ V, sen(8) 9
Concluimos que a particula chega no solo com velocidade:
V(tf) = Vycos(0) x+Vysen(8) y— 2 Vysen(0) y = V,cos(8) X —V,sen(0) §

que é o resultado que ja haviamos demonstrado através das leis da cinematica da queda livre.

Note que o momento linear da particula na direcao x, dado por:

Px = m V() = mV, cos(6)

se conserva durante todo o movimento, porque ndo ha forca ou impulso na particula nessa dire¢ao. Ja a

componente y do momento linear da particula, dada por:
by =m Vy(t)
varia, devido a acdo do peso da particula.

A forca resultante média que atuou na particula durante sua queda livre foi:

R =
MED At At At At

o _Tmg(tity) _AF _ mP(t) —mV(t) _ 2mV,sen(6) 3

Lembrando que o tempo total de queda é:

2V
At = 70 sen(8)
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Obtemos finalmente:

R 2mV,sen(0) y
Ryep = — 2V
70 sen(6)

=-mg}y

Como ndo poderia deixar de ser, na queda livre a forca resultante é o peso, que é uma forca constante,

e o valor médio de uma constante é a propria constante.

Esse exemplo da queda-livre ndo exibe muita vantagem no uso do formalismo do impulso-momento
linear, quando comparado ao uso dos conceitos de forca e aceleragdo, mas exibe a consisténcia do formalismo

da mecanica.

Uma classe de problemas em que a aplicagdo do formalismo do impulso-momento linear se mostra
bastante vantajosa é a que trata das colisOes entre os corpos. As colisdes tém em comum com as explosdes o
fato de serem processos rapidos e intensos. Uma colisdo é basicamente um processo repentino de contato,
entre dois ou mais corpos. Um jogo de sinuca, por exemplo, é basicamente uma sequéncia de colisGes
taco/bola e bola/bola. Nessas colisdes, forgas internas (considerando que o sistema é composto por todos os
corpos envolvidos na colisdo) intensas de contato atuam, modificando as velocidades e os momentos lineares
dos corpos. Se pudermos desprezar o impulso das forcas externas, porque essas forcas sdo muito menores que
as forcas internas e porque a colisdo é um evento de curta duracdo, entdo havera a conservacdo do momento
linear do sistema durante a colisdo. Essa conservacdo fornece uma equacgao relacionando as velocidades dos

corpos envolvidos nesse processo.

Matematicamente, em uma colisdo, se:

tr -
f REXT dt: 0
t

i

(porque Rgxr =0 e At = tf —t; = 0). Entdo:

- -

P(ti) = P(tf)
Sendo t; e ty dois instantes imediatamente antes e imediatamente depois da colisdao. Note, nao
estamos dizendo que em colisbes o0 momento linear do sistema sempre se conserva. Essa conservacdo so

ocorre mesmo em colisdes em que as forgas externas possuem impulso desprezivel, o que é uma situacdo

comum de acontecer.

Com relacdo ao comportamento da energia cinética do sistema, as colisdes podem ser classificadas
conforme mostrado na Tabela 4.1 abaixo. Basicamente, uma colisdo entre corpos macroscépicos produz uma
intensa vibracdao dos atomos que compdem esses corpos, vibracdo essa que se transmite para o interior dos

corpos, aumentando suas energias internas. Os atomos passam a se mover mais intensamente apds a colisao,
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o que se reflete em um aumento nas temperaturas dos corpos que participam de uma colisdo. Se a energia
interna aumenta, segue que a energia cinética do sistema diminui: a energia cinética final € menor que a
inicial. Essas colisdes sdo chamadas de ineldsticas. Idealmente, pode haver casos em que a “perda” de energia
cinética é muito pequena, desprezivel quando comparada a energia cinética inicial. Nesse caso, dizemos que a
colisdo é elastica: a energia cinética final é igual a inicial. A colisdo entre duas bolas de sinuca é bem préxima
de uma colisdo elastica, mas ha uma pequena “perda” de energia cinética. Dependendo do contexto, podemos
desprezar a “perda” de energia cinética e considerar que uma dada colisdo é elastica (por exemplo, quando as

velocidades envolvidas na colisdo sdo pequenas).

Comportamento da
Classificagdao | variacao da energia
cinética

. Idealizagdo para corpos
A energia cinética se conserva, .
ColisBes . ) . .| macroscépicos. Comum no

AK = Kr — K. = 0 | Ndo ha conversdo de energia ,
L = B¢ i = o mundo das particulas
elasticas cinética em outras formas de i
) elementares (elétrons, por
energia.
exemplo).

Parte da energia cinética do

sistema é convertida em outras
Colisdes . Caso comum no mundo

AK = Ko — K. <0 formas de energia, como, por .
o = By i o macroscépico (corpos com
inelasticas exemplo, energia interna dos .
estrutura interna).
corpos  (aumentando  suas

temperaturas).

Tabela 4.1: Classificagdo das colisdes com relagdo ao comportamento da energia cinética do sistema (formado por

todos os corpos envolvidos na colisdo).

Colisdes eldsticas mesmo, sem nenhuma variagdo na energia cinética do sistema, sé ocorrem no
mundo microscopico das particulas elementares. Por exemplo, quando dois elétrons colidem entre si. As
colisdes entre atomos sdo geralmente ineldsticas, pois os atomos possuem uma estrutura interna:
nucleo+elétrons. Em uma lampada fluorescente, por exemplo, atomos de um gas colidem entre si e absorvem
uma parte da energia cinética inicial, que é usada para excitar os elétrons dentro dos dtomos. Quando os
elétrons decaem (se desexcitam), os atomos emitem luz. A energia luminosa emitida pela lampada

fluorescente vem das colisdes ineldsticas entre os atomos do gas contido na lampada.

Dentro da classe de colisGes inelasticas existem as colisdes completamente ineldsticas, que sao
aquelas em que os corpos que colidem se fundem durante a colisdo, formando ao final da colisdo uma massa
Unica. Essas sdo as colisbes mais simples de se analisar, pois apresentam menos incégnitas (velocidades) a

serem determinadas.
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Considere o seguinte exemplo de colisdo completamente ineldstica. Uma bola de massa de modelar,
de massa m, é langada contra uma parede fixa. A bola chega na parede com velocidade horizontal de mdédulo

V, e, apds a colisdo, fica grudada na parede. A Figura 4.9 ilustra essa idéia.
Fp/p

Figura 4.9: Uma bola de massa de modelar colide com uma parede e gruda. Durante a colisdo atua na bola uma

forca (parede/bola) para a esquerda (variavel no tempo), ﬁP/B.

Quanto a energia cinética do sistema bola+parede, podemos ver que ela “desaparece” (AK < 0), ou
seja, a energia cinética inicial da bola é convertida em outras formas de energia, por exemplo, incrementando

as energias internas da parede e da bola (que vdo esquentar com a colisdo).

Vamos analisar agora o momento linear. Vamos nos concentrar inicialmente apenas na bola: o sistema

é a bola. Ao longo do eixo x:
Apg = Ps(tf) —pp(t)=0—mVy= —mV,
Vemos que o momento linear do sistema (somente a bola) variou durante a colisdo. Por que variou?
Por causa da atuacdo de uma forca externa no sistema. Se o sistema é apenas a bola, entdo a forga que a
parede faz na bola ﬁp/B é uma forca externa no sistema. Estamos desprezando outras forcas na bola, como o

peso, o arraste com o ar etc. A Unica forga que ndo podemos desprezar € Fp /g, pois isso seria a mesma coisa

gue desprezar a existéncia da parede, o que nado faria o menor sentido. Portanto, sabemos que:

- > d N
Rpgxrg = Fpp = EPB

Equivalentemente (ao longo de x):
ty
App = pB(tf) —pp(t) = f —Fpp dt
t;
Note que a componente x de ﬁp/B, —Fp,p, € negativa no referencial que adotamos (eixo x) e por isso
Apg também é negativo, ou seja, o vetor Apy aponta para a esquerda. De fato, a parede aplica na bola um
impulso (um empurrdo) para a esquerda, e esse impulso varia o momento linear da bola nesse mesmo

sentido. Ndo h3a, portanto, conservacdo do momento linear, se o sistema é somente a bola.
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Vamos estender o sistema, considerando agora que o sistema é a bola e a parede. Entdo, como a

parede estava parada e continuou parada:
APp.p = PB+P(tf) — Pgyp(t;)) ={04+0}—{mVy+ 0} = —mV,

Vemos novamente que o momento linear do sistema (bola+parede) variou durante a colisdo. Por que
variou? Por causa da atuacdo de forcas externas no sistema. Quais forcas? As forgas que fixam a parede no
lugar, forgas teto/parede, piso/parede etc. Estamos desprezando outras forcas externas na bola e na parede,

como 0s pesos, o0 arraste com o ar na bola etc. As Unicas for¢as que ndo podemos desprezar sdo as forgas que
=
fixam a parede no lugar, Fpr/p (forca que o piso e teto fazem na parede), pois isso seria mesma coisa que

considerar que a parede esta solta e nesse caso ela ndo permaneceria em repouso com o impacto da bola.

Portanto, sabemos que:
d

Rpxrpep = FPT/P = dt Pgyp

Equivalentemente (ao longo de x):

t

f
APgip = Ppyp(ty) — Ppap(t) = f —Fpr/p dt

t

Note que a forca que a parede faz na bola ndo aparece mais nessas equacdes porque ela passou a ser

uma forca interna ao sistema bola+parede. Seu efeito é cancelado pelo efeito da reacdo bola/parede. Note
gue a componente x de ﬁPT/P, —Fpr/p, € negativa no referencial que adotamos (eixo x) e por isso APg,p

também é negativo, ou seja, o vetor AﬁB+P aponta para a esquerda. De fato, no momento do impacto da bola,
o teto e o piso onde a parede estd apoiada aplicam na parede um impulso (um empurrao) para a esquerda,

para segurar a parede, e esse impulso varia o momento linear do sistema bola+parede nesse mesmo sentido.

Podemos continuar essa idéia, expandindo o sistema, em busca de uma conserva¢do do momento
linear (como se isso fosse necessario). Por exemplo, poderiamos definir o sistema como sendo
bola+parede+piso+teto. Mas o piso e o teto estdo também fixos em alguma coisa e essa coisa faz forca externa

nesse sistema. Ainda assim ndo haveria conservagdao do momento linear.

Enfim, poderiamos pensar que a bola colide com a parede, com o que fixa a parede, com o que fixa o
que fixa a parede etc. Enfim, poderiamos pensar na colisdo da bola com o planeta Terra. Entdo considere o
sistema bola+Terra. Ha forcas externas nesse sistema? Sim, as forcas que o Sol faz na Terra e na bola, as forgas
que a Lua faz etc. Se desprezarmos essas forgas, apenas como exercicio, teriamos finalmente a conservag¢ado do
momento linear do sistema, pois se:
ﬁEXT B+T = 0

Entdo:
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Pir(tr) = Ppar(t) = (m+Mp)Vy = mVy +0

Estamos supondo que a Terra estava parada antes da colisdo e My é a massa da Terra, que se move
junto com a bola ap6s a colisdo (colisdo completamente inelastica) com velocidade Vy ao longo de x. Portanto,

com essa colisdo a Terra (juntamente com a bola) adquiriria uma velocidade para a direita dada por:

% m V

I~ m+ My 0
Sendo a massa da Terra da ordem de 10%* kg, d4 para ver que essa velocidade é desprezivel. Esse
exemplo evidencia a importancia da escolha do sistema, quando analisamos problemas sob a dtica do
momento linear. Dependendo do sistema que focalizamos, pode haver ou ndo conservacdo do momento

linear.

Considere agora o seguinte exemplo. Uma pessoa de massa M estd em pé parada em um piso
horizontal. Em um dado instante essa pessoa recebe uma bola de basquete de massa m que foi lancada para
ela. Antes de ser recebida pela pessoa a bola estava se movendo com velocidade horizontal de médulo V. A

Figura 4.10 ilustra essa idéia. Vamos considerar varias possibilidades:

Figura 4.10: Uma bola de basquete é langada para

O_> uma pessoa. Imediatamente antes de atingir a

Vo pessoa (t =t;), a bola estava se movendo com

velocidade horizontal 170 =Vx.

a) a pessoa estd usando sapatos que ndo escorregam no piso e ela agarra a bola, ficando ambos parados no
lugar.

Note que esse caso é parecido com o que discutimos anteriormente, da colisdo da bola de massa de
modelar na parede. Trata-se de uma colisdo completamente ineldstica. Consideremos o sistema bola+pessoa

(B+P). Entdo, ao longo de x:
APgyp = PB+P(tf) —Pgip(t;) ={0+0}—{mVy+ 0} = —mVj
Vemos que o momento linear do sistema variou. O vetor variagdo do momento linear é
APgip= —mV,y %

Portanto, o teorema do impulso-momento linear diz que:
ty

APpip = Pgip(ty) = Ppyp(ti) = —mVy % = f Rpxrp+p dt
t
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Essa equacdo nos diz que houve um impulso de forga externa no sistema bola+pessoa ao longo do eixo
X, apontando para a esquerda. As forgas externas que atuam no sistema bola+pessoa sdo o peso da bola, o
peso da pessoa, a normal do piso na pessoa e a forga de atrito estatico do piso na pessoa. Os pesos e normal

se cancelam mutuamente (além de estarem ao longo de y) e, portanto:

N
Rexrpep =

ﬁﬁ,)ﬂ, é a forca de atrito estatico do piso na pessoa. De fato, ela é horizontal (ao longo de x) e aponta para a

esquerda, porque a pessoa, ao agarrar a bola, tem tendéncia de escorregar no piso para a direita. Com esse
raciocinio entendemos a causa da variagdo do momento linear do sistema bola+pessoa, qual seja, a acdo (o
impulso) da forgca de atrito estatico piso/pessoa sobre a pessoa. Quanto a energia cinética inicial da bola, foi

totalmente convertida em outras formas de energia (colisdo inelastica).

b) a pessoa esta usando patins que escorregam facilmente no piso e ela agarra a bola. Pessoa e bola se movem

juntos ap0ds a colisao.

Trata-se de novamente de uma colisdo completamente inelastica. Mas agora, considerando o sistema
bola+pessoa, a forca de atrito do piso na pessoa ndo existe mais e, portanto, o sistema possui resultante

externa nula. Entdo, ao longo de x:
APgip = PB+P(tf) —Pgip(t) =(m+MV; —{mV;+ 0} =0
Vs € a velocidade comum da pessoa e da bola ao longo de x logo apds a colisdo.

Usamos acima a conservac¢do do momento linear do sistema. De fato, o teorema do impulso-momento

linear diz que:

APg,p = PB+P(tf) — Pgop(ty) = f Rpxrpep dt =0
t

Essa equacdo nos diz que ndo houve impulso de forca externa no sistema bola+pessoa durante a
colisdo, o que leva a conservacdo do momento linear. Note que os pesos e a normal na pessoa se cancelam

mutuamente. Apds a colisdo, a pessoa e a bola se moverdo ao longo de x para a direita com a velocidade:

Ve = mV_ ! V
F " m+M° 1+M/m’°

Vemos que se a pessoa tiver muito mais massa que a bola (M/m > 1), a velocidade final do sistema

sera pequena. Caso contrario, se a bola for muito mais pesada, entdo Vy = V,. Ndo tem como valer Vy > V.

o
Isso violaria a ideia de conservacdo do momento linear Py, p.

Quanto a energia cinética inicial da bola, uma parte foi convertida em outras formas de energia

(energias internas). De fato:
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(M+m)( m )2_1;1 5 Mm V¢

AK = K(t;) —K(t;) = 0 =

— V2= — -
0 m+M 2
) a pessoa esta usando patins que escorregam facilmente no piso e ela rebate a bola. A bola é rebatida para a

esquerda com velocidade horizontal de médulo V.

Novamente o sistema pessoa+bola possui resultante externa nula. Entdo, no eixo x:
APgip = Pgip(ty) = Ppap(t) = {(—mVp + MVp} —{mV, + 0} = 0
Vp é a velocidade da pessoa ao longo de x logo apds a colisdo. Note que o sinal de — foi introduzido em — mVy

por que o vetor 173 estd para a esquerda (a bola é rebatida para a esquerda).

Ap0s a colisdo, a pessoa se moverd ao longo de x com a velocidade
m
Vp = i (Vo + Vs)

Sendo Vp positivo, significa que a pessoa vai se mover para a direita, como ndo poderia deixar de ser.
Vemos que a velocidade da pessoa depende da razdo entre as massas, da velocidade de chegada e da

velocidade de rebatida da bola. Quanto maior a velocidade de rebatida, mais rapidamente a pessoa recua.

Quanto a variagao na energia cinética vale a equagao:

m

2 Ve

2
AK = K(t;) —K(t;) = {% 14 +% <% Vo + VB)> }

Essa variacdo pode ter qualquer sinal, por que a pessoa que rebate a bola possui um manancial de
energia interna que pode ser convertido em energia cinética do sistema bola+pessoa, de acordo com sua

vontade. Se a pessoa estivesse morta, entdo valeria AK < 0.

Sendo o momento linear um vetor, cada uma de suas componentes pode ser conservada ou nao,
independentemente uma da outra. Por exemplo, considere uma bolinha de borracha de massa m que rebate

no chdo horizontal e rigido, exatamente em cima de uma poc¢a de dleo. A bolinha chega ao chdo com

velocidade 70 =aX — b J e sai do chdo com velocidade I_/} =aX+ b?¥.VejaaFigura4.11.

—

Figura 4.11: Uma bolinha de borracha quica em uma poca de éleo.
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Note entao que:
Appy = pr(tf) - pr(ti) =ma—ma=0
O momento linear da bolinha ao longo x, paralelo ao chdo, se conservou. Isso porque a resultante das

forgas externas na bola nessa direcdo é nula, por causa da auséncia de atrito entre o chdo e a bola (por isso

supusemos a presenca do 6leo). De fato:

Rexr gy = 0= apr =0

Ou, equivalentemente:

tf
Appy = f Rexrpx dt =0
¢

i
Ja para a componente vertical do momento linear da bolinha vale:

Apgy = gy (tr) — pay(t;) =mb — (—mb) =2mb

Houve, portanto, variagdo no momento linear vertical da bolinha. Ela recebeu um impulso nessa
direcdo durante a colisdo. Qual a forga que realizou esse impulso? As forcas verticais que atuam na bolinha

quando ela entra em contato com o ch3o rigido sdo a forca normal 7j = 1 ¥ (que deve ser dependente do

tempo, n = n(t)) e o peso (constante) da bolinha - m g J. Portanto:

d
Rgxrpy =n(t) —mg = PTLL:

e ainda:

ty
Moy = [ @ -mg)de=2mb
t

i
A Figura 4.12 abaixo mostra um grafico das forcas que atuam na bolinha na direcdo y durante o quique
no chdo. O peso é constante (reta verde), e atua sempre, estando a bolinha em contato com o chao ou ndo. Ja
a forga normal (curva vermelha) sé existe no intervalo de tempo [ti , tf]. Note que a forga normal supera o
valor do peso, para produzir uma resultante e um impulso para cima igual a 2 m b. Fora do intervalo [ti , tf] a

bolinha esta em queda livre.

A
n(t) .
Figura 4.12: Esbogo do grafico dos mddulos das
forgas verticais que atuam em uma bolinha que
mg quica no chdo. Curva vermelha: forca normal;
reta verde: peso.
0 t; te t
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Como a for¢ca média é o impulso da forca dividido pelo intervalo de tempo obtemos:

A ac ) T A TmEn TMI T TG

J‘tf n(t) mg J 2mb 2mb
, At

Portanto, vemos que a for¢ga normal média durante o quique da bolinha no chdo supera o peso da

bolinha (note que a média do peso é o prdprio peso, pois trata-se de uma forga constante no tempo):

2mb

= + —
NmMep = Mg At

Neste exemplo idealizamos uma colisdo elastica da bolinha, pois:
m m
AK = K(t;) —K(t;) = ?(az +b?) — ?(az +b2)=0

Como ultimo exemplo de colisdo, consideremos a colisdo elastica entre duas bolas que deslizam (sem
girar) em uma superficie horizontal sem atrito. A bola 1, de massa M; estava viajando com velocidade
horizontal de médulo V,, e colide com a bola 2, de massa M,, que estava inicialmente parada. Para simplificar,
vamos considerar que a colisdo é frontal, ou seja, que apds a colisdo as bolas continuam se movendo na

mesma direcdo do movimento inicial da bola 1, que chamaremos de x. Trata-se, portanto, de uma colisdo

unidimensional. A Figura 4.13 ilustra essa idéia.

g
170 I71 172 Figura 4.13: Uma colisdo
(1>_> @ > (1>_> (2>¢_> unidimensional entre
X X duas bolas.
t=t; t=tr

Consideremos o sistema bola 1 + bola 2. Ao longo de x, como ndo ha atrito entre o piso e as bolas, o

momento linear se conserva:
Piizx(tr) = Priax(t) = My Vi + My V, = My Vg

Sendo a colisdo elastica, por hipdtese, a energia cinética também se conserva:

vt 7 Vi
Kit2(tr) = K14z (t) = My > T M, 5= M, o>

Portanto, definindo, por conveniéncia, a razdo entre as massas r':

r

I
S

As equacdes de conservacdo acima ficam:

V1+T‘V2= VO:VO_ V1=TV2
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VE+rVi=Ve a2VE-Vi= rV}

Ha varias maneiras de se resolver essas equagles algébricas, para determinar V; e V,. Por exemplo, a

segunda equacdo pode ser simplificada da seguinte forma:
Vg =Vi=rVi=>Wo+ V)WV~ V)= rV5

Usando a primeira equacdo obtemos:

V0+ V1= VZ

Somando essa equagao com a primeira obtemos entao:

v, = 2V,
1+7r
Segue que:
1—-r1
V1:1+1"V0

Consideremos, para ilustrar, alguns casos particulares:

a) Duas bolas iguais, M; = M, e r = 1. Esse é o caso, por exemplo, de duas bolas de sinuca, que sdo
praticamente idénticas. Nesse caso:

V1=0eV2=V0

Vemos que, se uma bola de sinuca colide frontalmente com outra e a colisdo é elastica, logo apds a
colisdo a bola incidente fica parada e a bola alvo que estava parada passa a se mover com a mesma velocidade
da bola incidente. Essa é uma jogada corriqueira para aqueles jogadores bem treinados na sinuca. A rotagdo
das bolas complica bastante o jogo de sinuca real, mas ndo altera o fato de que o momento linear se conserva
nas colisGes entre bolas (a rotacdo altera a equacdo da energia, que tem que levar em conta as energias

cinéticas de rotagao).

b) M; > M, er — 0. Esse é o caso, por exemplo, de um caminhdo colidindo com uma bicicleta, ou de uma

bola de boliche colidindo com um pino. Nesse caso:
Vi-VyeV,—> 2V,

Vemos que se um caminhdo colide com uma bicicleta e a colisdo é eldstica, o caminhdo continua se movendo
como se nada tivesse acontecido e a bicicleta é arremessada para frente com o dobro da velocidade do
caminhdo. Analogamente, no jogo de boliche podemos observar a velocidade alta que o pino adquire logo

apos receber o impacto da bola.

c) M; & M, er — . Esse é o caso, por exemplo, de uma bicicleta colidindo com um caminhdo, ou de uma

bolinha de borracha colidindo com o planeta Terra. Nesse caso:

Vi=>—=-VyelV, >0
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Vemos que se uma bicicleta colide com um caminhdo e a colisdo é elastica, a bicicleta rebate (note o sinal
negativo na velocidade) com a mesma velocidade com que bateu (em mddulo) e o caminhdo continua parado
como se nada tivesse acontecido. Uma bolinha de borracha que quica no chdo também nao é capaz de mover

o planeta Terra.

Na pratica esses exemplos que mencionamos nao constituiriam colisGes eldsticas de fato. Sempre ha
alguma perda de energia cinética. Mas, sendo a perda de energia muito menor que as préprias energias
envolvidas na colisdo, comportamentos bem préximos dos previstos aqui podem ser observados no mundo
real. O jogo de sinuca é um exemplo em que as colisGes entre as bolas sdao bem préximas de colisGes eldsticas
(bem proximas, mas ndo exatamente elasticas). Note que se as bolas estivessem rolando (ao invés de
deslizando), ou seja, girando ao mesmo tempo em que estdo se deslocando, o momento linear continuaria
conservando, na auséncia de forcas externas. O giro das bolas ndo faz com que o momento linear deixe de ser
conservado, na auséncia de forcas externas. A adicdo de rotacdo no movimento das bolas apenas torna seus
movimentos apds a colisdo mais complexos e, portanto, mais dificeis de prever. Do ponto de vista
computacional, teriamos que levar em conta a energia cinética de rotagdo (que estudaremos em breve) na

equacdo da conservagdo da energia cinética.

Vimos no capitulo 1 que a velocidade Ve relativa, ou seja, é sempre definida em relagdo a algum
ponto de referéncia (um referencial), por exemplo, o solo. Portanto, a energia cinética K = M V?/2 também é
relativa e a afirmagdo de que uma colisdo é elastica (K; = Ky) para velocidades definidas em um dado
referencial ndo necessariamente garante que essa colisdio também seja elastica para essas mesmas
velocidades medidas em outro referencial (K; = K}i). Pode-se mostrar que a propriedade de uma colisdao em
um dado sistema ser eldstica é independente do referencial se o momento linear do sistema for também
conservado (ver Ref. Connection between conservation of energy and conservation of momentum, C. G. Adler,

American Journal of Physics 44 (1976)). Esse é o contexto da colisdo eldstica que consideramos anteriormente.
4.4 Centro de massa

Nos capitulos anteriores utilizamos a ideia de modelar qualquer corpo, ou sistema de particulas,
através de uma particula apenas, contendo toda a massa do corpo e submetida as forgas externas que atuam
no corpo. Um sistema de N particulas, cada uma de massa m; (com i = 1,---,N) é representado através de
uma particula apenas, de massa M = Y; m;. A pergunta que fica é: onde devemos posicionar essa particula, de
tal forma a tornar essa descricdo (modelo) mais precisa. Considere o exemplo ilustrado na Figura 4.14. Um
corpo possui a forma de um tridngulo de massa M e esta submetido (apenas) as duas forgas externas ﬁl e ﬁz .

Queremos representar esse corpo através de uma particula apenas, um particula de massa M submetida as

forgas ﬁl e 132.
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<

Figura 4.14: Um corpo qualquer pode ser representado por uma particula concentrando toda sua massa e
todas as forgas externas que atuam nele. Onde devemos posicionar essa particula para tornar a descricdo (o

modelo) fisicamente correta?

Em que posi¢do representamos essa particula? Em um vértice do triangulo? Mais ou menos no meio?
Enfim, hd uma ambigliidade nessa forma de modelar o sistema através de uma particula. Onde estd

posicionada essa particula? Essa ambigiidade é eliminada através do conceito de centro de massa (CM) que

definiremos em seguida.

Essa questdo pode ser colocada também nos seguintes termos: para uma particula a segunda lei de

Newton assume duas formas equivalentes:

— - —
R=ma e R

Il
|
<.

<!
Il
3
Qu

Para um sistema de particulas, conforme ja mostramos em nossa discussdo anterior, a segunda lei de

Newton assume a forma:

sendo P = Y;; m; V; o momento linear do sistema.

A pergunta que vamos responder agora é: é possivel escrever a segunda lei de Newton para um
sistema de particulas também na forma:
= -
Rpxr =M ap
sendo M = Y;m; a massa do sistema e dp a aceleracdo de um ponto P associado a esse sistema? Se a
resposta for sim, entdo devemos definir adequadamente o ponto P que aparece nessa equacao. O ponto P é a
posicdo em que devemos concentrar a massa e as forgas, para descrever/modelar o movimento do sistema
como se ele fosse uma particula apenas. Vamos mostrar que o ponto P existe e é o centro de massa do

sistema de particulas.
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O centro de massa é uma posicdo média de uma distribuicdo de massa. Uma distribuicdo de massa
pode ser definida em termos das particulas que compdem um corpo/sistema. Os corpos que observamos no
dia-a-dia sdo objetos extensos, compostos de muitos d&tomos. Um dtomo é basicamente uma bolinha de raio
igual a 10™ m (1 angstrom) e a idéia de chama-lo de particula ndo parece muito absurda (apesar do 4&tomo
nao ser uma particula no sentido matematico, de um objeto pontual, mas sim no sentido de que se ele fosse
menor ndo faria muita diferenca). Nesse sentido, um corpo macroscdpico é basicamente um sistema, ou
conjunto, de N particulas, com N = 102* (o nimero de Avogadro). Quando um corpo se move, todas as
particulas que compdem esse corpo se movem juntas, cada particula tendo um movimento préprio, diferente,

em principio, dos movimentos das outras particulas. Quanto a rigidez, podemos distinguir dois tipos de corpos:

1. Corpo rigido: um corpo que, enquanto se move, mantém sua forma e tamanho inalterados. Trata-
se de uma idealizagdo, pois todos os corpos reais, por mais duros que possam parecer, aceitam
pequenas deformagbes. Em um corpo rigido as distancias entre as particulas que o compdem sdo
constantes. A aproximagdo de corpo rigido é usada frequentemente quando nao queremos levar
em conta as mudancas na forma/tamanho do corpo ao longo do seu movimento.

2. Corpo nao-rigido, ou deformdvel: todos os corpos reais sdo deformaveis. Um caso extremo é o dos

corpos fluidos, como uma por¢do de um liquido ou de um gés, por exemplo.

Como cada particula possui uma massa, podemos pensar também que um corpo é uma distribuicdo de
massa no espaco. Uma bola de sinuca, por exemplo, é uma distribuicdo esférica de massa (algo préoximo de um
corpo rigido). Toda distribuicdo de massa possui um centro, chamado de “centro de massa”, ou
abreviadamente CM. O CM de um corpo é o centro da distribuicdo de massa desse corpo. Enquanto um corpo
se move, o CM se move junto. Se pudermos prever como se move o CM de um corpo, teremos uma

ferramenta para acompanhar o movimento desse corpo. Vamos mostrar que:

O CM de um corpo de massa M se move como se houvesse nele uma particula de massa M, submetida

as forgas externas que atuam no corpo. Mostraremos essa propriedade usando o conceito de momento linear.

A idéia basica é que um corpo é uma distribuicdo de N massas pontuais (particulas): a particula i possui
massa m; e esta localizada na posicdo 7; (em relagdo a uma referéncia arbitraria “0”). O CM desse corpo estd

na posicao 7y (em relagdo a mesma referéncia “0”) dada por:

N -
2o D=1 M T
M= T

sendo M = Z?’zlmi a massa do corpo. Note que 7, € uma média ponderada das posi¢des das particulas. O

peso da posicdo 7; na média é a razdo m; /M, pois:
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Dessa forma, se na posicao 7‘"} existe uma particula de massa m; grande, entdo o valor de Tem S€

aproximara do valor de 77] 0 CM estd mais préoximo de onde tem mais massa. A Figura 4.15 ilustra essa idéia.

Figura 4.15: Um corpo composto de apenas N=5 particulas.
As bolinhas maiores representam particulas de massas
maiores. O CM desse corpo estara localizado em um ponto
de espaco de posicdo 7 (bolinha vermelha), que estard

mais proximo das particulas mais “pesadas” (ou de onde

tem mais particulas). Note que ndo existe nenhuma

particula em 7, (seta azul), ou seja, no ponto vermelho.

E interessante notar que o centro de massa de um corpo é apenas um ponto no espaco. N3o ha

necessariamente massa no centro de massa. O CM pode estar no espago vazio. Ele é apenas um ponto.

Para ilustrar, vamos imaginar um sistema formado por apenas N=2 particulas, de massas m; e m,
distantes L uma da outra. Esse sistema pode ser chamado de haltere (como esses usados em academias de
gindstica), um haltere cuja haste que une as duas particulas possui comprimento L e massa desprezivel. Onde
estd o CM desse corpo? A Figura 4.16 ilustra esse corpo e um referencial conveniente para representar as

posicdes das duas particulas. Nesse referencial:
?1 - 0 e _)2 - L f

Portanto, o CM desse haltere estd na posigao:

2 >N m; 7, om0+ mylX m, L2
M M my+ m, my+ m,
y y N
Figura 4.16: Um haltere ideal formado por duas particulas e
?2 m; uma haste leve de comprimento L. O CM desse haltere

>

my
-¢
(0]

CM Xr (bolinha verde) esta em algum lugar entre as duas particulas.

Ou seja, o CM do haltere esta sobre o eixo x, em um ponto intermedidrio entre as duas particulas. Vejamos

os seguintes casos particulares:
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S L . . . . . . e
1. my=my 7y = 5% Se as massas sdo iguais, o CM fica no meio delas, pois, por simetria, ai estd o
centro da distribui¢cao de massa.

o
2. my »m, = 7y = 0.Se amassa na origem é muito maior, o CM vai para a origem.
3. my<Km, =7y — LX . Se a massa na extremidade x=L é muito maior, o CM vai para essa

extremidade.

N3o temos o objetivo de calcular aqui a posicao do CM de varios corpos. Hoje em dia essa tarefa pode ser
realizada facilmente utilizando-se programas de computadores dedicados, como o AUTOCAD. Veremos mais
adiante, no capitulo sobre equilibrio estatico, que é possivel também se determinar experimentalmente a
posicdo do CM de um corpo de forma arbitraria. Mesmo assim, um bom engenheiro, por exemplo, sempre
deve conhecer o conceito e ser capaz de calcular ou mesmo estimar a posicdo do CM de corpos de formas

mais simples.

O exemplo do haltere dado acima evidencia as propriedades basicas do CM: a) se ha um eixo/plano de
simetria no corpo (um eixo/plano que divide o corpo em duas metades iguais), o CM fica sobre esse eixo/plano
de simetria; b) o CM sempre fica mais proximo de onde tem mais massa. Veremos que, para diversos aspectos
(mas ndo todos), tudo funciona como se toda a massa do corpo estivesse concentrada no centro de massa. De
fato, para o préprio calculo da posicdo do CM de um corpo formado por varias partes diferentes, podemos
considerar que a massa de cada parte esta toda concentrada no CM dessa parte (principio da decomposicado),

reduzindo o problema a um conjunto de particulas.

Considere o exemplo de uma placa retangular de lados L e 2L formada pela unido de duas placas
guadradas de mesmo tamanho e mesma espessura, uma feita de ferro e outra feita de aluminio. A Figura 4.17
ilustra essa idéia. Vamos calcular a posi¢dao do CM dessa placa. O CM de cada placa quadrada estd no centro da
placa, pois ha dois (pelo menos) eixos de simetria que se cruzam no centro da placa quadrada. Portanto,
podemos pensar que cada placa quadrada é uma particula no centro dessa placa: a placa de ferro uma

particula de massa mg e a placa de aluminio uma particula de massa my.

\\\ l” \\\ /,, mF mA
Fe Al —_— 5} o] — 00— —
,’/ \\\ ’// \\\ 0 CM X
L
L

Figura 4.17: Uma placa retangular formada pela unido de duas placas quadradas de lado L, uma de ferro e outra
de aluminio. O CM de cada placa quadrada esta no centro da placa (por simetria). O CM da placa retangular

(bolinha azul) esta mais proximo do centro da placa de ferro, porque o ferro é mais denso que o aluminio.
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Assim, a placa retangular possui uma distribuicdo de massa equivalente a um haltere: duas particulas
unidas por uma haste hipotética de comprimento L e de massa desprezivel. Ja discutimos esse exemplo

anteriormente e, portanto, adotando o eixo x mostrado na figura, com origem no centro da placa de ferro:

N my -

feoy=————L2R
mA+ mr

Como o ferro é mais denso que o aluminio (pr = 7,9 g/cm® e pa =27 g/cm® ) esperamos que o CM

da placa retangular esteja mais préximo do centro da placa quadrada feita de ferro. De fato:

- my L paL? L Pa L 2,7
o= —— = [ fR=—t [ R=—"
M7 my + mg pa L? + pp L2 Pa + Pr 27+79

IR

Lx=025L%

Para L = 1 m, por exemplo, o CM da placa estara 25 cm a direita do centro da placa de ferro.

E interessante frisar gue o centro de massa é um ponto no espaco e, portanto, ndo precisa ter massa
no centro de massa. Objetos com formas esquisitas, curvas e vazadas, como uma ferradura, um bumerangue
ou uma banqueta, por exemplo, tém seus centros de massa em um ponto exterior a eles, onde ndo hd massa,

conforme ilustrado na Figura 4.18 abaixo.

Figura 4.18: Trés exemplos de corpos cujos centros de massa estdo em pontos externos, onde ndo ha de fato
nenhuma massa: ferradura, bumerangue e banqueta. O CM de cada corpo esta na bolinha vermelha, que

representa um simples ponto no espaco.

Vamos partir agora para o estudo das propriedades do movimento do centro de massa. Comecemos

derivando a posi¢cdao do CM em relacdo ao tempo:
N N
i=1 i=1

— - g
Sendo V; a velocidade da particula i e V- a velocidade do CM. Note que a expressdao M V-, é a expressdo do
momento linear de uma particula, uma particula localizada no CM e de massa M. Além disso, o momento

linear do sistema é a soma dos momentos lineares de cada particula, ou seja:

N
m; V; = Zﬁi: p
=

4

N
=1
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Portanto, concluimos que:
- -
P = MVCM
Ou seja, o momento linear de um sistema de particulas (um corpo qualquer) de massa M é igual ao
momento linear de uma particula apenas, uma particula virtual de massa M localizada no CM desse sistema.

Dito de outra forma: o momento linear de um corpo estd, para todos os efeitos, concentrado em uma

particula virtual de massa M localizada em seu CM.

Derivando essa ultima equacdao em relagdo ao tempo obtemos:

QU
o~

Essa ultima igualdade:

é exatamente a segunda lei de Newton aplicada a uma particula de massa M localizada no CM do sistema.
Conclusdo: o CM de um sistema de particulas (um corpo qualquer) de massa M se move com se houvesse nele
uma particula de massa M, submetida a todas as forcas externas que atuam no sistema. Essa propriedade da
um outro sentido ao conceito de particula. Ela diz que todo corpo de massa M possui um ponto associado a ele
gue se comporta exatamente como se houvesse nele uma particula de massa M submetida as mesmas forgas
externas que atuam no corpo. As forgcas externas que atuam no corpo atuam equivalentemente nessa
particula virtual e definem o movimento desse ponto. Esse ponto é o CM do corpo. Se pretendemos estudar o
movimento de um corpo, portanto, podemos comecar estudando o movimento do CM desse corpo, afinal,

onde o corpo vai o CM dele vai atras.

Considere o seguinte exemplo simples: Uma ferradura de massa M é lancada para cima, com uma
velocidade obliqua em relagdo ao piso horizontal. Queremos saber onde a ferradura vai cair. Poderiamos
simplesmente desprezar o tamanho da ferradura, considerar que ela é uma particula de massa M, localizada
em uma posicdo arbitraria proxima a ferradura, e aplicar a segunda lei de Newton para essa particula
hipotética:

R=Mi

Mas, agora podemos ter uma visao diferente e mais precisa desse problema. Podemos nos concentrar
apenas no movimento do CM da ferradura, afinal onde a ferradura cair, o CM dela vai cair também. Podemos
acompanhar o movimento do CM da ferradura analisando o movimento de uma particula (virtual) com a
massa da ferradura, localizada no CM da ferradura e submetida as forcas externas que atuam nela. Se
desprezarmos o atrito com o ar, a Unica forca externa que atua na ferradura durante seu movimento no

espaco é o peso da ferradura. Portanto, o CM dessa ferradura se movera de acordo com a seguinte equagao:
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= - - - -

Regxr =Mg =Macy = acy = ¢
Concluindo: o CM da ferradura descreve uma parabola no espaco, que ja sabemos calcular, conforme
vimos no capitulo de cinematica. A Figura 4.19 que segue ilustra como seria um movimento da ferradura,
supondo (para simplificar) que o plano da ferradura coincide com o plano da velocidade inicial da ferradura.
Nesse caso a ferradura se move nesse plano, que é o plano da drbita parabdlica do CM. Os outros
pontos/particulas que compdem a ferradura rodopiam em torno do CM, de uma forma que ndo pretendemos

analisar aqui.

O que fica evidente na Figura 4.19 é que se pensarmos a ferradura como uma particula de massa M
localizada no ponto P mostrado (bolinha azul), um ponto na extremidade esquerda da ferradura, nossa
descricdo do movimento da ferradura, representado pelo movimento desse ponto, cometera o erro de

considerar que:

Rexr =Mg =Mdp =dp= g

Figura 4.19: Na auséncia de atrito

com o ar, o CM (bolinha verde) de um

corpo langado obliguamente para
cima (uma ferradura nesse caso)
descreve uma parabola, enquanto o
corpo rodopia em torno dessa

pardbola.

Essa equagdo ndo é verdadeira, pois podemos ver que o ponto P tem uma
trajetdria bem diferente de uma pardbola. A trajetéria de P parece mais uma
mola de caderno amassada contra o plano do papel (uma espiral no plano). Algo
como esbogado na Figura ao lado. Fica claro entdo que a trajetdria de P ndo é determinada apenas pelas
forgas externas que atuam na ferradura, ela é determinada também pelas forgas internas, que atuam dentro
da ferradura, for¢as de coesdo, por exemplo. Alguns exemplos de trajetdrias esquisitas de pontos P de um

martelo em queda livre podem ser vistos na Ref. How to determine the centre of mass of bodies from image
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modelling, Marco A. Dias et al, Physics Education 51 (2016) 025001. Nessa referéncia podemos ver que a

medida que P se aproxima do CM do martelo, a trajetdria de queda livre de P se aproxima de uma parabola.

Se vamos descrever o movimento de um corpo através de um modelo de particula, entdo devemos

escolher P=CM, ou seja, localizar a particula (virtual) no CM do corpo.

Como um segundo exemplo, considere uma granada de massa M que é lancada obliquamente para
cima. Suponha que em algum instante da queda a granada exploda, se dividindo em centenas de fragmentos.
A explosdo é um processo regido por forgas internas. Portanto, para o CM da granada, tanto antes, quanto

durante, quanto depois da explosdo vale:
Rgxr =Mg =Mdcy = dey = §

Logo, o CM da granada descreve uma pardbola no espago. Caso vocé calcule o CM de todos os
fragmentos da granada depositados no chdo, vai ver que esse CM estd no mesmo lugar que ele estaria se a

granada ndo tivesse explodido. A Figura 4.20 ilustra essa idéia.

Figura 4.20: Na auséncia de atrito com o ar, o CM
de uma granada lancada obliquamente para cima /

abol . Isso i
descreve uma parabola no espago. Isso independe CM dos fragmentos da granada

da granada explodir ou ndo, pois a explosdo é um
processo regido por forgas internas ao sistema (a

granada ou os fragmentos da granada).

No caso do planeta Terra, por exemplo, que é basicamente uma esfera, seu CM estd no centro dessa
esfera. Se ndo houvesse forcas externas atuando na Terra esse CM viajaria em MRU eternamente, com a Terra
girando em torno dele. Mas, ha varias forcas externas na Terra, as principais sendo a for¢a do Sol e a forga da

Lua. Assim, o CM da Terra se move de acordo com:

>(T =4 4
MT aél\; = FS/T + FL/T
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- -
sendo, My a massa da Terra, Fs,r a forga do Sol na Terra e F; ; a forga da Lua na Terra. Como conseqiiéncia
dessas forcas o CM da Terra descreve uma orbita eliptica com o Sol em um dos focos, acrescida de uma

pequena oscilagdo em torno dessa elipse devida a influéncia da Lua.

Se pensarmos apenas no sistema Terra+Lua, como a massa da Terra é cerca de 80 vezes a massa da
Lua (M;), segue que o CM desse sistema fica dentro da Terra. Se o sistema Terra+Lua fosse livre de forgas
externas, esse CM se moveria em MRU eternamente, enquanto que a Terra e a Lua girariam em torno dele,
como um gigantesco haltere. Nesse sentido, esta correto se dizer que a Lua gira em torno da Terra, do nosso
ponto de vista, os habitantes no referencial da Terra. Mas, de fato, um observador mais neutro, ou seja, um
observador que estivesse fora da Lua e da Terra, observando esse sistema do espaco, veria que a Lua e a Terra
giram simultaneamente em torno do CM do sistema Terra+Lua. Mas, como esse CM estd dentro da Terra,
mesmo esse observador externo teria a impressao de que a Lua gira em torno da Terra, apesar de que para ele
isso ndo seria estritamente verdade. Esse observador externo perceberia que a Terra se move, acompanhando
o giro da Lua. A Figura 4.21 (fora de escala) ilustra essa ideia. A Lua (circulo menor) girando em torno da Terra
(circulo maior). Na primeira figura a Lua vai da posicdo L; para a posicdo L, em sua orbita (aproximadamente)

circular em torno do centro da Terra, enquanto a Terra permanece em sua posicdo fixa T1=T,.

Figura 4.21: Um observador na Terra (circulo mais central)

L, L vé a Lua (circulo pequeno) orbitando a Terra, passando
Fa¥ O- o o
/," O RN //’ \\\ pelas posi¢des L; e L,. Para um observador externo, isso sé
AN

'I/ \ ,'/ \\‘ seria verdade se a Terra tivesse massa infinita. De fato, um
' O Ly :\ LB OLl observador externo vé que a Lua e a Terra giram em torno

\ )
N T.=T, //I ‘\\ - ,,’ do CM do sistema Terra+Lua (circulo vermelho), cada uma
\\\ ,/, \‘~-__2—’/ em sua Orbita aproximadamente circular. Enquanto a Lua

vaidel;al,, aTerravaideT,aT,.

Essa é a visdo que tem um observador na Terra, para o qual ela estd parada. Isso sé seria observado
por um observador externo se o CM do sistema Terra+Lua estivesse no centro da Terra, ou seja, se a massa da

Terra fosse infinitamente maior que a massa da Lua.

A figura da direita ilustra o movimento visto por um observador externo (fora da Terra e da Lua), que
estivesse em repouso em relacdo ao CM do sistema Terra+Lua. O pequeno circulo central (em vermelho)
representa o CM do sistema Terra+Lua, que estd dentro da Terra, mas fora do centro, e parado (para esse
observador). A Lua tem uma drbita circular em torno do CM e a Terra também. Quando a Lua vai de L; para L,,

a Terra vai de T, para T,. Esse haltere gigantesco rodopia no espaco.
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Ha forgas externas no sistema Terra+Lua, e as principais sdo as forcas que o Sol faz na Terra e na Lua.

Levando isso em conta, obtemos a equagdo para o movimento do CM do sistema Terra+Lua:

»(T+L = =
(Mp + M) aEM )= Fs/r + Fsp,

Segue que o CM do sistema Terra+Lua descreve basicamente uma elipse com o Sol em um dos focos,

enquanto a Terra e a Lua rodopiam em torno desse CM.

No caso do sistema solar, o CM desse sistema esta sempre proximo do Sol e muitas vezes dentro dele,
pois o Sol acumula a maior parte da massa do sistema solar. Os planetas ndo orbitam o centro do Sol, eles
orbitam o CM do sistema solar, assim como o Sol. Se o sistema solar fosse livre de forgas externas, esse CM se
moveria em MRU eternamente, enquanto que o Sol, os planetas, as luas, os asterdides e os cometas girariam
em torno dele. Ha forcas externas no sistema solar, principalmente a forca de gravidade que vem do centro da
nossa galaxia. Ha evidéncias experimentais de que no centro da Via Lactea existe um buraco negro com uma
massa milhdes de vezes maior que a massa do Sol. Esse buraco negro atrai o sistema solar e faz com que ele
tenha uma érbita aproximadamente circular ao redor do centro da Via Lactea. A equagdo para o movimento

do CM do sistema solar seria entdo:

>(SS) _ g
Mss acy” = Fpnyss
R
sendo Mgs a massa do sistema solar e Fpy/ss a forca gravitacional resultante que o buraco negro (BN) no
centro da galaxia faz no sistema solar (SS). O tempo que o sistema solar demora para dar uma volta completa

nessa Orbita é chamado de “ano galactico”, cuja duracdo é préxima de 200 milhdes de anos.

Com relacdo a nossa galaxia, que contém cerca de 300 bilhGes de estrelas, seu CM deve estar em seu
centro geométrico, onde tudo indica que se localiza um buraco negro, um corpo de massa gigantesca. Como se
move o CM de nossa galdxia? Com certeza a Via Lactea possui outras galdxias em sua vizinhanga e essas se
atraem mutuamente, devido a gravidade. Mas, uma das galaxias mais préxima da nossa, Andromeda, esta a
cerca de 2,5 milhGes de anos luz de distancia. Isso significa que a luz que ela emite, viajando com a velocidade
incrivel de 300.000 km/s, demora 2,5 milhGes de anos para chegar a nossa galaxia. Por isso, a gravidade entre
as galaxias deve ser muito pequena. Mas enfim, na hipdtese de haver forcas externas atuando na Via Lactea,
seu CM se move de acordo com:

S(VL 2
My, aEM) = FpL

sendo My, a massa da Via Lactea e Fyy;, a forca resultante que outras coisas I3 fora (??) fazem na nossa
galdxia. Ndo sabemos exatamente o que ha Ia fora, mas o fato é que nossa galaxia esta se movendo, e tudo
indica que ela se move em rota de colisdo com a galdxia Andrémeda, pois ambas se aproximam com uma

velocidade de cerca de 100 km/s. Dada a distancia incrivel entre as duas galaxias, mesmo com essa velocidade

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 4



260

de aproximacdo, somente daqui a cerca de 4 bilhGes de anos poderda ocorrer uma colisdo. Por isso ndo

precisamos nos preocupar, ainda.

Antes de concluirmos, vale ressaltar que a eventual conservacao do momento linear de um sistema de

- —
particulas tem consequéncia sobre o movimento do CM desse sistema. De fato, como P = M V), , segue que:

-

P = constante = VCM = constante (ou dgy = 6)

Portanto, se um dado processo conserva o momento linear, significa que a velocidade do CM nao

muda durante esse processo. Por exemplo, se antes do processo (em que ﬁEXT = 6) o CM estava em repouso,
ele vai continuar em repouso durante esse processo. Esse seria o caso de uma estrela isolada no espago que
em um dado instante sofresse uma explosdo, se fragmentando em varios pedacgos. Se para um observador
externo o CM de estrela estava parado antes da explosdo, ele vai continuar no mesmo lugar depois da
explosdo. Os fragmentos vao se afastar do CM da estrela, cada um para um lado. Para o CM da estrela, é como

se nada tivesse acontecido. Vamos dar exemplos de aplicacdo dessas idéias nos exercicios resolvidos.
4.5 Exercicios resolvidos

ER 4.1) Em um jogo de sinuca, a bola branca (B)

colide com a bola azul (A) que estava antes depois

inicialmente parada (ambas de massa M). A

velocidade inicial da bola branca é V. A colisdo
nao é exatamente frontal e apds a colisdo ocorre 170 e ’ 'S B y
- A e = - - Lo e el - - —-
um espalhamento, como mostrado na figura . -‘ \\ }a X
AN
(visdo de cima). Despreze os atritos nas bolas.

Dados: M, V,, a e B.

N

a) Calcule os médulos das velocidades das duas

bolas logo apds a colisdo.

Vamos considerar o sistema A+B. As forcas externas que atuam nesse sistema sao os pesos das bolas e
as forcas normais nas bolas, produzidas pela superficie da mesa onde elas deslizam/rolam. Essas forgas se
cancelam mutuamente. Assim sendo, vamos assumir a conservagao do momento linear desse sistema.

Utilizando o referencial xy da figura podemos escrever:

>(A) _ 3
, =0

P = MVy=MV, 2

(D =
Py = MV,

M Vycos(a) X — M Vysen(a) y
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ﬁl(?D) = MVy=MVzcos(B) £+ MVyzsen(B)
((A)=imediatamente antes da colisdo e (D)=imediatamente depois da colisdo).
Note, o momento linear da bola branca variou:
My =pP — W = MV, — MV 4 MV, 9
Pp =Pp — Dy = [MVgcos(B) o] £+ MVgsen(B) y

Por qué? Porque a forca que a bola azul faz na bola branca é uma for¢a externa para o sistema formado

apenas pela bola branca.
O mesmo vale para a bola azul:
Ap, = ﬁle) - ﬁgA) = MV,cos(a) £ — MV,sen(a) 9
Por qué? Porque a forca que a bola branca faz na bola azul é uma forca externa para o sistema formado
apenas pela bola azul.

Quando consideramos o sistema A+B, essas forcas e seus impulsos se cancelam e o momento linear do

sistema A+B se conserva:

= (A (A =1 (D >(D
P(A)ng)-} pé)z P(D)ng)-}-pl(?)

Logo:
AP = P® — B = A, + Afz = 0
Portanto, obtemos as equagdes:
Emx: Vg cos(B) — Vo + Vycos(a) =0
Emy: Vgsen(B) — Vysen(a) =0

Devemos resolver essas equagdes para determinar V, e V . Obtemos:

B sen(p) _ sen(f3)

Va = cos(a) sen(fB) + sen(a) cos(B) Vo = sen(a + ) °
_ sen(a)

Vs = sen(a + f8) Vo

b) Calcule a variacdo na energia cinética do sistema de duas bolas:

V2 A V2 V¢ (sen?(a) + sen?(B)
)= py2 K® =M=+M—= M—
K =M= 2 2 2 | sen?(a+pB)

Portanto:

2 2 2
AK = KO — g =y Yo fsen(@ Fsen (B)
2 sen?(a + B)
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c) Mostre que para o caso a + = 90° a colisdo é elastica e vice-versa.

Para a + f =90° vale: @« = 90° — B esen(a) = sen(90° — ) = cos(f). Logo:
sen?(a) + sen?(B) = cos?(B) +sen?(B) =1

Além disso, sen(a + ) = 1. Portanto:

AK—MVOZ{l 1}—0
= M -

Da mesma forma, se a colisdo é elastica, vale:

sen”(a) +sen’(B) _

Ak=0= sen?(a + B) =1
Portanto:
sen?(a) + sen?(B) = sen?(a + B) = [sen(a) cos(B) + sen(B) cos(a)]?
Segue que:
sen(a)sen(B) = cos(a) cos(pB)
Logo:

tan(a) = cotan(B) = tan(90° — B) = a =90° — B

Se vocé fizer uma busca na internet pelas palavras chave “90 rule pool” vai encontrar varios videos
mostrando que essa propriedade, chamada de “regra dos 90°” no jargdo da sinuca, é observada na prética em
tacadas de sinuca. Isso mostra que as colisdes de bolas de sinuca estdo bem préximas de serem colisdes

eldsticas (apesar de ndo serem de fato elasticas).
d) Discuta o movimento do centro de massa do sistema A+B antes e depois da colisdo.

Antes da colisao, a velocidade do CM do sistema de duas bolas era dada por:

O CM se aproximava da bola azul com metade da velocidade da bola branca. Isso porque as duas bolas

possuem a mesma massa e por isso o CM tem que estar sempre no ponto médio entre as bolas.

Ap0s a colisdo a velocidade do CM se torna:

I7(D)_l\/n7A+1\/n7B_ PO Py,
M T T MrM  M+M M+aM 27

- -
Usamos acima a conservagdo do momento linear: P4 = p®)
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Vemos entdo que apds a colisdo o CM continua seu movimento, como se nada tivesse acontecido. Esse

resultado ja era esperado, pois sabemos que para o sistema A+B:
P=M+MV,y
Logo, a conservagdo (constancia) de P equivale a conservagdo (constancia) de VCM.
Analogamente, sabemos que para o sistema A+B:
(M + M)dcy = Rexr

Portanto, como nao ha resultante de for¢as externas atuando nas bolas durante a colisdo:
o = =(D =(4
adcy =0 = V- = constante = VC(M) = VC(M)

ER 4.2) Um tanque de guerra de massa M que estava
inicialmente parado atira uma bala de canhdo de massa
m em uma direcdo obliqua, com velocidade de mddulo e
Vg, conforme a Figura ao lado. Suponha que o tanque

ndo esteja engrenado e nem com freios acionados, de

tal forma que ele pode ser mover livremente na
horizontal. O tanque estad apoiado em uma superficie

horizontal rigida (que impede que ele se mova na vertical, ou seja, que ele afunde no chao).
Dados: M, m, Vg, B eg.
a) Calcule a velocidade do tanque logo apds o tiro.

Considere o sistema tanque+bala. Antes do tiro (¢t = t;) tudo estava parado e o momento linear desse

sistema era nulo. Logo apds o tiro (t = tr) o momento linear da bala é:
Dg (tf) =mVgcos(0) X + m Vg sen(0) y
Definimos o momento linear final do tanque, logo apds o tiro, por:
pr(ts) =MV
Entdo, o momento linear final do sistema tanque+bala é:
ﬁ(tf) = ﬁT(tf) + ﬁB(tf) = M Vy +mVycos(8) £ +m Vg sen(6) 9

Um erro comum nesse tipo de problema é considerar que o vetor momento linear do sistema

tanque+bala se conserva durante o tiro e que, portanto:

ﬁ(tf) =PB(t;)) 2 MV; +mVgzcos(8)%+mVzsen(6) 9= 0
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De onde concluiriamos que a velocidade final do tanque seria:

—

m . m
Vr = i Vgcos(B) X — —

o Vg sen(0) ¥

Note entdo que o tanque se moveria para a esquerda e para baixo na vertical. O movimento do tanque
na vertical para baixo pressupde um piso deformavel, que permite que o tanque afunde nele livremente, pelo
menos por alguns instantes, até parar. Sendo o piso onde o tanque estd apoiado rigido, que é nossa hipdtese
aqui, ele ndo permitiria que o tanque adquirisse uma velocidade vertical para baixo, gracas a acdo da forca

normal, que empurra o tanque para cima. Logo, o tanque se moveria apenas para a esquerda.

Portanto, partimos do pressuposto de que o piso rigido vai produzir um impulso sobre o tanque,
impedindo seu movimento vertical. Quanto ao movimento horizontal do tanque, podemos apelar para a
conservacdo do momento linear (em x), direcdo em que ndo atuam forgas externas no sistema tanque+bala.

Resumindo, ja podemos partir da hipétese de que o tanque sé se move em x:
pr(t) =MV =MV %
A conservac¢ao do momento linear em x leva a:

P(ty) = P(t;) > MVy +mVgcos(8) = 0

Logo:
m
Vep= —=—V, o
r =~ Vs cos(0)
Finalmente:
— m
Vp= —=V, 0) x
T I s cos(0) X

O tanque se move apenas para a esquerda, com essa velocidade. Um tanque muito pesado recuaria

lentamente apds o tiro.
Durante o tiro, o momento linear em y sofre uma variacdo, devido a acdo do piso rigido:
AP, = P,(tf) — P,(t;) = mVp sen(6)
Note que é uma variagdo positiva, ou seja, apontando na vertical para cima. O tanque é empurrado para cima.

Sabemos que, do teorema do impulso-momento linear:

ﬂ o b 5
P(tr) = P(t) = f Rpxr dt = Jg_. (titr)

t

Logo, nesse caso:

tr N
f REXT dt=m VB Sen(e) 5;
t

i
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De onde concluimos que durante o tiro atuou no sistema uma resultante vertical para cima, que

produziu um impulso vertical e variou o momento linear vertical do sistema.

As forcas verticais no sistema tanque+bala sdo os pesos e a normal do piso no tanque:
Rexry(t) = nt) —Mg—-mg

A forga normal é dependente do tempo, e durante o tiro 1)
deve ter um comportamento do tipo pulso rapido e intenso, que

segura o tanque, e impede que ele afunde no chdo. A Figura

. o . Mg+mg
abaixo ilustra qualitativamente como seria o comportamento da Mg

funcdo n(t) em fungdo do tempo t. Antes do tiro tudo esta

parado e a normal estd equilibrando o peso do tanque e o peso

T v

da bala (n = Mg + m g). Durante o tiro o tanque é empurrado
contra o piso (pela bala, que foi empurrada para cima, de
acordo com a terceira lei de Newton) e o piso responde (novamente acdo e reacdo) empurrando o tanque
para cima. Dai a origem do pulso em n(t). Apds o tiro apenas o tanque estd em contato com o piso, e a normal
volta a equilibrar o peso do tanque apenas (n = Mg). Para fazer o grafico da forga resultante Rgyr ,, basta

subtrair do gréfico de n(t) o peso do sistema, ja que:
Rexry = nt) —Mg—mg

Obtemos o grafico ao lado. Novamente, antes do tiro a resultante vertical era nula. Durante o tiro ha um pulso

para cima, que acelera o sistema para cima (nesse caso somente a bala). Logo apds o tiro sobra somente o

peso da bala, que estd no ar, enquanto que o peso do tanque RpxryA

esta anulado pela normal do piso. O sinal negativo em —m g diz

apenas que a resultante é para baixo. Logo apds o tiro a bala vai

se mover em queda livre, enquanto o tanque recua para a R
>

esquerda com velocidade constante. —mg ________fi____L t

Na pratica ndo existe um piso rigido, todo piso admite
um nivel de deformacdo. Assim sendo, observariamos que o tanque afundaria um pouco no piso durante o
tiro. Haveria por alguns instantes uma componente vertical para baixo na velocidade do tanque. A resultante
Rgxr 4 iria anulando essa velocidade, até que o tanque estacionasse em uma certa profundidade. Mesmo
assim o momento linear do sistema ndo se conservaria na direcdo y. Ele s6 se conservaria se ndo houvesse
piso, ou seja, se o tanque estivesse flutuando no espaco. Como ndo pretendemos abordar esse piso ndo-rigido,

preferimos supor o caso mais simples em que o piso é rigido.

b) Discuta o movimento do CM do sistema tanque+bala.
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A equacdo que governa o movimento do CM desse sistema é:
(M +m)dcy = Rexr

Antes do tiro o CM estava em repouso, pois o tanque e a bala estavam em repouso. Ndo ha forcas
externas atuando no sistema ao longo do eixo x, portanto, o CM continua parado na horizontal, antes, durante
e depois do tiro. O CM vai se mover apenas na vertical. De fato, podemos usar o grafico de Rgyxr, mostrado
acima para analisar o movimento do CM ao longo de y. Antes do tiro Rgxr, = 0 e o CM esta em repouso.
Durante o tiro, entre os instantes t; e t¢, ha uma resultante para cima, e o CM é langcado para cima. Logo apds

o tiro a velocidade do CM é dada por:
P(ty) = P(t) = (M +m) Viy (&) — (M +m) Veu (8) = J, . (ti,tF) = m Vg sen(6) 9

Logo, como VCM(ti) = 0, segue que:

Vo (t,) = —— 1V sen(8)
= sen
cm\ly mtM'B y
Apos o tiro vale Rgyr, = —m g e, portanto, o CM passa a cair com aceleragdo:
(M + )-) A~ - m ~
m)dcy = —m Sdey = —
cM gy cM mt M gy

Note entdo que o CM nio cai em queda livre, se fosse o caso valeria dey = .

Enquanto a bala sobe e desce, o CM do sistema tanque+bala sobe e desce, mas, com velocidade inicial

e com aceleracao diferentes da bala. A Figura abaixo ilustra essa idéia.

I« 1 |

O tanque é representado por um retangulo. Ele segue uma trajetéria de recuo horizontal para a
esquerda (linha vermelha). A bala é representada por uma bolinha vermelha. Ela segue a trajetéria parabdlica
até cair no chao (linha azul). O CM estd sempre entre o tanque e a bala e segue uma trajetdria vertical (linha

verde), subindo enquanto a bala sobe e descendo enquanto a bala desce.
c) Calcule a altura maxima atingida pelo CM do sistema tanque+bala.

Vamos calcular essa altura de duas maneiras diferentes. Para simplificar vamos desprezar a altura do

tanque e usar o eixo y ja definido anteriormente.
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1. Como sabemos que o CM atinge a altura maxima y.p yax @0 mesmo tempo em que a bala atinge sua altura

maxima Yp pmax, Segue que, de acordo com a defini¢do de posicdo do CM:

M yr +mygpax :M0+myBMAX
M+m M+m

YecMm Max =

(estamos desprezando a altura do tanque, ou seja, yr = 0).

Na direcdo y a bala é langada para cima com a velocidade:

VB(tf) = Vg sen(6)

E a partir dai ela passa a cair com a aceleragdo da gravidade: ag, = —g. Entdo:
Vi
2
= — sen”(60
VB MAX 29 )

Portanto, nesse instante o CM tem que estar na altura:

m

YecMm max = m

VZ
£ sen2(8)
2g

2. Podemos obter esse mesmo resultado usando as equagdes da cinematica para o MRUV do CM:

O CM é langado com a velocidade vertical dada por:

iR m ~ ~
VCM(tf) = M Vgsen(0) Y =Veyod
e passa a cair com acelerac3o:
- m A
acm = “m M gy

Portanto, ele para de subir no instante t; dado por:

VCM 0

Vem@®) =Veyo—acut =2 0=Veyo—acuty >ty = a
cM

Note que:
_ Vemo _ Vpsen(6)

L=
Acm g

gue é o mesmo instante em que a bala atinge sua altura maxima, conforme o item anterior.

Nesse instante, o CM tera percorrido a distancia:

2
acy ., _ Vémo

Yem(t1) = Yemo + Vemo ta -, U= 2 acar

Portanto:

1m+M m
Yem max = Yem(t1) =

2 m Vz
B 2
2] =— 5 2]
MVB sen( )) m sen“(6)

29 m
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ER 4.3) Um jogador de basquete de massa M, estd parado na extremidade esquerda de um skate longo de
massa Ms e comprimento L, que pode se mover livremente na horizontal. O jogador estd com uma bola de
massa m nas maos e em um dado instante ele langa essa bola que cai em uma cesta fixada na extremidade

direita do skate. A figura que segue ilustra a situagdo.
Dados: M;, Mg, m e L.
Calcule a distancia que o skate se desloca para a esquerda durante o vbo da bola.

Vamos chamar de x o eixo horizontal, conforme a Figura. A medida que a bola viaja no espago, em sua
trajetdria parabdlica, o skate (juntamente com o jogador) viaja para a esquerda. Isso porque o momento linear

na direcdo x, do sistema jogador+skate+bola, se conserva, pois o skate se move livremente nessa direc3do.

- ~

antes depois y N

Portanto, em x vale:

PY =0=pP" = MV, + Mg Vs +m Vg,

A notagdo acima é (A) de antes e (D) de depois. Se integrarmos essa equagdo no tempo, desde t; (antes) até t¢
(depois), obtemos:

0 = M]AX] +MS Axs +mAxB

Sendo Ax a variacdo da posicdo de cada corpo na direcao x. Note, como a posi¢cdo x do CM desse sistema de
trés corpos é dada por:

_M]x]+Msx5+mxB
M;+ Mg +m

Xcm

Vemos que a equac¢do que deduzimos acima esta dizendo simplesmente que:
AxCM - 0

Ou seja, nesse processo de langamento da bola, o CM do sistema (jogador+skate+bola) ndo sai do lugar (em x).

Poderiamos ter deduzido isso desde o principio, pois sabemos que:
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Px(A) =0= (M] +Ms + m)VCMx = Px(D) =>Veux =0

Ou seja, se o CM do sistema estava parado antes do langcamento da bola e o momento linear do
sistema se conserva em X, entdo o CM continuara parado no mesmo lugar, durante todo o vo6o da bola. Essa

mesma conclusdo pode ser tirada da segunda lei:
Rexrx = 0= (M) + Ms +m)acyy = acyx =0
Resumindo, queremos calcular Axs e isso sera feito através da equagdo:
0 = M;Ax; + Mg Axg + m Axp

Conforme vimos, essa equacgdo é conseqliéncia da conservacdo do momento linear em x do sistema

jogador+skate+bola.

Para resolver a ultima equacdo acima usaremos a Figura ao lado, em que cada corpo é representado

por uma particula localizada no seu centro de massa. O CM do skate

me . M
(bola azul) fica no meio do skate. A posicdo em x do CM do sistema é M]:ﬁ( ©
marcada com um X verde (a posi¢cdo desse CM foi arbitrada entre as i u
massas). Note que o CM do sistema fica parado, enquanto a bola M]. );FQS em
(bolinha vermelha) vai de uma ponta a outra do skate. CM

Vemos nessa figura que, antes do lancamento da bola (t =
t;) vale:
L L
XSZX]'FE Xg = xB+_

Logo depois do langamento (t = tf) vale:

L
xS=x]+E szxB_E
Subtraindo o antes do depois obtemos:
A.XS = AXJ Axs = AxB - L

A primeira equacdo diz apenas que, como a pessoa se move juntamente com o skate, ambos terdo o

mesmo deslocamento. Substituindo essas equagdes na equacgao principal obtemos:

0 = M;Ax; + Mg Axs + m Axg = 0 = M;Axg + Mg Axg + m(Axs + L)

Portanto:
m

Axg= — ———— [
s m+ M; + Mg

O sinal negativo indica apenas que o skate se move para a esquerda, ou seja, sua coordenada x diminui com o

lancamento da bola.
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ER 4.4) Um bolinha de massa de modelar de massa m bate e gruda na N
\}io (antes)
superficie de um skate de massa M que estava inicialmente parado em uma
superficie horizontal rigida. O skate pode deslizar livremente nessa I |
- . . , v4 O O
superficie. A bolinha chega ao skate com velocidade dada por (ver figura ao .
(depois)

lado): > .

~ (<] Ve

Vo=aX—by >
O @)

Sendo a e b constantes positivas.
Dados: m, M, a,beg.
a) Calcule a velocidade final do skate.

Trata-se se uma colisdo completamente ineldstica. Ao final, o skate e a bolinha estardo se movendo

juntos, apenas em x (o piso é rigido). A conserva¢gdao do momento linear em x, do sistema bolinha+skate leva a:

PY =ma=pP" =M +m)Vp
Portanto:
- m .

Ve = ax
F m+M

b) Calcule o impulso da forca resultante externa no sistema bolinha+skate durante a colisdo.

Do teorema do impulso-momento linear:

- tf — - -
]EXT(tiJ tf) = f Rgxr dt = P(tf) — P(t;)

t

A variacdo no momento linear do sistema foi:
ﬁ(tf)—ﬁ(ti) =(m+MV,— mVy= mat— m@®—b9) = mb9y
Como ja sabiamos, o momento linear do sistema so varia na dire¢do y. Portanto:
fEXT(tiJ tf) =mbj

Durante a colisdo o sistema recebeu um impulso vertical para cima, caso contrario o skate sairia
afundando indefinidamente no chdo. Esse impulso para cima foi, portanto, produzido pelo chdo, no skate,

guando o skate foi pressionado para baixo pela bolinha.

c) Supondo que a colisdo bolinha/skate teve uma duragdo At, calcule a for¢ca normal média que o chio fez no

skate durante a colisdo.

A for¢ca média é dada por:
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> 1 >
F = — F (t)dt
MED At AL ( )

R
Apenas para o caso em que F é a forca resultante externa podemos apelar para o teorema do impulso-

momento linear e obter:

. 1 . L AP
Rexr MED = E f Rexr (t)dt = AP = Rexr MED = E
At

Portanto, no caso da colisdo bolinha/skate sé interessa a dire¢do y e obtemos:

mb

Rexr MED y = E

Durante a colisdo a forga resultante vertical (y) no sistema vai ser dada por:
Rexry =nMt)—Mg—-mg
Sendo 7n(t) a normal que o piso faz no skate, que é uma fungdo variavel no tempo. Portanto:
Regxrmepy = Mvep — Mg —mg
Note que o valor médio de uma constante (os pesos) é a propria constante.

Igualando as equagdes para Rgxr mgp y Obtemos finalmente:

—mb+M +
NMED = At gTmg

Note que durante a colisdo a normal supera a soma dos pesos, para produzir no sistema bolinha+skate
uma resultante e um impulso para cima. Durante a colisdo a bolinha empurra o skate para baixo, o skate

empurra o chdo para baixo e o chdo empurra o skate para cima com n(t).
d) Discuta o movimento do CM do sistema bolinha + skate.

Antes da colisdo o CM desse sistema estava se movendo com a velocidade:

=(A) mVO+M6 m ~ ~
V., = = —b
M m+M m+M(ax 2

O CM estava se movendo na mesma dire¢do da bolinha de massa, mas com velocidade menor. O CM estava

caindo obliqguamente para a direita.

Ap0s a colisdo a velocidade do CM passa a ser:
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O CM passa a se mover na horizontal apenas, com a mesma velocidade horizontal que havia antes da
colisdo. Isso porque:

Rexr» =0=(m+ M)acy, = acux =0

O CM do sistema s6 acelera na direcdo vertical, por causa da a¢do do chdo sobre o skate. Na horizontal

o movimento do CM é insensivel a colisdo.

ER 4.5) Uma bala de revélver de massa m ricocheteia em um bloco de massa
M que estd atado a extremidade livre de uma mola, conforme a figura ao y
lado. O mdédulo da velocidade da bala antes da colisdo é A e apds a colisdo é

B. A mola é ideal de constante elastica k e esta inicialmente relaxada. O

bloco desliza sem atrito na superficie horizontal rigida (eixo x).

Dados: m, M, A, B, a, Bek.

a) Calcule a compressdao maxima da mola.

Em resumo a bala vai bater no bloco e transferir momento linear para ele. Em seguida o bloco vai

comprimindo a mola até parar, que é quando ocorre a compressao maxima da mola.

Vamos comecar analisando a colisdo bala/bloco. Na direcdo horizontal (x) o momento linear do
sistema bala+bloco é conservado, pois o bloco se move sem atrito e a mola esta relaxada no pequeno lapso de

tempo da colisdo. Portanto, usando o referencial na figura:
Px(A) = Px(D) =>mAsen(a) =MV —mB sen(f)
(A) significa antes da colisdo: bloco parado e bala chegando (seta vermelha).
(D) significa depois da colisdo: bloco indo com velocidade V em x e bala voltando (seta verde).

Portanto:

m
V= M(A sen(a) + B sen(ﬁ))

Agora, apds a colisdo, podemos apelar para a conservacdao da energia mecanica do sistema
bloco+mola, enquanto a mola comprime. Na compressdo maxima o bloco estara parado e a mola comprimida

de 6. Portanto:

& k
E@® = E® :>M7+0=0+§52

(A) significa antes de comprimir a mola, bloco com velocidade V.
(D) significa depois de comprimir ao maximo a mola, bloco parado momentaneamente.

Concluindo:
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M Mm
5= \/; V= \/; M(A sen(a) + B sen(p))

b) Discuta o que ocorre na colisdo na dire¢do vertical.

Na direcdo y o momento linear do sistema bala+bloco ndo se conserva, por causa da presenca do piso
rigido, que aplica uma for¢ga normal no bloco. De fato, somente a bala se move em y e a variagao de seu
momento linear é:

AP, = —Bcos(f) — (—Acos(a)) = Acos(a) — B cos(B)

Essa variacdo de momento linear estd associada a um impulso de forca resultante externa, uma forca

externa vertical atuando no sistema bala+bloco. Essa forca resultante é, como no exercicio anterior:

Rpxry =nt)—Mg—mg

Durante a colisdo a forca normal no bloco supera a soma dos pesos e produz uma resultante e um

impulso para cima no sistema bala+bloco.

ER 4.6) Uma haste rigida de comprimento L e massa M esta apoiada verticalmente em um piso rigido
horizontal sem atrito. A partir de um certo instante a haste passa a cair sozinha. Faca um desenho da posicao

da haste caida no piso, em relacdo a posicdo inicial da haste. Justifique.

Na Figura ao lado mostramos as posi¢ées da haste em alguns
instantes durante a queda, desde a posicdo inicial vertical (haste preta)
até a posicao final horizontal (haste azul). O que é caracteristico dessa

figura é o fato do centro da haste (marcado com uma bolinha) cair ao

longo de uma mesma linha vertical. A explicacdo para isso esta no Y
movimento do CM da haste durante a queda.
De fato, o CM da haste se move de acordo com a equacgao:
Mécy = Rpxr =M G+ ij + E©
Acm EXT gTn ‘A
> y
Incluimos nessa equacdo uma for¢a de atrito (cinético), para Y
discutir seu papel. As forcas estdao mostradas na Figura ao lado. Mg
. . PO v
Decompondo a equacdo de acordo com o referencial da A
figura obtemos:
- _ c
Macy,= —Mg+n e Macy ;= F©

Consideraremos que inicialmente o CM estava em repouso.
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A equacdo em y diz como o CM vai cair na vertical. Note que, para
que isso aconteca, a normal deve ter magnitude menor que o peso durante
a queda. Isso produzira uma resultante de forcas para baixo e uma
aceleracdao do CM para baixo. A equacdo em x diz que o CM vai ser
acelerado para a direita pela for¢a de atrito, ou seja, na presenca do atrito o \
centro da haste avancaria para a direita. Na figura ao lado ilustramos essa
situagdo, em que a extremidade da haste em contato com o piso desliza

para a esquerda sob influéncia do atrito cinético.

Caso ndo houvesse deslizamento da extremidade da haste em
contato com o piso, o atrito seria estatico e as posicdes da haste seriam
como as mostradas na Figura ao lado, em que o avanc¢o do CM ao longo de
x € L/2. Estamos considerando aqui o caso em que ndo ha atrito, o que nos

leva a concluir que o CM vai continuar em repouso na direcdo x, ou seja, a

haste terd que cair como mostramos na nossa primeira Figura.

ER 4.7) Uma placa originalmente quadrada de lado L e massa M recebe um furo
circular de raio R, conforme a figura ao lado. Calcule a posicdo do CM da placa

furada.

Dados: L, M, R e d (distancia do centro da placa ao centro do furo).

Primeiramente adotamos um referencial, ja que posicdo é um conceito

relativo. Os eixos x e y estdo mostrados na Figura que segue, a origem esta no centro da placa. Podemos ver

pela simetria da placa furada que o CM dessa placa estd sobre o eixo x, ou seja:

PF
yC(M ) =0 Ya

Portanto, resta calcular o valor de xéi,IF) (PF = placa furada).

Vamos usar a ideia de que a placa original (PO) é igual a soma da placa

o

furada (PF) com um disco (D) de raio R e massa m. Esse disco foi removido, para | X
dar origem ao furo. Dada a simetria da placa quadrada, sabemos que o CM da I
placa original esta na origem, ou seja: E
G0 =0
O CM do disco esta em xéﬁ,,) = d. Portanto, o problema se reduz ao de um haltere formado por duas

, D PF . . -
particulas, uma de massa m em xéM) e outra de massa M-m em xéM ) A figura que segue ilustra essa ideia.

Note que xéi,IF) < 0 (a metade da esquerda da placa furada tem mais massa que a metade da direita).
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i
Portanto:
(D) (PF)
(o) _ MXey + M —m)xcy —0 (PO)
M m+M—m 3”
—————— —>
Logo, o CM da placa furada esta em: er) | X
Xem™ (D)
(PO) ) T
PP _ Mxgy "+ (=m)xcy :
M M + (-m) :

Esse resultado permite uma interpretagdo interessante: a placa furada pode ser pensada como a soma da
placa original (de massa M) com um disco de massa negativa (—m). Um disco de massa negativa (—m) com
centro em x=d superposto a placa original é equivalente a um buraco circular de massa nula com centro em

x=d (a massa negativa do disco cancela com a massa positiva da placa original nessa regido).

Finalmente:

M M + (—m) M-m

d

Se p é a densidade de massa do material que compde a placa, entdo, sabemos que:

M=pl?> e m=pmnR?
Concluindo:

(PF) - _ TL'RZ

You' =T _qpe?

Note que se d = 0, ou seja, se o furo for feito no centro da placa original, entdo xg:f) = 0, jd que a simetria

~ ~ PF .
ndo é alterada pela presenca do furo. Analogamente, se . — oo, entdo novamente xéM) = 0 pois o furo se

tornara insignificante (se mantivermos R finito).
4.6 Exercicios propostos

EP 4.1) Estime o momento linear de um automavel viajando a 100 km/h.

EP 4.2) Uma bola de sinuca de massa 200 g que estava inicialmente em repouso recebe uma tacada. O taco
imprime na bola uma forca horizontal de mddulo constante F = 3 N por um intervalo de tempo de 1 s.

Desprezando o atrito bola/piso, calcule o médulo da velocidade da bola logo apds a tacada.

EP 4.3) Uma explosdo faz com que um corpo isolado de massa M, que estava inicialmente em repouso, se

quebre em trés pedacos que sdo lancados ao espaco. O pedaco 1, de massa M, , é lancado com velocidade

171 = A X — BY. 0 pedaco 2, de massa M, , é langado com velocidade I72 = —(C X + Dy. a) Calcule a velocidade

(vetor) do pedaco 3. b) Calcule a velocidade do CM dos trés pedagos apds a quebra.
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EP 4.4) Uma particula de massa M; que estava viajando com velocidade de médulo V, (no sentido positivo de
x) colide com outra particula de massa M, que estava viajando no sentido oposto também com velocidade de
modulo Vy. Supondo que a colisdo seja unidimensional e elastica, calcule as velocidades finais das duas

particulas logo ap0ds a colisdo.

EP 4.5) Uma bola de massa m bate em uma parede e sofre um impulso dado porfp = AX — BY.Avelocidade

N
com que a bola chega na parede é V, = a X + b y. Calcule a velocidade da bola logo apds a colisdo.

EP 4.6) Uma particula que estava viajando com velocidade de médulo V, (no sentido positivo de x) colide com
outra particula de mesma massa que estava viajando no sentido oposto também com velocidade de mdédulo
Vo. Suponha que a colisdo seja unidimensional e ineldstica. A razdo entre a energia cinética final e a energia
cinética inicial é r, com r < 1. a) Calcule as velocidades finais das duas particulas logo apds a colisdo. b) Calcule

a velocidade do CM das duas particulas antes e depois da colisdo.

EP 4.7) Dois asterdides, de massas M; e M,, estdo isolados no espaco vazio, um orbitando o outro, sob efeito
da gravidade mutua. Em um dado instante o asterdide 1 esta na posicdo 7; = A £ — Bj e o asterdide 2 esta na
posi¢do 7, = C X + D §, posicdes medidas em relacdo a um referencial fixo no espaco. Em um instante
posterior o asterdide 1 passa para a posicdo 7'y = E £ + F§. Calcule #', , supondo que o CM do sistema de

dois asterdides esteja estatico.

EP 4.8) Uma particula de massa M que estava inicialmente em repouso é submetida, a partir de t=0, a uma

forca externa resultante cujas componentes x e y variam no tempo de acordo com os graficos abaixo.

Rx A Ry A
Fo Fo
0 T t 0 t
'FO

Fo e T sdo constantes positivas. Calcule o vetor velocidade da particula no instante T.

EP 4.9) Uma bolinha de massa de modelar, de massa M, cai verticalmente de um prédio de altura H, partindo
do repouso. A bolinha bate no chdo e para. a) Calcule o mdédulo da forca média vertical que o chdo faz na
bolinha durante o impacto. Suponha que o tempo de duragdo do impacto seja T. b) Esboce um grafico da forga
média versus o tempo de impacto T. ldentifique nesse grafico as regiGes correspondentes a chdos duros

(concreto) e chdos moles (areia).

EP 4.10) Uma bola de sinuca 1 (de massa M) colide com outra bola 2 (de massa M) que estava inicialmente em

repouso, encostada na lateral da mesa. A bola 1 chega com velocidade V, X, bate na bola 2 e sai com
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velocidade —A4;X — A, . A bola 2 sai com velocidade —BX + B, J. Suponha que a colisdo 1+2+mesa dure um
tempo T. a) Calcule a forca média que a lateral da mesa fez na bola 2. b) Calcule a forca média que a bola 2 fez

na bola 1. c) Calcule velocidade do CM do sistema de duas bolas antes e depois da colisdo.

EP 4.11) Uma pessoa de massa M estava em repouso em pé sobre um skate de massa m. O skate esta apoiado

em uma superficie horizontal rigida. Em um dado instante a pessoa salta do skate com velocidade I7P =AX+
By (x é uma direcdo horizontal e y a diregdo vertical). a) Calcule a velocidade de recuo do skate, logo apds a
pessoa saltar (suponha que o skate ndo pule do chdo). b) Calcule a velocidade do CM do sistema pessoa+skate

antes e depois do salto.

EP 4.12) Uma projétil de massa M é langado para cima na vertical (eixo y) com velocidade de mddulo Vo. Ele se
move em queda livre. a) Calcule o impulso do peso do projétil durante o tempo de subida. b) Calcule o impulso
do peso do projétil durante o tempo de descida. c) use o teorema do impulso momento linear para calcular o

vetor velocidade do projétil quando ele estiver na iminéncia de tocar o piso.

EP 4.13) Uma pessoa de massa 70 kg pula de um muro de 3 metros de altura. Ao tocar o solo verticalmente a
pessoa amortece a queda dobrando os joelhos por um tempo de 3 s. Calcule a forca média (normal) que o solo

fez na pessoa.

EP 4.14) Considere uma placa quadrada de lado L e espessura h que tem uma densidade de massa (por

volume) ndo uniforme dada por:
p(x,y) = kx"y™

com k > 0, n,m = 0 constantes. Considere que os eixos x e y sdo paralelos aos lados da placa com origem em
um vértice (x,y € [0, L]) a) Calcule a massa da placa. b) Calcule a posi¢do do CM da placa. c) Verifique o caso

n=m=0.
4.7 Respostas dos exercicios propostos

EP 4.1) 30.000 kg m/s
EP 4.2) 15 m/s

MC-M1A | MiB-M,D
2 S e 2

EP 4.3) a) b) 0
M-M,—M, M-M;—M,

EPAA)V; =2V e V; =22V coma = My/M,
epas)(a+2) 2+ (b-2)9
EP4.6)a)V, =TV, e V,=vrV, b)0 e O

EP4.7) (C + (My/My)(A—E)) £ + (D — (My/My)(B+F)) ¥
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EP 4.8) % %

EP4.9)a) M g + M—VigH b)

[

I »
chao chio T
duro mole

EP4.10)a) —{—(By + A; + Vo) £ + (B — 42) 9} b) ={—(A; + Vo) £ =4, 9} ©) (Vo/2)% e
B+ A) 2+ By~ 49)9)

EP4.11)a) —(M/m)AX b)0 e M/(M+m)B?

EP4.12)a) ~MV, 9 b) —MV, 9 ) MV — MV, 9 =—-2MV, §

EP 4.13) 864,9N

Lnm+2 +1 +1
EP 4.14) a) kh m b) Xcm = %L y Yem = %L c) k hL? eXcmy = Yecm = L/Z
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5

Rotac¢ao de corpos rigidos

5.1 Introducgao

Até agora reunimos varias ferramentas para estudar o movimento de um corpo pontual. Esse corpo
pontual pode ser pensado como uma simples aproximacao em que desprezamos completamente o tamanho
do corpo real cujo movimento estamos estudando, ou, tendo em vista o conceito de centro de massa, pode
ser pensado como uma particula virtual localizada no centro de massa desse corpo real. Preferimos a segunda
interpretacdo, pois ela ndo pressupde nenhuma aproximacgao, trata-se da andlise exata do movimento de um

ponto especial, o CM, de um corpo qualquer.

Nesse capitulo estudaremos o movimento de outros pontos, além do CM, desse corpo real, que possui
um tamanho e uma forma definidos. Isso porque estaremos interessados em estudar como a orientagdo
espacial desse corpo muda no tempo, enquanto ele se move. Mudanca de orientagdo no espago é o que
chamamos de rotag¢do. Ficaremos restritos ao estudo do movimento de corpos rigidos: corpos que ndo mudam
de forma e nem de tamanho enquanto se movem no espac¢o (ndo admitem deformacgdes). Trata-se de uma
idealizacdo, pois todos os corpos reais admitem deformacbes. Mas, a aproximacdo de corpo rigido é bastante
razoavel para a andlise do movimento de muitos corpos e as vantagens computacionais que ganhamos com

essa hipétese justificam perfeitamente sua adocgao.

O teorema de Chasles (Michel Chasles) nos permite dizer que: o movimento (M) mais geral de um
corpo rigido é a composicdo de uma transla¢do (T) e de uma rotagdo em torno de um eixo que passa pelo

centro de massa (Rgy). Simbolicamente: M =T + Rey.

O planeta Terra, por exemplo, é basicamente uma esfera rigida viajando no vacuo (a Terra ndo é de
fato esférica e nem rigida, o achatamento nos pélos e as marés estdo ai para confirmar isso, mas trata-se de

uma aproximacao razoavel, dependendo do contexto). Ao mesmo tempo em que a Terra da uma volta em sua
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Orbita eliptica em torno do Sol (movimento de translagdo T), a Terra gira em torno de um eixo que passa por
seus pélos geograficos norte e sul (movimento de rotacdo Rey). E a esse tipo de composicdo/combinagdo de

movimentos que o teorema de Chasles se refere.

Antes de comecgarmos a estudar o movimento de rota¢do, vamos definir o movimento de translagao,
gue é exatamente um movimento que se caracteriza pela auséncia de rotagao. Veremos que ja temos todas as
ferramentas para estudar a translagdo dos corpos. De fato, apesar de quase nao termos mencionado a palavra
“translagao” nos capitulos anteriores, tudo que fizemos até agora pode ser encarado como o estudo da

translacdo dos corpos rigidos.
5.2 Movimento de translacao

O movimento de translacdo de um corpo é aquele em que todos os pontos do corpo compartilham o
mesmo movimento. Todos os pontos sofrem os mesmos deslocamentos, possuem a mesma velocidade e a

mesma aceleracao. De forma mais rigorosa, a translagdo pode ser definida por:

Suponha um corpo de massa M composto de N particulas. Se esse corpo estd em translacdo, entao,

para a particula i, em qualquer instante t, vale:
I7i(t) = l7(t) qualguer que seja i e qualquer que seja t.
V(t) é a velocidade comum de todas as particulas. Todas as particulas se movem juntas.

N3o ha necessariamente nenhuma particula no centro de massa do corpo, mas podemos mostrar que

-

V é a velocidade do centro de massa desse corpo. De fato (omitindo a dependéncia em t):

N N N
CREDRASS DRSS DRE
i=1 i=1

i=1
Portanto, podemos definir novamente translagdo como o movimento em que vale (para todo instante t):

EI
§I<1

I_/)l- = VCM gualquer que seja i

Concluindo, estudar o movimento de translacdo de um corpo é estudar o movimento do CM desse
corpo. Todas as outras particulas do corpo fazem o que o CM faz. Portanto, podemos dizer que ja temos as
ferramentas para estudar o movimento de translacdo, sdo as ferramentas que se aplicam ao estudo do

movimento do CM, basicamente:
Rpgxr =M C_iCM
Essa equacdo fornece o movimento do CM do corpo de massa M e, portanto, de todos os pontos do

corpo. Logo, faz sentido se dizer, para um corpo em translacdo, que V,,, é a velocidade do corpo e que d¢y, € a

aceleracdo do corpo, que é o que fizemos, explicitamente ou implicitamente, até agora.
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A Figura 5.1 abaixo ilustra um possivel movimento de translacdo de uma raquete de ténis. Sao
mostradas as trajetdrias de trés pontos: o CM da raquete, marcado com uma bolinha vermelha — trajetdria
vermelha; um ponto na extremidade do cabo da raquete - curva verde - e um ponto na lateral direita da
raquete — curva azul. As trés trajetdrias sao iguais, apenas deslocadas no espaco, pois na translacdao todos os
pontos se movem da mesma forma: mesmos deslocamentos, mesmas velocidades e mesmas aceleragées. Fica
evidente nessa figura a principal caracteristica do movimento de translagdo, o corpo mantém a mesma
orientacdo no espaco, ou seja, o corpo nao sofre nenhuma rotagdo. A translacdo é o movimento com auséncia

de rotacao.

Figura 5.1: Um movimento de translagdo de uma raquete de ténis, no plano da pagina. Todos os pontos

da raquete executam o mesmo movimento: eles possuem trajetodrias iguais.
De fato, se ndo vale o vinculo:
= = . .
V; = Vey qualquer que sejali,

caracteristico da translagdo, entdo um corpo rigido sofrerd uma rotacdo. A Figura 5.2 ilustra essa idéia com
uma raquete de ténis. Na primeira figura repete-se a idéia da transla¢do, a extremidade do cabo da raquete se
move da mesma quantidade que o CM. Na segunda figura a extremidade do cabo se move mais rapidamente

que o CM, dai a raquete gira no espaco.

Figura 5.2: Comparagao entre um
movimento de translacdo e um
movimento que contém uma

rotagdo, que ocorre quando as

particulas do corpo ndo possuem

velocidades iguais.
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Como seria entdo o movimento do planeta Terra se ele descrevesse no espago apenas o movimento
de translacdo em torno do Sol? Seria como mostrado na Figura 5.3 abaixo. A Terra manteria sua orientacdo no
espaco e as coisas seriam muito diferentes de como sao de fato. Por exemplo, durante metade do ano seria
dia continuamente em um lado da Terra, voltado para o Sol, e em seguida haveria metade do ano de noite
continua. Na verdade, os dias e noites se sucedem a cada 24 horas. Isso porque, além desse movimento de
translacdo em torno do Sol, a Terra muda continuamente sua orientagdo no espacgo, pois ela possui um
movimento de rotagdo em torno de um eixo que passa pelos seus poélos geograficos norte e sul. Essa rotagado

estd ilustrada na Figura 5.4.

Figura 5.3: llustragdo das posi¢Oes da Terra em sua Orbita em torno do Sol em quatro instantes diferentes, supondo que
esse movimento é somente uma translagdo. A orientacdo da Terra ndo muda (a Africa estd sempre de frente para a

pagina). A escala foi ajustada arbitrariamente.

Figura 5.4: llustragdo do movimento de
rotacdo da Terra em torno do eixo (em
vermelho) que passa por seus polos. Essa
rotagdo, que demora cerca de 24 horas para
completar uma revolugdo, da origem a
sucessdo de dias e noites. A seta curva
(laranja) é um recurso grafico usado apenas
para dar uma idéia de rotagdo, ela ndo

representa de fato nenhuma grandeza fisica.

Estudar o movimento de translacdo da Terra em torno do Sol é estudar o movimento de uma particula
localizada no centro da Terra, com a massa da Terra e submetida a forca que o Sol faz na Terra (que é a forga

externa principal que atua na Terra).

O que vamos fazer no inicio desse capitulo é deixar de lado o movimento de translagdo e estudar o

movimento de rotagdo apenas. Depois, poderemos superpor movimentos de translacdo e rotagdo, para
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discutir movimentos mais complexos. Por enquanto vamos assumir entdo a rotacdao de um corpo rigido
qualquer em torno de um eixo fixo qualquer no espago, um eixo que ndo passa necessariamente pelo CM

desse corpo.
5.3 Movimento de rotagao de um corpo rigido em torno de um eixo fixo

Considere o corpo rigido ilustrado na Figura 5.5. A seta curva é um recurso grafico usado apenas para

dar uma idéia de rotacdo, ela ndo representa de fato nenhuma grandeza fisica.

Se esse corpo esta em movimento de rotagdao em torno do eixo em vermelho, entdo qualquer ponto
do corpo possui uma drbita circular em um plano ortogonal a esse eixo e com centro sobre esse eixo (com
excecdo apenas dos pontos que estdo sobre o préprio eixo, se houver. No caso da Figura 5.5 ndo ha). Na Figura
5.5 sdo ilustradas duas érbitas em verde e azul de dois pontos quaisquer do corpo. As érbitas sdo circulos em
planos paralelos entre si, ortogonais ao eixo de rotagdo e com centros sobre esse mesmo eixo. Enquanto o
corpo gira, o eixo permanece fixo no mesmo lugar e na mesma direcdo. Essa definicdo do movimento de
rotacdo ja define o que chamamos de eixo de rotacdo: o lugar dos centros das érbitas circulares de todos os
pontos do corpo. Em um movimento mais geral esse eixo de rota¢ao pode mudar ao longo do tempo, girando

e se deslocando no espaco.

Toch T

Figura 5.5: Um corpo rigido (uma bola) girando em torno de um eixo fixo (eixo vermelho). As érbitas circulares (verde e
azul) de dois pontos quaisquer do corpo. A figura do meio ilustra melhor o movimento, pois mostra o corpo em varios

instantes, mas a primeira figura, com a seta curva, simplifica a idéia.

No caso do planeta Terra, por exemplo, o eixo de rotagao basicamente translada no espago, em volta
do Sol. Inicialmente vamos admitir, para simplificar, que o eixo de rotacdo esta fixo no espaco, ele ndo sai do
lugar e nem muda sua orientacdo. Esse é o caso, por exemplo, do eixo de rotacdo da hélice de um ventilador

de teto, que seria um eixo vertical passando pelo centro da hélice.

Para estudar o movimento de rotacdo comecaremos pela cinemdtica, que caracteriza esse movimento,

e depois nos dedicaremos a dindmica, que trata das causas da rotacao.
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5.3.1 Cinemadtica da rotagdo de um corpo rigido girando em torno de um eixo fixo

Mover-se é mudar de posicdo. No caso da rotacdo, € mudar de orientagdao no espa¢o. Como podemos
fazer para representar a posicao de um corpo rigido que gira em torno de um eixo fixo? Por exemplo, para
uma particula que se move ao logo de uma reta (movimento unidimensional), basta uma coordenada x para
representar a posicdo dessa particula no espaco. Se especifico o eixo x, fixo a origem e digo que a particula
esta em x=3 m, todos saberdo localizar a particula no espaco. Queremos definir algo andlogo para a rotacdo.
Queremos uma grandeza que seja capaz de diferenciar a posicdo A da posicdo B da raquete mostrada na
Figura 5.6. Para simplificar, desenhamos nessa figura a raquete no plano da pagina e o eixo de rotagdo

ortogonal a esse plano (passando pelo ponto vermelho).

Figura 5.6: Uma raquete no plano da
pagina girando no sentido anti-horario
em torno de um eixo ortogonal ao
plano da pagina (furando a pagina no

ponto vermelho). PosicGes A e B da

raguete em instantes diferentes.

Nao é dificil notar que apenas um angulo, um angulo de rotacdo, digamos 0, é suficiente para
especificar completamente a posi¢do de um corpo rigido que gira em torno de um eixo fixo. Para definir esse
angulo 6, imagine uma reta fixa no espago, em um plano ortogonal ao eixo de rotagdo (o plano do papel no
caso) e uma outra reta nesse mesmo plano, mas fixa no corpo que gira. As duas retas passando pelo eixo de
rotacdo. Enquanto o corpo gira, uma reta gira e a outra fica parada. Chamando de 6 o angulo entre essas duas
retas, definido, por convencdo, como sendo positivo no sentido anti-horario, 8 é a grandeza que especifica

completamente a posi¢do do corpo que gira. A Figura 5.7 ilustra a idéia para a raquete de ténis da Figura 5.6.

Figura 5.7: Procedimento para definir a varidvel

ooy Feta fixa no corpo 0 que especifica a posicdo de um corpo que
gira em torno de um eixo fixo (ortogonal ao
plano da pagina, passando pelo ponto
vermelho). A reta verde esta fixa no espaco e a
reta vermelha gira com o corpo. 6 é o angulo
reta fixa no espaco entre essas duas retas (positivo no sentido anti-

hordério, por convengao).

Na Figura 5.8 mostramos como a variavel 8 especifica a posi¢cdo da raquete em alguns instantes do seu
movimento, tomando como referéncia as retas verde (fixa) e vermelha (girando com o corpo). A posi¢ao da

raguete no instante t = 0 vale 6,.
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t=t, Figura 5.8: Rotacdo de uma
raquete em torno de um eixo

ortogonal a pagina. No instante

t=t, t = 0 a raquete estd na posicdo
0 = 180° ﬁ:m 6 = 8, e a medida que o tempo
H t=0 passa o valor de 6 \vai

6 = 90° = .
aumentando. Sdao mostrados 4
eixo 0= 0, instantes  escolhidos  por

conveniéncia. A reta verde fica

fixa no espago enquanto a reta

reta fixa no espacgo o
pag vermelha fica fixa no corpo e

gira junto com ele.

A variavel 6 desempenha o mesmo papel que uma varidvel x no caso de uma particula que se move em
linha reta, ao longo do eixo x. Dado x, sabemos o ponto que a particula ocupa no espaco e, analogamente,

dado 6, sabemos a orientagdo do corpo no espago.

Concluindo: a equacgdo horaria 6(t) especifica a posicdo de um corpo que gira em torno de um eixo
fixo em funcdo do tempo t. Para definir o angulo 8 escolhemos duas retas arbitrdrias, conforme ja discutimos
anteriormente, e 6 é o angulo entre essas duas retas. Geralmente expressamos o angulo 6 em radianos

(preferencialmente) ou em graus.

Um corpo que gira pode girar rapidamente ou lentamente e a grandeza que mede essa rapidez é a
velocidade angular w, definida através da Figura 5.9. Consideramos o corpo (uma vassoura) em dois instantes
diferentes, separados por um incremento At. Nesse intervalo de tempo a posicdo do corpo muda de Af. A
taxa de variacdo da posi¢do, ou simplesmente velocidade angular é definida por:

b d
w(t) = MSOAL . dt Q)

Ja haviamos definido essa velocidade quando estudamos o movimento circular de uma particula. A
unidade natural de w é o radiano por segundo, abreviado por rad/s. Mas, podemos imaginar outras unidades,
como graus/segundo ou rotag¢des por minuto (rpm). Uma velocidade w = 2m rad/s, por exemplo, significa a
mesma coisa que w = 360 graus/segundo (ja que 2 radianos = 360 graus) ou ainda w = 60 rpm (ja que 21
radianos por segundo correspondem a 1 rota¢do por segundo ou 60 rotacGes a cada 60 segundos, 60 rotacées

por minuto = 60 rpm).
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A6

Figura 5.9: Rotagdo de uma vassoura em torno de

6(t + At
( ) um eixo fixo ortogonal ao plano da pagina e que

6(t) passa pelo centro do cabo da vassoura. Se

considerarmos um intervalo de tempo At, a posi¢do
da vassoura varia de Af . Eixo verde parado e eixo

vermelho girando junto com a vassoura.

A velocidade de rotagdo da Terra, por exemplo, é de uma rotagao completa por dia, ou seja, wy = 21
rad/dia ou wy = 2w rad/24 h = w/12 rad/h = 15°/hora. A cada hora, a Terra gira 15° em torno de si mesma,
mais especificamente, em torno de um eixo que passa por seus polos geograficos. Por causa dessa rotacido

vemos o Sol nascer (no leste) e se por (no oeste) ao longo do dia. Vemos o Sol girar em torno da Terra.

A velocidade angular de um corpo pode aumentar, diminuir ou se manter constante. A grandeza que

meda a taxa de variacdo da velocidade angular é a aceleracao angular o definida por:

d
a(t) = o w(t)

No caso da Terra, por exemplo, sabemos que sua velocidade angular diminui lentamente com o passar
do tempo, ou seja, o0 movimento de rotacdo da Terra é um movimento acelerado (ou, mais especificamente,
retardado). A unidade natural de a é o (rad/s)/s, ou seja, rad/s’. Uma aceleragdo angular constante a = 2
rad/s?, por exemplo, significa que a velocidade angular w(t) esta variando de 2 rad/s a cada segundo. Se em
t=0 a velocidade era w(t = 0) = wy, em t=1 s a velocidade serd w(t = 1) = wy + 2 e assim por diante. Os
sinais + permitem descrever um movimento em que w aumenta (acelera¢do paralela) ou diminui (aceleragdo

antiparalela) com o tempo.

A cinemdtica de rotagdo de um corpo rigido girando em torno de um eixo fixo consiste entdo nas trés
fungdes horarias: posigdo 6(t), velocidade angular w(t) e aceleragdo angular a(t), que desempenham papéis

similares as fungdes x(t), V(t) e a(t) para uma particula se deslocando ao longo de um eixo x.

Assim como o eixo x do movimento de uma particula é arbitrdrio, o eixo de rotagao de um corpo rigido
também é. Assim sendo, dizer que um corpo estad girando com w = 10 rad/s ndo especifica totalmente sua
rotacao, pois ndo informa em torno de qual eixo ele gira. Ndo informa também seu sentido de rotacao (horario
ou anti-horério, por exemplo). Grandezas que carregam informacdo sobre direcdo e sentido sdo grandezas
vetoriais. Dai vem a idéia de definir o vetor velocidade angular, para especificar melhor o movimento de

rotacao.

O vetor velocidade angular @ de um corpo é definido através das trés propriedades:
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1. Médulo: |w] = w = |% 9(t)| ; a unidade natural é o rad/s.

2. Diregdo: é a diregdo do eixo de rotagdo:,x , y, z ou qualquer nome de eixo. Um vetor unitario (X, ¥,...)
vai especificar essa direcdo, como usualmente.

3. Sentido: é dado pela regra da mao direita: com o polegar da mao direita alinhado na direcdo do eixo
de rotagao e fazendo um movimento de giro com os outros dedos dessa mdo, no mesmo sentido do

giro do corpo, o sentido do polegar é o sentido de @.

A Figura 5.10 ilustra essa idéia. Considere que a bola branca com uma pinta preta esteja girando com
w = 10 rad/s. A idéia na figura é que se o corpo mostrado estiver girando com w = 10 rad/s em torno do eixo
x com o sentido indicado pela seta curva em torno desse eixo, entdo seu vetor velocidade angular sera dado
por @ = —10% . O sinal negativo indica apenas que o vetor @ estd oposto ao eixo que chamamos,
arbitrariamente, de x, pois o polegar da mao direita estd oposto ao eixo x, de acordo com a regra da mao
direita.

Figura 5.10: Um corpo girando em torno de
um dos trés eixos possiveis, x, y € z com 0s
sentidos indicados pelas setas curvas. O
sentido de w, se paralelo ou antiparalelo ao

eixo, é definido pela regra da mao direita.

/

w=—-10%

No caso da vassoura mostrada na Figura 5.9, que reproduzimos novamente na Figura 5.11 que segue,

um giro no sentido anti-horario levard a um vetor @ apontando para fora da pagina, enquanto que um giro no
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sentido horario levard a um vetor @ apontando para dentro da pagina. Se chamarmos de z um eixo ortogonal

a pagina apontando para fora da pagina, podemos dizer que:
,_d 0(0) 2
W= — Z
dt

De tal forma que, se 8(t) estiver aumentando no tempo (sentido anti-horario), derivada positiva,

~ ad z . 7 . . . . . . Y
ent3o w estard paralelo ao eixo z e no caso contrario, se 8(t) estiver diminuindo no tempo (sentido horério),
derivada negativa, entdo @ estara anti-paralelo ao eixo z. Note, ndo existe uma velocidade @ positiva ou
negativa a priori. O sinal de @ s6 esta definido apds a escolha de um referencial, ou seja, apds a escolha do

sentido do eixo de rotacao.

Giro no sentido anti-horario: Giro no sentido hordrio: polegar
— —
polegar para fora, vetor @ para para dentro, vetor @ para

fora, representado por dentro, representado por

® B

Figura 5.11: Rotagdo de uma vassoura em torno de um eixo z ortogonal e saindo do plano da pagina (furando a pagina na
bolinha azul), passando pelo centro do cabo da vassoura: sentido horério: @ estd para dentro da pagina; sentido anti-

horério: w esta para fora da pagina.

No caso do planeta Terra, por exemplo, se chamarmos de x um eixo que vai do sul para o norte através
dos dois pdlos geograficos, entdo wr = 2m X rad/dia, conforme a
Figura 5.12. A Terra mergulha no sentido do leste, por isso o Sol nasce

no leste.

Enfatizamos entdo que, como sempre, ndo existe uma
velocidade @ positiva ou negativa, tudo depende do referencial. Um
dado sentido, definido pela regra da mao direita, pode ser positivo ou

negativo, dependendo da orientacdo do eixo de rotacdo, que é

arbitraria.
Figura 5.12: eixo e sentido de

rotacdo da Terra.

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 5



289

Estando a velocidade angular @ ao longo de x, por exemplo, entdo o vetor aceleracdo angular @
também estard ao longo de x, pois a velocidade angular sé pode variar ao longo desse eixo, que esta fixo (por
hipotese). Em geral, a direcdo de @ é a mesma direcdo de @, dado que o eixo de rotac3o estd fixo. Quanto ao
sinal da aceleracdo @, segue a mesma idéia da aceleracdo linear d: se @ estiver aumentando no tempo
(movimento acelerado), ent3o @ é paralelo a @ e tem, portanto, o0 mesmo sinal de @. Caso contrario, se @
estiver diminuindo no tempo (movimento retardado), entdo a é anti-paralelo a @ e tem, portanto, o sinal
oposto ao de @. No caso da Terra mostrada na Figura 5.12, por exemplo, W esta paralelo ao eixo x, enquanto
que d estd antiparalelo a esse eixo, pois a taxa de rota¢do da Terra estd diminuindo lentamente no tempo.
Essa aceleragdo angular da Terra é consequéncia das deformagbes (marés) que a Lua produz na Terra (um
efeito dissipativo) e, para nossa sorte, é muito pequena. Daqui a alguns milhdes de anos o dia ndo durara mais
24 h, ele vai durar um tempo maior. Enfim, se chamdssemos de A o valor em mddulo (positivo e muito

pequeno) dessa aceleragdo, entdo, com o referencial mostrado na Figura 5.12 valeria:

,_do() |
a=——X
dt
Se dw(t)/ dt tem o mesmo sinal de w(t), implica que @ é paralelo a @, caso contrario, se dw(t)/ dt tem o

sinal contrario ao de w(t), implica que @ é antiparalelo a .

Com isso concluimos a discussdo sobre as grandezas que constituem a cinematica de rotagdo em torno

de um eixo fixo: 8(t), w(t) e a(t).

Como exemplo de movimento de rotacdo acelerado, imagine a hélice de um ventilador de teto, que
estd inicialmente girando em um dado sentido (ver Figura 5.13), com velocidade angular constante wy = 210
rad/s (aproximadamente 2.000 rpm). Vamos supor que esse sentido de giro corresponda a soprar o ar para
baixo (ventilagdo). No instante t=0 uma pessoa vira a chave do ventilador, mudando-a para o modo exaustao,

que corresponde a soprar o ar para cima.

Figura 5.13: Rotagdo de uma hélice de ventilador de
teto. Chamamos de x o eixo de rotagdo da hélice,
vertical apontando para baixo. Note que, de acordo
com a regra da mado direita, a rotacdo em vermelho
corresponde a uma velocidade @ ao longo de —x,
enquanto que a rotagdo em preto corresponde a

uma velocidade @ ao longo de +x.
X
Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 5



290

Ao virar a chave, a hélice adquire uma aceleragio angular constante, digamos, @ = 10 rad/s’. Essa
aceleracdo devera fazer a hélice inicialmente frear, até parar, e depois acelerar girando no sentido contrario

ao sentido inicial. Tendo isso em vista, vamos descrever o movimento subseqiiente da hélice, apds t=0.

Primeiramente vamos deduzir como se comportam as fung¢des hordrias 6(t) e w(t) para o caso em

que a(t) = a, uma constante. Sabemos que:

a(t) =a = %w(t) >w()=wytat

A velocidade angular varia linearmente no tempo (note a similaridade com V(t) = Vy+at).
Portanto:

d a
w(t) = wo+at= 0()=>0(t)=0+wyt+ ¢’

A posicdo angular do corpo varia quadraticamente no tempo (note a similaridade com x(t) = x, +
Vot -+ t2),
De acordo com a Figura 5.13, vamos admitir que a ventilacdo corresponda a rotacdo com sentido em
preto. Entdo, com o eixo x especificado:
Wy =210%rad/s e @ = —10% rad/s’.

Portanto:

w(t) = (210 —-10¢t) X rad/s

Vemos que apds 1 segundo da chave acionada, a velocidade da hélice passara para 200 rad/s, e assim
por diante. A hélice estd freando. No instante t=21 s a hélice vai parar momentaneamente e a partir dai sua

velocidade se tornard negativa. Por exemplo, em t=22 s, a velocidade sera:
w(t =22)=—-10%rad/s

Isso significa que o sentido da rotac¢do reverteu, ou seja, a hélice passou a girar no sentido marcado em
vermelho na Figura 5.13. Esse sentido corresponderia a exaustdo. Apds t=21 s a hélice passara a acelerar sua

rotacdo nesse sentido.
Quanto a posicdo angular da hélice, ela satisfaz:
10 ,
0(t) =6, + 210 t——t rad

0, é a posigdo inicial da hélice, que ndo podemos saber qual é, a ndo ser que os eixos fixo no espago e fixo no
corpo sejam especificados. Ndo vamos fazer isso agora. Fato é que, apds 2 segundos da chave virada, a hélice

vai ter girado de um angulo:

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 5



291

Af = 0(t = 2) — 6, = 210(2) — = 4 = 400 rad

Como uma rotagdo completa da hélice corresponde a A8 = 2w = 6,28 rad, entdo, apds 2 segundos da

chave virada, a hélice vai ter dado

A6 400 _ 400 _ 64
28

n:2n 2T

IR

(*)}

voltas completas em torno de seu eixo de rotagdo (x).

Enguanto um corpo gira, cada ponto desse corpo descreve uma o6rbita circular (com excec¢do dos pontos
sobre o eixo de rotacdo, se houver). J4 estudamos o movimento circular e podemos concluir que para um

ponto P do corpo, que estd a uma distancia r do eixo (r é o raio de giracdo do ponto P), vale:

1. Sua 6rbita é um circulo de raio r, com centro sobre o eixo de rotacdo. Dizemos que r é o raio de
giragdo do ponto P.

2. Suavelocidade (linear) é tangente a esse circulo e de magnitude V(t) = w(t) r.

3. Sua aceleragdo centripeta é Ao (£) = W?2(t) T = V2(t)/ .

4. Sua aceleragdo tangencial é:
d
Qtan = av(t) = Ew(t) r=a()r

A Figura 5.14 ilustra essas grandezas para um ponto P de um paralelepipedo que gira em torno do eixo x.

w Figura 5.14: Rotacdo de um paralelepipedo em torno de um
\“x eixo x. Um ponto P qualquer desse corpo descreve uma orbita
/ 7 . . ~
S circular de raio r , que é o raio de giracdo do ponto P (a
distancia de P ao eixo x). A velocidade angular do corpo é um
> — P
Gcent r > vetor ao longo de x. As grandezas velocidade (linear),
7 — | aceleracdo centripeta e aceleragdo tangencial do ponto P tém
3 as diregdes usuais do movimento circular.

Atan

Note que todos os pontos do corpo possuem a mesma velocidade angular em torno do eixo de
rotacdo, ou seja, w é de fato uma propriedade do corpo em rotacdo. Eles possuem também a mesma
aceleracdo angular @ e @ é também uma propriedade do corpo que gira. Se assim n3o fosse, se, por exemplo,
um ponto P, do corpo girasse com velocidade angular diferente de outro ponto P,, entdo o corpo sofreria uma
deformagdo (uma torcdo), o que contradiria a hipdtese de rigidez que estamos assumindo aqui (para
simplificar). J4 quanto as grandezas lineares, elas sdo propriedade de cada ponto P e ndo uma propriedade do

corpo que gira. Cada ponto possui um raio de giracdo, uma velocidade (linear), uma aceleracdo centripeta e
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uma aceleracdo tangencial. Quem define os valores particulares dessas grandezas (além de @ e @) é o raio de

giracdo do ponto (a distancia do ponto ao eixo de rotacgdo).

Tomemos como primeiro exemplo o planeta Terra. Todas as pessoas que estdao agora sobre a
superficie da Terra possuem uma Orbita circular em torno do eixo de rotacdo da Terra. Todas as pessoas
demoram 24 horas para dar uma volta completa em torno desse eixo e, portanto, possuem wr = 2 w/24
rad/h. Ndo importa se essa pessoa estad no Equador ou na Noruega, todos dizem que o dia dura 24 h. A pessoa
no Equador possui um raio de giracao que é essencialmente o raio da Terra, cerca de 6.400 km. Essa pessoa

entdo percorre sua Orbita circular com velocidade linear:
Veo = wr Ry = 1”—2 X 6.400 = 1.680 km/h

Em uma hora, essa pessoa percorre um arco de circulo de cerca de mil e setecentos quildmetros de
comprimento. A pessoa na Noruega, por sua vez, esta proxima ao pélo norte e, portanto, préxima ao eixo de
rotagdo da Terra. Seu raio de giragdo é muito menor que Ry e sua velocidade linear é muito menor que a

velocidade linear de uma pessoa no Equador.

Considere um exemplo de acoplamento entre duas polias através de uma correia em V, como

mostrado na Figura 5.15.

Figura 5.15: Duas polias de raios diferentes

acopladas por uma correia em V.

A polia 1 (maior) possui velocidade angular w; ao longo de seu eixo e a polia 2 possui velocidade

e d . . . . . ’ . .
angular w, ao longo de seu eixo (os dois eixos paralelos entre si). Uma correia flexivel abraca as periferias das
duas polias, acoplando seus movimentos de rotacdo. O ponto P; é um ponto na periferia da polia 1, que tem
raio ry. O ponto P, é um ponto na periferia da polia 2, que tem raio r,. Note que, por estarem nas periferias das
polias, estes pontos estdo também em contato com a correia. Se a correia ndo desliza nas polias, isso cria um
vinculo entre seus movimentos, pois se o ponto P; avanca de um comprimento (de arco) L, é porque a correia
avancou também esse comprimento e, portanto, o ponto P, terda que avangar também de um arco de

comprimento L. Concluindo, as velocidades (lineares) de P, e P, devem ser iguais:

T
V(Pl) = V(Pz) = (4)1‘)"1 = a)zrz = (‘)Z — r_lwl
2
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Conclusdo, a polia menor vai girar mais rapidamente que a polia maior, mas ambas terdo a mesma
velocidade (linear) periférica. Esse é o vinculo criado por uma polia ndo deslizante. Um vinculo andlogo é

criado por engrenagens (mas as velocidades angulares sdo opostas nesse caso).

Como ultimo exemplo, podemos mencionar o processo de centrifugacdo, como o que faz a maquina
de lavar roupas. Suponha que uma calga jeans esteja girando com velocidade angular de médulo w dentro do
tambor de uma maquina de lavar roupas. Uma gota de dgua de massa m aderida ao tecido da cal¢a possui
essa mesma velocidade angular. Seja r o raio de giragao dessa gota (a distancia da gota ao eixo de rota¢do do
tambor): ela percorre um circulo de raio r em torno do eixo de rotacdo do tambor. A aceleragao centripeta
dessa gota é dada por:

— 2
Aeent = W T

Vemos que quanto mais rapidamente o tambor gira, maior deve ser a aceleragdo centripeta da gota de
agua, se ela “pretende” permanecer em sua Orbita circular. Mas, ja sabemos que quem produz aceleragao é

forca. De fato, da segunda lei de Newton:
Reent = M Qeepe =M w?r

Portanto, quanto maior a velocidade w do tambor, maior deve ser a forga resultante (R .,;) sobre a
gota de dgua, para que ela continue em sua drbita circular, aderida a calga. Qual a origem dessa forca? A forca
principal que atua na gota de dgua é uma forga de adesdo entre a agua e o tecido da calca (e também entre
diferentes moléculas de dgua), uma forca de origem elétrica (podemos desprezar o peso da gota). O aumento
da velocidade w de centrifugacdo vai exigindo maior aceleracdo centripeta e maior forca de adesdo
agua/tecido/4gua. Mas, essa forca possui um limite. Existe uma velocidade limite, acima da qual o valor da
forca de adesao exigido se torna impossivel de ser realizado e a gota de agua se destaca do tecido molhado e
sai de sua drbita circular. A gota sai pela tangente ao circulo e é expulsa do tecido. Nesse processo, em que a
velocidade w é crescente, as gotas de agua no tecido vao sendo ejetadas continuamente, até que sé reste ao
final um pouco de 4gua, a 4gua mais aderida ao tecido, que somente velocidades impraticaveis seriam capazes

de arrancar. Apds essa centrifugacao, é melhor colocar a calca para secar no varal.

A centrifugacdo também é usada em laboratdrios (de quimica) para acelerar o processo de
sedimentacdo em uma solu¢do. Com isso, as particulas sdlidas do soluto sdo separadas do solvente. O
principio basico de funcionamento esta contido na expressdo de R, acima. Enquanto a ampola contendo a
solucdo é girada com alta velocidade angular w, as particulas do soluto sdo forcadas a descrever orbitas
circulares de raio r. Para isso é necessario haver em cada particula uma forca resultante centripeta com
magnitude suficiente, ou seja: m w? r. Essa forca serd produzida pela acdo da prépria solucdo ou pelas
paredes da ampola (for¢a de contato). Particulas de massa maior precisam de mais forga e sdo as primeiras a

buscar essa forca e encontra-la apenas quando finalmente tocam o fundo da ampola girante. Elas vao

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 5



294

sedimentando no fundo da ampola, onde finalmente encontram uma R_.,; suficiente para que descrevam

suas Orbitas circulares dentro da ampola.
5.3.2 Energia cinética de rotacao e momento de inércia

A energia cinética de uma particula é a capacidade que a particula tem de realizar trabalho (aplicar
forca e deslocar) devido ao simples fato de estar se movendo. Um corpo girando é um aglomerado de
particulas em movimento (em drbitas circulares) e possui, ele mesmo, uma energia cinética. A energia cinética
de rotacdo de um corpo é a capacidade que ele tem de realizar trabalho pelo simples fato de estar girando.
Essa energia cinética de rotagdo é simplesmente a soma das energias cinéticas de todas as particulas que

compdem o corpo que gira.

Antes de calcular a energia cinética de rotacdo vamos considerar um caso mais simples, o da energia
cinética de um corpo em movimento de translacdo. Considere um corpo formado por N particulas de tal forma

que:
I7i = VCM para todo i=1...N.

gue é a condicdo que define o movimento de translacdo desse sistema de N particulas. A energia cinética

desse corpo é:

N SV o VA VAN %

— _ i _ CM _ 'CM _ CM

Kerans = ) Ki= ) miop = ) my =5t = 28D m; = m =2
i=1 i=1

i=1 i=1
Vemos que a energia cinética de um corpo em translacdo é igual a energia cinética de uma particula
localizada no centro de massa do corpo, concentrando toda a massa desse corpo. Esse resultado corrobora a
idéia, que ja vimos, de que estudar o movimento de translacdo de um corpo de massa M é equivalente a

estudar o movimento de uma particula (virtual) de massa M localizada no CM desse corpo.

Para o caso de um corpo rigido girando em torno de um eixo fixo obtemos:

o= =Y m = S O S
rot — ' L2

N
i=1 =1

A grandeza definida pelo somatério é uma caracteristica do sistema que gira (corpo+eixo) e recebe o

nome de momento de inércia, representado pelo simbolo I. Portanto:

Kror =1 o’
rot — 2

Note a similaridade entre as expressdes de K,,; € Kirqns- No lugar de V¢, @ € no lugar de M, 1. Dessa

similaridade podemos entender o nome “momento de inércia”: o termo “momento” se refere ao fato de que I
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é o segundo momento da distribuicdo de massa. De fato, o momento de ordem zero, Z{leiﬂo =M, éa
massa e o primeiro momento, Zﬁilmiﬁl = M 7, , é aposicdo do centro de massa multiplicado pela massa.
O termo “inércia” se refere ao fato de que I desempenha na energia cinética de rotacdo o mesmo papel que
M (a massa, que é uma medida da inércia) desempenha na energia cinética de translacdo. I é a inércia de

rotacdo. Veremos uma confirmacao dessa idéia quando estudarmos a dindmica de rotacao.

Por enquanto devemos entender que:

N
I= Z mr?
i=1

4

diferentemente da massa, ndo é uma propriedade de um corpo. I depende dos raios de giracdo das particulas
e esses raios dependem também do eixo de rotagdo e ndo apenas do corpo. A unidade de momento de inércia
é o produto quilograma vezes metro ao quadrado (kg m?). Por exemplo, uma bola se sinuca tem um momento
de inércia I = 0,000043 kg m” ou, equivalentemente, I = 430 g cm” (para giros em torno de um eixo que

passa pelo CM da bola).

Considere um exemplo simples, de um haltere formado por duas particulas de massa m unidas por

uma haste leve de comprimento L, conforme a Figura 5.16 abaixo.

X AY
Figura 5.16: Um haltere formado por duas
particulas de massa m unidas por uma haste leve
m C) Om de comprimento L (linha vermelha). x e y sdo dois
eixos possiveis para a rotacdo do haltere.

Qual o momento de inércia I desse haltere? Ndo ha resposta para essa pergunta, pois o momento de
inércia de um corpo depende do eixo de rotacdo em torno do qual ele estd, por hipdtese, girando. Nao
especificamos ainda o eixo de rotacdo desse haltere e ha infinitos eixos possiveis. Ha, portanto, infinitos

valores possiveis para o momento de inércia I.

Considere entdo que esse altere esteja girando em torno do eixo x (azul). Segue que:

Ix=Zmiri2 =m0%2+ml?=mlL?

N
=1

Considere agora que esse mesmo altere esteja girando em torno do eixo central y (verde). Entdo:

b=m(Z) +m () =m 2
y=M\z) TMmZ) T3
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Vemos que se o haltere girar em torno do eixo y seu momento de inércia sera metade do momento de
inércia para giros em torno do eixo x. Se esse haltere estiver girando com velocidade angular w, entdo, sua

energia cinética sera:

2

o 1
Se estiver girando em torno de x: KT(;? =1, % = EmL2 w?

2

. . 1
Se estiver girando em torno de y: Kr(gt) =1, % = ZmL2 w?
Conclusdo: K é metade de K*). Note gue no caso de giro em torno de x sé ha uma particula se

rot rot*

movendo, com velocidade V = w L. No caso do giro em torno de y, as duas particulas se movem, mas com
velocidades menores, V = w L/2 . Dai vem a queda no valor da energia cinética do haltere. O momento de
inércia reflete essa mudanga na distribuicdo de massa, em relagdo ao eixo. Nao faz sentido, portanto, em se
falar no “momento de inércia do haltere”. Somente o momento de inércia do haltere em relacdo a um eixo

especifico de rotacdo estd bem definido.

Na tabela 5.1 da proxima pagina especificamos o momento de inércia de alguns corpos de formas
simples, como hastes e esferas. Os eixos de rotacdo estdo representados por linhas vermelhas. Nao é nosso
interesse aqui calcular o momento de inércia desse ou daquele corpo. Ndao ha também necessidade do
estudante memorizar os varios momentos de inércia apresentados na tabela. A ideia é que o estudante saiba
usar o conceito de momento de inércia na solugdo de problemas de mecanica, acessando a tabela quando
necessario. Nosso foco aqui é entender o papel que o momento de inércia desempenha no movimento de

rotacgao.

Podemos usar os dados da tabela 5.1 para calcular o momento de inércia de corpos mais complicados.
Considere o exemplo da roda de bicicleta mostrada na Figura 5.17, girando em torno de seu eixo natural,
ortogonal a pagina e passando pelo centro da roda. Obviamente ndo vamos calcular o valor exato do
momento de inércia dessa roda, isso seria impraticavel. Se quiséssemos mesmo obter esse momento de
inércia, seria mais facil medi-lo diretamente, através, por exemplo, do periodo de oscilacdo de um péndulo
fisico construido com essa roda. O que vamos calcular aqui € o momento de inércia de um modelo simplificado
para essa roda, composto de um aro fino (casca cilindrica) de raio R e massa M e 3 raios, que sdo
hastes finas/delgadas de massa m e comprimento L=R, conforme a figura ao lado. Note que sio

hastes finas com eixo de rota¢do passando por uma extremidade.

Portanto:

— 2 _ 2 2
Iroda_ 2 miry = Z m;r; + 3 z m;r;

i Eroda i €aro i €E raio
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Particula de massa M

AN B 4

I =M R?

Haste fina de massa M e
comprimento L

AN 4

Haste fina de massa M e
comprimento L

AN B 4

LZ
[ =M —
12

Casca cilindrica de massa M,
raio R e comprimento L

Iy

I =M R?

* independe de L

Cilindro 6co de massa M, raios r,
R e comprimento L

M
I:?(RZ-FT'Z)

* independe de L

Cilindro macico de massa M,
raio R e comprimento L

=M —
2

* independe de L

Cilindro macigo de massa M,
raio R e comprimento L

b

R? L?

I=M—+M —
4+ 12

Esfera macica de massa M e raio
R

I1=2mR?
5

* bola de sinuca

Casca esférica de massa M e
raioR

I—ZMR2
3

* bola de pingue-pongue

Anel fino (aro) de massa M e
raio R

Placa retangular fina de lados a,
b e massa M

M
_ 2 4 12
I—lz(a + b?)

Cone macico de altura L, raio R
e massa M

F—3MR2
10

* independe de L

Tabela 5.1: Momentos de inércia de alguns corpos simples, girando em torno dos eixos representados

por linhas vermelhas. Todos os corpos possuem distribuicdes de massa uniformes.
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f

Tampa do fundo
Figura 5.17: Uma roda de bicicleta e o tanque de uma mdquina de lavar roupa.

Usando a tabela 5.1 obtemos:

RZ
Ioga = MR*+ 3 (m ?>=(M+m)R2

Um segundo exemplo: um tanque de uma maquina de lavar roupa (ver Figura 5.17), que é
essencialmente uma casca cilindrica lateral de massa M, raio R e altura h e uma tampa no fundo, que é um
disco fino de massa m e raio R (trata-se basicamente de um balde cilindrico). Esse tanque gira em torno de um
eixo vertical coaxial ao cilindro (seta verde na figura). Note que o disco é um cilindro macico de comprimento

L=0. Segue que:

— 2 _ 2 2
Itanque_ 2 mir; = z m;r; + Z m;r;

i € tanque i € casca i € disco
Usando a tabela 5.1:
2 R? m 2
lanque = MR? + m — = (M+?) R

Vemos que a tabela 5.1 nos permite determinar, sem muito trabalho, o momento de inércia de varios
corpos mais elaborados. Se quisermos estender mais a aplicacdo dessa tabela, podemos utilizar o teorema dos
eixos paralelos, que apenas enunciaremos aqui, sem demonstracdo. A idéia do teorema é simples. Considere
que vocé conheca o momento de inércia de um corpo de massa M que gira em torno de um eixo especifico
que passa pelo CM desse corpo. Chamaremos esse momento de inércia de I;),. Mas, o corpo ndo estd de fato
girando em torno desse eixo, ele esta girando em torno de um eixo E que é paralelo ao eixo que passa pelo
CM, para o qual vocé conhece o momento de inércia I-y. Seja D a distancia entre esses dois eixos. Entdo, o

momento de inércia para esse corpo girando em torno do eixo E é:
IE = ICM + M D2

A Figura 5.18 que segue ilustra a situagdo em que o teorema se aplica (eixo E em verde).
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A A Figura 5.18: Um corpo rigido qualquer de massa M
esta girando em torno do eixo verde. Conhecemos o
> momento de inércia Iy desse corpo para giros em
torno do eixo azul, que é um eixo que passa pelo CM
O CM do corpo e paralelo ao eixo verde. Entdo, o teorema
' dos eixos paralelos permite calcular o momento de
N inércia para giros em torno do eixo verde. Basta

\)v acrescentar o termo M D? a lc.

Note que M D? é exatamente o momento de inércia de uma particula virtual localizada no CM do

corpo, concentrando toda a massa do corpo, e girando em torno do eixo E.
Por exemplo, se o corpo na Figura 5.18 é uma bola de sinuca de raio R e massa M (uma esfera macica),
entdo seu momento de inércia para rotacées em torno do eixo verde é:

2
Iy = oy + MD*= 2 MR*+ M D?

Como segundo exemplo, considere a Figura 5.19.

Figura 5.19: Uma pessoa faz exercicios para o
brago girando um haltere em torno de um eixo E
que passa pelo cotovelo (eixo verde). O eixo azul

passa pelo CM do haltere. Os dois eixos sdo

paralelos entre si.

Ao fazer exercicios para o braco, uma pessoa gira um haltere de massa M em torno de um eixo fixo E
gue passa pelo cotovelo desse braco (eixo verde na figura). Se D é o comprimento do antebrago dessa pessoa,
entao:

Iy = Igyy + M D?

Iy € 0 momento de inércia desse haltere para giros em torno do eixo azul mostrado na figura.

Para calcular I, podemos considerar um modelo de haltere: cada um dos dois discos (pesos) laterais
é um cilindro macigco de massa My e raio R. A barra que conecta os dois discos é um cilindro macico de massa

m e raio r. Entao:

Iem = Ivarra + 2 lgisco
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Usando a tabela 5.1 obtemos:
1 2 1 2
ICM: Emr + 2 (EMdR )
Portanto, usando que a massa (total) do haltere é M = m + 2 M, obtemos:
1
Iy = Emr2+MdR2 + (m + 2 M) D?

5.3.3 Dinamica da rotacdao de um corpo rigido em torno de um eixo fixo

Nesta se¢do deduziremos a lei da dinamica de rotacdo, andloga a lei da dindmica de uma particula (ou,

equivalentemente, da dindmica de translagdo), que é a segunda lei de Newton:
Rpxr =M C_iCM
Pretendemos obter uma equacdo do tipo:

?7=7a

com a aceleracdo angular @ no lugar da aceleragdo (linear) dcy .- As interrogagdes indicam as grandezas que
ndo sabemos ainda quais serdo. De fato, a expressdo da energia cinética de rota¢do ja nos sugeriu que quem
ocupa o lugar da massa é o momento de inércia. Dai, podemos supor que obteremos uma equacao do tipo:
?=1a
A idéia dessa equacdo é que, se vocé quiser, por exemplo, tirar um corpo de momento de inércia I do
repouso e coloca-lo para girar (como quando vocé abre uma porta), vai ter que aplicar nele a grandeza
incognita "?". Ao aplicar "?" no corpo ele vai sair do repouso, vai adquirir uma aceleracdo angular @, que n3o

dependerd somente de "?" mas também do momento de inércia do corpo. Quanto maior o momento de

inércia, menor a aceleragdo obtida (mesmo papel da massa na translagdo).
A pergunta que fica é: quem desempenha o papel da for¢a na dindmica de rotagdo? Seria a propria
forga? Valeria aigualdade "?" = F, ou seja:
= -
F=1a
(obviamente as dimensGes das grandezas acima ndo casam, mas ndo gqueremos hos preocupar com isso

agora). Se vocé ja tentou remover um parafuso usando uma chave de boca vai perceber logo que esse ndo é o

caso. Considere a Figura 5.20, que mostra uma chave de boca tentando girar a porca de um parafuso.

Note que a porca do parafuso é um corpo rigido que, para ser desparafusada, deve girar em torno de

um eixo coaxial ao parafuso (seta preta na figura, eixo z).
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F3
=
Fy Figura 5.20: Uma chave de boca tenta
girar a porca de um parafuso em torno
do eixo (z) representado pela seta
preta. Quatro forgas sdo representadas
ﬁ4 pelas setas coloridas.

A experiéncia mostra que forgas como as representadas pelas setas vermelha (ﬁ3) e laranja (ﬁ4) sdo
inateis. Por maiores que sejam essas forcas, uma paralela ao braco da chave e outra incidente
proxima/alinhada ao parafuso, elas nunca vdo conseguir imprimir uma aceleracdo @ nessa porca. A
experiéncia mostra também que forcas como as representadas pelas setas verde (ﬁl) e azul (ﬁz) sdo capazes

de girar a porca do parafuso, mas a verde é mais efetiva que a azul (produz uma @ maior, ou exige menor

forca). Esse exemplo simples mostra que @ n3o tem como causa a forca e, por isso, a equacdo F = [ @ esta
descartada. Obviamente, ndo dd para remover a porca sem aplicar for¢a na chave, mas ndo é somente forga. A
grandeza incégnita "? " envolve forca e também posicdo de aplicacdo da forga (que é o que mais diferencia as

forcas representadas pelas setas amarela, azul e verde na Figura acima).

Essa grandeza incégnita, que é a causa de @, é o torque. A toda forca podemos associar um torque,

que ndo depende somente da forga, mas também do eixo de rotacdo (uma propriedade também do momento
de inércia). Representaremos entdo o torque ao longo do eixo z da forga F por 7z, (note, 73, ndo € o torque
da componente z de ﬁ, Tz, € a componente z do torque de ﬁ). Essa grandeza deve ser tal que, se calculada
para as forgas representadas pelas setas vermelha e laranja na Figura 5.20 (ﬁ3 e ﬁ4) deve dar zero (porque

@ = 0 nesses casos). Se calculada para a forca representada pela seta verde, deve dar um valor maior do que
para a forca representada pela seta azul. Vale a pena registrar que o torque de uma forca é uma grandeza
vetorial e, portanto, possui sempre trés componentes, digamos X, y e z. Mas, no contexto que estamos
discutindo aqui, de um eixo fixo, que chamaremos preferencialmente de z, s6 nos interessa a componente z

desse vetor torque. Por isso, nos limitaremos ao célculo dessa componente 7, do torque ?ﬁ.

A propriedade mais marcante do torque de uma forga, responsavel, talvez, pela maior complexidade

da dindmica de rotagdo quando comparada a dindmica de translagdo/particula, pode ser enunciada assim:

Para uma forca F paralela ao eixo z (I3 =Fz),1:,=0.
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Em outras palavras: uma forca ao longo do eixo z ndo produz torque ao longo desse eixo.
Analogamente:

O torque de uma forca é ortogonal a prépria forga.

Trata-se de uma diferenca marcante do torque quando comparado a forga, pois, forcas ao longo de z

= s = = =
produzem aceleragdo exatamente ao longo de z: a aceleragdo a é paralela a sua causa F (F = M a). Em
contraste, forcas ao longo de z produzem torques, e aceleragGes angulares, no plano xy (que é o plano

ortogonal ao eixo z).

Essa pode parecer uma propriedade estranha do torque, mas, se pensarmos bem, no dia-a-dia ja nos
habituamos a essa idéia. Considere a tarefa de abrir ou fechar uma porta. Uma porta é basicamente uma placa
retangular que pode girar livremente em torno de um eixo vertical (z) que passa pelas dobradicas. Abrir ou
fechar a porta é, portanto, fazer com que ela adquira uma acelera¢do @ ao longo desse eixo (@ = « Z) . Para
isso, devemos aplicar na porta um torque ao longo de z, um torque vertical. Considere entdo as forgas

mostradas na Figura 5.21.

Figura 5.21: Uma porta sendo acionada por quatro forgas,
tentando fazé-la girar em torno do eixo z, um eixo vertical

gue passa pelas dobradicas. Na visdo de cima o eixo z esta

saindo da pagina e a forga 131 estd entrando na pagina,

empurrando a porta para baixo.

A forca ﬁl é inutil para girar a porta. Essa seria a for¢a que uma pessoa pendurada na porta faria. Por

mais pesada que seja essa pessoa, ela ndo vai fazer a porta girar em torno do eixo z, porque ﬁ'l estd ao longo
do eixo z e ndo produz torque ao longo desse eixo. Note que esse é o caso do préprio peso da porta, que é
uma forga vertical na porta. O peso de uma porta ndo é capaz de abrir ou fechar uma porta, a ndo ser que o
eixo de rotacdo dessa porta ndo esteja na vertical. Portas mal instaladas podem sofrer desse defeito: abrem e

fecham sozinhas, sob acdo de seu préprio peso. Para girar uma porta devemos aplicar forcas horizontais.
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Forcas horizontais produzem torques verticais, porque o torque de uma forca é ortogonal a prépria forga. Esse

- - - -
é o caso, por exemplo, de F,, F5 ou F,. Mas, a for¢a F,, apesar de ser horizontal, ndo é capaz de girar a porta.
Ela estd paralela a largura da porta. Para entender esse fato, sé falta definir o torque ao longo do eixo z de

uma forc¢a qualquer.

Para comecgar temos essa simplificagdo no formalismo: para calcular o torque ao longo do eixo z de
uma forga, sé precisamos considerar as componentes dessa forca no plano ortogonal ao eixo z, o plano xy
(porque a componente z da forca esta descartada, pela propriedade que mencionamos acima). Considere
entdo a forca mostrada na Figura 5.22, uma forca no plano da pagina (plano xy) e o eixo z ortogonal a esse

plano (saindo da pagina).

F

Figura 5.22: Uma forca F no plano da pagina e um
eixo z saindo ortogonalmente da pagina. Podemos

imaginar uma particula (bolinha cinza) sofrendo essa
forca. Na segunda figura, a linha de ac¢do de Féa
linha verde tracejada. 7 é a posicdo de aplicacdo da
forga (em relagdo ao eixo z) e 6 é o angulo entre Fe
7. b é o braco de alavanca de Fe F; é a componente
tangencial da forca. Todos os vetores e todas as

linhas estdo no plano da pagina (plano xy).

e
linha de acdo de F

Com base nessa figura, a magnitude do torque de F ao longo do eixo z é dada por trés expressdes
equivalentes:

|TﬁZ| =Fb ou |TI;Z| =Frsen(8) ou |Tﬁz| =rF,

Primeiramente definimos a linha de agdo de ﬁ', que é simplesmente uma reta paralela e ao longo da
forga F (linha verde tracejada). A distancia do eixo de rotacdo z a linha de acdo é b, o braco de alavanca da

forga F. Note qgue a reta que define b corta a linha de acdo ortogonalmente. Vemos na figura que b =
r sen(@). Dai vem a segunda expressdo do modulo do torque, sendo r o raio do ponto de aplicagdo da forga
(o raio de giracdo da particula que esta sofrendo 13). A forca ﬁ, por sua vez, pode ser decomposta em uma
componente radial e uma componente tangencial (ortogonal ao raio). A componente tangencial é

representada pela seta laranja e é dada por F; = F sen(68). Dai vem a terceira expressdo do torque.

A unidade de torque é dada pelo produto newton vezes metro (N m). Uma forca de médulo F =10 N

com brago de alavanca b =2 m, por exemplo, vai produzir um torque de magnitude t=20N m.

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 5



304

Agora entendemos que, para que uma forca F produza torque ao longo de um eixo z, ela deve
primeiramente ndo ser uma for¢a ao longo de z, ou seja, ela deve estar contida no plano xy (mesmo que ela
tenha uma componente z, esta € indtil para o calculo de 7;,). Além disso, ela deve ter brago de alavanca, ou,

equivalentemente, componente tangencial. Caso contrario, o torque é nulo.

Podemos voltar agora na Figura 5.20, que repetimos abaixo na Figura 5.23, para entender por que
algumas forgas sdo capazes de retirar a porca do parafuso e outras ndo. Note que as forgas ﬁ3 e ﬁ'4 nunca vao
conseguir retirar a porca, pois suas linhas de acdo passam pelo eixo z de rotacdo da porca. Essas forgas,
portanto, ndo possuem braco de alavanca (ndo possuem componente tangencial também, pois uma coisa esta
ligada a outra). Ja as forgas ﬁl e ﬁz sdo capazes de girar a porca do parafuso, pois possuem torque ao longo do

seu eixo. A forga F; é mais efetiva, pois possui um brago de alavanca b; maior.

Figura 5.23: Quatro forgcas tentam
retirar a porca de um parafuso através
de uma chave de boca. Somente ﬁl e ﬁz
tém chance, porque produzem torque

ao longo do eixo z.

Agora podemos entender também por que a forga ﬁz na Figura 5.21 ndo é capaz de abrir ou fechar a
porta, apesar dela ser uma for¢a horizontal. Ela ndo possui braco de alavanca em relagdo ao eixo de rotacdo da

porta. Dai ndo produz torque ao longo desse eixo.

O torque de uma forgca é um vetor e como tal possui mddulo, direcdo e sentido. Ja definimos a
magnitude do torque ao longo do eixo z de uma for¢a qualquer, falta ainda definir o sentido desse torque (o
sinal), se ele esta paralelo ou antiparalelo a esse eixo z. Para isso aplicamos a regra da mao direita: o sentido
do torque de uma forca é o mesmo sentido do polegar da mao direita alinhado com o eixo z, quando os outros

dedos dessa mao fazem um movimento de giro no sentido da forga. A Figura 5.24 ilustra essa idéia.

Vale ressaltar que ndo existe um torque positivo ou negativo a priori. O sinal do torque sé esta
definido quando fixamos um referencial arbitrario (eixo z de rotacdo) e comparamos o sentido da seta do

torque (sentido do polegar direito), definido pela regra da mao direita, com o sentido do eixo z.
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Figura 5.24: Regra da mdo direita para definir o sentido do torque T, de uma forca F. 0 eixo z esta para fora da pagina.
No primeiro caso os dedos da mao direita giram no sentido anti-horario e o polegar sobre o eixo z aponta para fora da
pagina. O torque de F esta, portanto, paralelo ao eixo z (torque positivo nesse referencial). No segundo caso os dedos da
mao direita giram no sentido horario e o polegar sobre o eixo z aponta para dentro da pagina. O torque de F est3,
portanto, antiparalelo ao eixo z (torque negativo nesse referencial). As setas dos torques (bolinhas com ponto e cruz)

foram deslocadas de cima do eixo z apenas para tornar a figura mais clara.

Todas as propriedades do torque de uma forga que enunciamos aqui podem ser resumidas na relagao

vetorial:

- —_— =
Tp=7XF

sendo X o simbolo para a operacdo de produto vetorial entre dois vetores (7 e F nesse caso). Se vocé ja
conhece essa operacédo, la da algebra vetorial, vai reconhecer logo a validade (ou pelo menos a razoabilidade)
dessa igualdade. Caso contrario, fica aqui o registro, de que o torque de uma forga F é fruto de um produto
vetorial. Ndo usaremos essa expressao nas aplicacdes da teoria que faremos aqui, afinal, estamos interessados

apenas na componente z do vetor toque. Mas, para realizar demonstracbes de teoremas e identidades
-

envolvendo a grandeza torque, a expressdo Tz = 7 X F é mais adequada, pois torna essas demonstragdes

mais diretas e compactas.

S
Voltando a Figura 5.22, consideremos que uma particula de massa m esteja sofrendo a forca F e que
essa particula esteja girando em uma drbita circular de raio r em torno do eixo z (ou seja, consideremos que

essa particula faca parte de um corpo rigido que gira em torno do eixo z). Vale ent3o:

Tz, = TF;

Havendo varias outras forcas atuando na particula, podemos somar os torques de todas as forcas para

obter o torque resultante na particula (ao longo de z):
zrﬁz =T, =T R;
F

sendo 7y, O torque resultante na particula (ao longo de z) e R; a forga resultante tangencial na particula.

Usando a segunda lei de Newton para uma particula (I_?) =mad = R, = m a;) obtemos:
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Tp, =TR,=r(ma)=r(mra)=mr?a=Ia
Concluindo:

TR, =1a

Essa lei deve ser comparada a segunda lei de Newton para uma particula: R = m d. Vemos, portanto,
que assim como a forca é a causa da aceleracdo d, o torque é o responsdvel pela aceleracdo a. Além disso, o
gue desempenha o papel da massa m na rotagdo é o momento de inércia I. Por essa analogia, podemos

chamar a lei acima de “segunda lei de Newton da rotacdo”.

Para chegarmos ao contexto dos corpos rigidos girando em torno de um eixo fixo falta apenas
considerar que a particula acima é a particula i de um corpo que contém N particulas e que gira em torno do

eixo z. Assim:

— 2
Trzi =M1y &

Note que apenas a aceleracdo a ndo tem o subindice i, pois para um corpo rigido todas as particulas
devem ter a mesma velocidade angular e a mesma aceleracdao angular. Somando sobre todas as particulas

obtemos:

Por outro lado, apelando para a terceira lei de Newton (acdo e reacdo, na forma forte, ou seja,
assumindo forgas centrais), somos levados a concluir que o torque da forca que a particula i faz na particula k é
oposto ao torque da forca que a particula k faz na particula i. Por isso os torques das forcas internas (iem k e k
em i) se cancelam mutuamente e no somatério dos toques sé restam os torques das forcas externas ao

sistema. Concluindo, obtemos para um corpo rigido:

Trextz = 1 @
TrexTz € O torque resultante das forgas externas ao longo do eixo fixo de rotagdo z. Note que Tggxr, N30 é O

torque da forga resultante 7z, (o torque da soma das forgas), € o torque resultante 7g, (a soma dos torques

das forgas). Para uma particula é verdade que g, = 7z,, mas para um corpo rigido ndo.

Essa é a segunda lei de Newton da rotagdo para um corpo rigido girando em torno de um eixo fixo (z).
Note que trata-se de uma equacdo escalar, pois a notacdo vetorial é dispensavel nesse caso. Mas, se
guisermos, podemos fazer:
A — I ey =g — I -
TREXTzZ = 1 X Z = Tppxtz =1 Q&
Preferimos trabalhar com a equacdo escalar, ja subentendendo que tudo se da ao longo do eixo fixo z de
rotacdo do corpo rigido. Essa lei é andloga a segunda lei de Newton para o movimento do CM de um corpo

= - . s . ~
rigido: Rgxr = m dcp € por isso vamos chama-la de segunda lei de Newton da rotagao.
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Ja podemos comecar a aplicar essas idéias na analise de problemas de corpos girantes. Basicamente,
tudo comega com um diagrama de forgas, como ja nos habituamos a fazer desde quando comegamos o estudo
da dindmica de uma particula. A diferenca essencial aqui é que o torque de uma for¢a depende de onde ela é
aplicada no corpo. Sendo assim, a liberdade que tinhamos nos diagramas de forcas de particulas (ou de corpos
em translagao), liberdade de desenhar as forgas em qualquer lugar, deve ser usada com mais cuidado aqui.
N3do podemos modificar a vontade os bragos de alavanca das forgas, pois isso modificara seus torques e levara
a equacles erradas para a rota¢do. Assim sendo, é essencial que nos diagramas de for¢a desenhemos as forgas
onde elas atuam. Obviamente ha ainda uma liberdade: podemos deslocar (deslizar) as forgas, por
conveniéncia, desde que ndo alteremos seus bracos de alavanca em relacdo ao eixo z de rota¢do. Podemos
deslizar as setas das forcas (se desejarmos, para efeito de simplificacdo) ao longo de suas linhas de acdo.
Quanto ao peso do corpo, trata-se de uma forca distribuida, ou seja, que ndo possui uma posicado especifica de
aplicacdo. Vamos mostrar mais adiante que podemos e devemos supor, para efeito de torque, que o peso de
um corpo atua em seu centro de massa. Tendo em vista tudo que ja vimos sobre o centro de massa, essa
propriedade ndo parece muito surpreendente (centro de massa = centro do peso). Usaremos entdo essa

propriedade desde ja.

S
Como exemplo de aplicagdo do que vimos até aqui, considere uma polia submetida a duas forgas F; e

ﬁz transmitidas por uma corda que abraca a polia (corda ndo mostrada), conforme a Figura 5.25.

Figura 5.25: As duas pontas de uma corda que
passa por uma polia sdo puxadas por forgas 17"1
e 13'2 . Essas forgas sdo transmitidas para a
polia (por forgas de atrito estatico). O eixo z é
o eixo de rotacdo da polia. A polia é um disco

macico de massa M e raio b.

O diagrama de forgas na Figura 5.25 ndo mostra o peso da polia e nem as forcas que o
suporte (eixo de metal) faz na polia. Essas forcas ndo possuem braco de alavanca, pois suas

linhas de agdo passam pelo eixo z de rotagdao. Estamos desprezando o atrito no eixo da polia.

Vemos que os bragos de alavanca das forcas 17"1 e 17"2 sdo ambos iguais ao raio b da polia (figura

ao lado, eixo z saindo ortogonalmente da pagina).

Portanto, usando a regra da mao direita para definir os sentidos dos torques, obtemos o seguinte

torque resultante ao longo do eixo z da polia:

Trextz = Fib— F2 b
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Note que sdo dois torques de sentidos opostos.
Sendo a polia basicamente um disco (cilindro macico) de massa M e raio b obtemos:

M b?

TREXTZ:IaiFlb_sz: a

Portanto, essa polia vai girar em torno de seu eixo z com aceleragao:

Fi - F
“=2Tup

No caso F; > F, a aceleragdo serd positiva, ou seja, estara paralela ao eixo z. Portanto a polia ganhard
velocidade angular w nesse sentido. Aplicando a regra da mao-direita que define o sentido de w, concluimos
que nesse caso a polia, partindo do repouso, vai girar com o sentido dado pela seta curva azul na Figura 5.25.
Uma aceleracdo a ao longo do sentido positivo de z vai fazer com que a polia ganhe velocidade w nesse
sentido (ou freie, se ja houver uma w no sentido negativo de z). No caso oposto, F; < F, a aceleragdo sera
negativa, ou seja, estara antiparalela ao eixo z. Portanto a polia ganhara velocidade angular w nesse sentido
(ou freard, se ja houver uma w no sentido positivo de z). A regra da mao-direita para o sentido de w diz que
nesse caso a polia, partindo do repouso, vai girar com o sentido dado pela seta curva verde na Figura 5.25. Se
F; = F, aaceleragdo serd nula, ou seja, a polia mantera sua velocidade de rotagdo. Se ela estiver em repouso,
vai continuar em repouso. Se ela ja estiver girando, vai continuar girando com a mesma w. Note que nessa
situagdo ndo vale sempre a igualdade F; = F,, que chamamos de “propriedade da corda leve e livre” no
capitulo 2, ou seja, que as forgas nas duas pontas de uma corda (que abraga a polia) possuem mddulos iguais.
A magnitude da forga em uma ponta da corda (que abraga a polia) é diferente da magnitude da for¢a na outra
ponta. A propriedade F; = F, so vale se a corda estiver livre e no caso que estamos discutindo aqui isso ndo é

verdade porque levamos em conta a massa da polia. Se desprezdssemos a massa da polia, a prdpria equacao

M b?

Flb_F2b= a

mostra que, para M = 0, valeria F; = F,. E exatamente a diferenca entre F; e F, que produz o torque

resultante necessario para vencer a inércia rotacional da polia e acelerar (modificar) sua rotacéo.

Outro exemplo: considere o sistema de arranque de uma rocgadeira a gasolina (maquina de cortar
grama e mato). Para dar partida no motor, deve-se puxar o corddo de arranque com forca, fazendo girar uma
polia acoplada ao eixo do motor. A Figura 5.26 ilustra essa idéia. Considere que o operador aplique uma forga
F na extremidade do cordo de arranque, que esta enrolado em torno de uma polia, que é um disco de raio A.
chamamos o eixo de rotacdo da polia, para fora da pagina, de z. Suponha que haja a flexibilidade de variar o
angulo 6 entre a direcdo do corddo (que é a direcdo de ﬁ) e a direcdo da tangente a polia (linha tracejada

preta).
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Figura 5.26: Para dar partida em um motor a gasolina de uma rogadeira o operador deve aplicar um torque no eixo do

motor (eixo z para fora da pagina), dando inicio a sua rotacao.

Note que 8 também é o angulo entre o raio A que passa pelo ponto de aplicacdo da forca e o braco de

alavanca b da forca (a linha de a¢do de F é alinha tracejada azul). Portanto, o torque da forca que o operador

faz na polia tem magnitude:

|t5,| = F b =F Acos(6)

(equivalentemente, a forca tangencial é F cos(6)).

A regra da mao direita diz que esse torque esta para dentro da pagina e, portanto, considerando que

adotamos um eixo z para fora da pagina, segue que:

Tz = — F Acos(0)

Fz

A figura que segue ilustra o uso da regra da mao direita nesse caso. O polegar aponta para dentro da pagina.

Figura 5.27: Para a forga F mostrada na
figura o torque ao longo do eixo z aponta
para dentro da pagina (polegar para
dentro) e, portanto, é negativo no
referencial adotado (eixo z para fora da
pagina). A seta do torque (bolinha com

cruz) foi deslocada do eixo z para tornar a

figura mais clara.

Note que o melhor que o operador pode fazer é ajustar o corddo para 8 = 0, pois nesse caso
cos(6) = 1 e o torque é maximo, para uma mesma forca F e um mesmo raio de polia A. Nesse dngulo o braco
de alavanca de F é maximo, b = A, ou, equivalentemente, a for¢a tangencial é maxima, F; = F. Em uma
magquina rogadeira real ndo ha liberdade no ajuste de 6, pois o cordao é guiado e forcado a abracar a polia

fixando o valor 6 = 0.
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5.4 Movimento combinado de rotacao e translacao

Os movimentos mais complexos que observamos na natureza e nas maquinas sdo combinacdes de
translacdo (T) e rotacdo (R). O planeta Terra, por exemplo, executa simultaneamente um movimento de
translacdo em uma trajetdria eliptica em torno do Sol e um movimento de rotacdo em torno de um eixo que
passa por seus polos geograficos. Esse eixo ndo é um eixo fixo, pelo contrério, ele descreve uma elipse em
torno do Sol, mas mantendo sua orientagao fixa no espaco (ele se desloca paralelamente a ele mesmo). De
fato, a orientacdo do eixo de rotacdo da Terra oscila levemente no espaco, devido ao fato da Terra ndo ser
exatamente esférica, mas sim achatada nos pdlos. Esse movimento oscilatério do eixo de rotacdo é chamado

de precessdo. Na aproximacdo em que a Terra é uma esfera rigida essa oscilacdao ndo ocorre.

Podemos ilustrar o movimento da Terra supondo, em um modelo simplificado, que a Terra possui uma
Orbita circular em torno de um eixo z que passa pelo centro do Sol (0 que ndo estd muito longe da realidade,
tendo em vista que a excentricidade da érbita eliptica da Terra é muito baixa) e que o eixo z’ de rotacdo da
Terra em torno de si mesma é ortogonal ao plano dessa 6rbita (plano da ecliptica). De fato, esse eixo esta
inclinado de cerca de 23° em rela¢3o a dire¢do ortogonal a esse plano. Essa inclina¢do do eixo de rotacdo da

Terra da origem as estagGes do ano.

Considere entdo a Figura 5.28 (fora de escala), que ilustra a drbita circular da Terra (curva vermelha)
em torno do Sol, em uma visdo “de cima”. A Terra é representada por um circulo com um risco radial, para
indicar sua orientagdo no espaco e o Sol é representado por uma bolinha laranja no centro da érbita circular. O
periodo orbital é o tempo que o CM da Terra leva para dar uma volta completa nesse circulo, Ty = 365 dias
(velocidade angular wy = 360/365 graus/dia = 2 /365 = 0,017 rad/dia). O periodo de rotagdo é o tempo

que a Terra leva para dar uma volta completa em torno de seu eixo de rotagdo z’, T = 1 dia (velocidade

angular wgz = 360/1 graus/dia =2 m = 6,28 rad/dia).
& |
[
A

Figura 5.28: O movimento da Terra no espago € basicamente a superposi¢do (soma) de uma translagdo ao longo de um

B B

circulo centrado no eixo z que passa pelo Sol com uma rotagdo em torno de um eixo z’ que passa pelos podlos terrestres
(pelo CM da Terra). Essa é a ideia do teorema de Chasles. Nesse modelo simplificado, os dois eixos de rotagdo estdo

ortogonais ao plano da pagina, que é o plano da érbita da Terra em torno do Sol (curva vermelha).
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[lustramos na Figura 5.28 um intervalo de tempo At em que a Terra vai da posicdo A para a posicao B
em sua o6rbita, ao mesmo tempo em que sua orientacdo muda no espago. O raio da Terra ao Sol gira um
angulo a (¢ = wg At), enquanto que a orientagdo da Terra gira de um angulo B (8 = wg At). O teorema de
Chasles diz que podemos decompor esse movimento em translagdo+rotagao em torno de um eixo que passa
pelo CM (eixo z’, ortogonal ao plano da pagina): primeiro levamos a Terra de A para B, girando-a de um angulo
o em torno do eixo z (ortogonal ao plano da pagina), sem alterar sua orientagdo no espaco. Essa é a translacdo
da Terra. Note, esse movimento de A até B ndo é uma rotacdo da Terra, pois a orientagao da Terra ndo esta
mudando, por hipotese. Agora vamos acrescentar/superpor uma rotagdo ao movimento da Terra. Estando
entdo a Terra em B, giramos sua orientacdo de um angulo B, em torno do eixo z’, no sentido anti-horario. Essa
é a rotacdo da Terra. O resultado final, da superposicdo desses dois movimentos, translacdo (T) e rotacdo (R) é

o movimento (M) real da Terra (nesse modelo) nesse intervalo de tempo At, ou seja: M =T +R.

Essa decomposicdo de um movimento mais complexo ndo é a Unica. Se quisermos, podemos
decompor o movimento da Terra de outras formas. Mas, a decomposicdao em translagdo + rotacdo em torno
de um eixo pelo CM é mais intuitiva e mais adequada para aplicacdo dos formalismos da translacdo e da
rotacdo que ja estudamos. Apenas para ilustrar, mostramos na Figura 5.29 a decomposi¢do do movimento da

Terra em uma superposicao de duas rotagdes (nesse mesmo modelo simplificado para o movimento da Terra).

Figura 5.29: O movimento da Terra no espago pensado como a superposi¢ao de duas rotagdes: em torno do eixo z que

passa pelo Sol e em torno de um eixo z’ que passa pelos pdlos terrestres (pelo CM da Terra).

Primeiro fazemos uma rota¢do da Terra de um angulo a em torno do eixo z, levando-a da posi¢do A
para a posicdo B. Note que esse movimento ndo é uma translagdo, pois a orienta¢do da Terra mudou. Trata-se
aqui de uma rotacdo da Terra em torno do eixo z (R;). Depois fazemos uma rotagdo de um angulo B’ em torno
do eixo z’ (Rz). O resultado final é o movimento total da Terra nesse intervalo de tempo (M = R; + Rz). Note o
inconveniente dessa representa¢cdo do movimento da Terra. A Terra girou de um angulo B’ em torno do eixo
gue passa por seus pélos. Portanto, essa rotagdao ndo é o movimento que costumamos chamar de rotagdo da

Terra, uma rotacdo com periodo de 24 h. Trata-se de outra rotacdo. Ndo ha nada de errado com ela, mas nao
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nos referimos a essa rotacdo quando falamos usualmente da rotacdo da Terra. Falamos sim da rotacao

representada na Figura 5.28.

De fato, na primeira representacdao do movimento da Terra, a Terra gira de um angulo § = wg At em
torno do eixo que passa pelo CM, com wr = 360 graus/dia. Ja na segunda representagdo, em termos de duas

rotagbes, como ja houve uma rotacdo de a = wy At com w, = 360/365 graus/dia, entdo ' deve ser tal que:
B'=f—«a
Portanto, a velocidade angular da segunda rotacdo associada ao giro do angulo B’ deve ser tal que:

WrAt = WrAt — wyAt
ou seja:

W = WR — Wo = % 360 rad/dia

Deixaremos de lado essas varias possibilidades de decomposicdo de um movimento e ficaremos aqui
com a ideia expressa na Figura 5.28, de que todo movimento (M) pode ser decomposto em uma translagdo (T)
+ uma rotagdao em torno de um eixo pelo CM (R¢y). Esquematicamente: M = T + Rgy. Um movimento de
translagdo puro é o caso em que a rotagdo é nula (M =T + 0). Um movimento de rotacdo em torno de um eixo
fixo que passa pelo CM é o caso em que a translacdo é nula (M = 0 + R¢y). Qualquer outro movimento, em que
o CM se move no espaco e a orientacdo do corpo muda pode ser decomposto em M =T + Rgy com T+#0 e
Rcv#0. Isso vale mesmo para uma rotacdo pura em torno de um eixo que ndo passa pelo CM, como na figura

5.29: RNT\OCM =T+ RCM .

Para esse tipo de movimento combinado as duas energias cinéticas, de translacdo e de rotacdo, se

combinam, para juntas formarem a energia cinética do corpo, ou seja, se M =T + Rey, entdo:

1 ) 1 )
K = Kirans + Krot = EMVCM +§ lw

sendo w a velocidade de rotacdo do corpo em torno de um eixo que passa pelo CM e I o momento de inércia

do corpo em relagao a esse eixo.

A Terra, por exemplo, é basicamente uma esfera macica de massa My = 6 X 10%* kg e raio
Ry = 6.400 km, orbitando o Sol com velocidade orbital V-, = 30 km/s (velocidade do CM da Terra em

relacdo ao Sol). Portanto:

Kirans = %M'r V(?M = 2,7 X 1033 )
A velocidade de rotagdo da Terra (em torno do eixo que passa por seus polos geograficos) é:

w = 2mrad/dia=2mn/24rad/h =2 1/86.400 rad/s
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Portanto:

1 1/2
Kot =3 I w? = 2(2 My RE) ? =2,6 X107

Como Ko € muito menor que Kiyaps, Nesse caso vale K = Kipans-

Nesses movimentos combinados, o CM se move de acordo com a segunda lei de Newton (que é a

equacdo que descreve a translacao):

Quanto a lei da dindmica de rotagdo, Trgxr, =1 @ , ela ndo vale para todos os movimentos de
rotacdo, pois foi deduzida no contexto de eixo de rotacdo fixo. Mas, é possivel mostrar (voltaremos a esse
ponto quando estudarmos o momento angular) que essa lei vale para casos como o do planeta Terra (suposta

esférica e rigida), em que o eixo de rotacdo:

1. Se move paralelamente a ele mesmo (ndo muda de direcdo).
2. E um eixo de simetria do corpo, ou seja, um eixo tal que tomando didmetros centrados nesse eixo,
toda particula tem uma “gémea” diametralmente oposta. Note que, nesse caso, esse eixo de simetria

é um eixo que passa pelo CM do corpo.

Portanto, para a rota¢do do planeta Terra em torno do eixo z que passa pelos pdlos podemos escrever:

Trextz =1 @

As forcas externas principais que atuam na Terra sdo a forca produzida pelo Sol e a forca produzida
pela Lua. Se a Terra fosse de fato uma esfera perfeita, essas forcas atuariam no centro da Terra e, portanto,
nado produziriam torque ao longo do seu eixo de rotacdo. Nesse caso valeria @ = 0 e a velocidade de rotacdo
da Terra seria constante. Mas, a Terra estd longe de ser uma esfera perfeita, principalmente pelas
deformacdes produzidas pela sua prépria rotacdo e pela presenca da Lua (marés) e por isso a forca Lua/Terra
atua fora do eixo de rotacdo da Terra e acaba por produzir um torque ao longo desse eixo, dando origem a

uma aceleragdo oposta a velocidade, que vai freando lentamente a rotacao da Terra.

Um movimento comum que combina translagdo e rotacdo é o movimento de rolamento de um
cilindro (como os pneus de um carro rolando no asfalto) ou esfera (como uma bola de sinuca ou boliche que
rola em uma superficie rigida). Quando um cilindro ou uma esfera rolam em uma superficie, mantendo fixa a

direcdo do eixo z de rotagao (eixo pelo CM), valem simultaneamente:

1 2 1 2
K = Kirans + Krot = EMVCM +E I'w

= -
Rpxr = M acy

Trextz = 1 @ (eixo z pelo CM)
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A Figura 5.30 abaixo ilustra um pneu de carro que estd, por hipotese, rolando em uma superficie
horizontal. Todos os pontos do pneu avancam para a direita, juntamente com o CM do pneu, ao mesmo
tempo em que giram no sentido hordrio em torno de um eixo central, ortogonal ao plano da pagina. O ponto P

(amarelo) é um ponto na periferia do pneu, periferia que estd sempre em contato com o piso, por hipdtese.

Figura 5.30: Um pneu rola em uma
superficie horizontal. Enquanto o
centro do pneu (CM) vai para a direita
com velocidade VCM, os outros pontos
do pneu acompanham o CM e ao
mesmo tempo giram com velocidade
angular w em torno de um eixo z

ortogonal ao plano da pagina que

passa por esse centro.

Se considerarmos um intervalo de tempo At, o CM do pneu, que viaja com velocidade VCM, vai se deslocar
uma distancia L na horizontal. Por outro lado, nesse mesmo intervalo de tempo, um ponto P (marcado em
amarelo) na periferia do pneu, que esta girando em torno de um eixo que passa pelo CM com velocidade
angular w, vai percorrer um arco de circunferéncia de comprimento A (seta curva laranja). O teorema de

Chasles aplicado a esse movimento nos permite dizer que o rolamento do pneu é uma composicao de uma

translagdo (T), em que todos os pontos do pneu viajam com velocidade I7CM e sdo deslocados de L para a
direita em um tempo At, superposta a uma rotacdo em torno de um eixo (ortogonal ao plano da pagina) que
passa pelo centro do pneu (Rey), em que todos os pontos do pneu descrevem arcos de circulos em torno desse

eixo com velocidade angular w (o ponto P, em particular, descreve um arco de comprimento A no tempo At).

A Figura 5.31 ilustra a mesma ideia da Figura 5.30, de uma forma esquemadtica: M = T + Rcy. Primeiro
transladamos o pneu de uma distancia L (nesse movimento a orientagdo do pneu ndo muda). Depois giramos o
pneu em torno de um eixo z que passa pelo CM do pneu de um angulo A8 (nesse movimento o eixo de rotagdo

permanece fixo). O resultado final da composi¢do desses dois movimentos é o rolamento do pneu.

M T

L L
Figura 5.31: Um rolamento (M) é a superposi¢do de uma translagdo (T) com uma rotagdo (Rc¢y) em torno de

um eixo z que passa pelo CM (ortogonal ao plano da pagina).
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Podemos considerar dois casos extremos:

1. O pneu estd derrapando no piso, sem girar. Nesse caso vale A =0 (porque Af =w At =0) e
L =V At # 0. Isso ocorre quando um motorista pisa no freio bruscamente, em uma pista
escorregadia. Trata-se de um simples movimento de translacdo do pneu (M =T + 0).

2. O pneu estd patinando no mesmo lugar. Nesse caso vale L = 0 (porque V- = 0) e A # 0. Isso ocorre
guando um motorista arranca com o carro bruscamente, em uma pista escorregadia. Trata-se de um

simples movimento de rotagdo do pneu em torno de um eixo fixo que passa pelo CM (M =0 + R¢y).

Qualquer coisa no meio desses extremos pode ser considerada um rolamento do pneu. Um caso especial é
o do rolamento sem deslizamento (RSD), em que ndo ocorre nenhum resquicio de derrapagem ou de
patinacdo. Esse seria o caso de um pneu rolando em uma pista que ndo escorrega. Na Figura 5.30, é facil notar
que para o RSD vale:

L=A

Segue que: L=Vey At=A=1A0 =1 wAt

sendo A@ o angulo varrido pelo raio r do pneu no intervalo de tempo At. Portanto, para o RSD vale o vinculo
entre translagao e rotagao:

VCM= wr

Além desse vinculo entre as velocidades, o RSD se caracteriza pelo fato de ser idealmente um
movimento sem dissipacdo de energia mecanica, pois ndo ha atuacdo de forca de atrito cinético nesse caso. O
atrito cinético atua em todos os movimentos de rolamento, menos no RSD. Se houver atrito no RSD, ele sera
atrito estatico, que ndo produz dissipacdo de energia mecanica (aumento de energias internas, por exemplo).

Finalmente, o vinculo entre as velocidades (V- = w r) leva ao vinculo entre as aceleragbes: acyy = a1 .

Considerando entdo as duas velocidades V., e w r para um cilindro (ou esfera) de raio r, que rola em

uma superficie horizontal para a direita, podemos —
e . . _ Vem =1 @

fazer o grafico ao lado. O eixo horizontal wr =0 wr Vey <wr

corresponde ao cilindro somente com translacdo, ou eixo do RSD

Regido da patinacgdo
seja, derrapando sem girar. O eixo vertical Vg = 0

o >
corresponde ao cilindro girando no mesmo lugar, ou @ Q

seja, patinando sem sair do lugar. A reta vermelha Ve > @7
(de inclinagdo = 1), que divide o grafico em duas
Regido da derrapagem
metades iguais, é a reta Voy=wr, que

corresponde exatamente ao rolamento sem 0 Vem

deslizamento (RSD). Abaixo dessa reta estd a regiao
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com excesso de translagdo (Vo > w 1, ou L > A), que chamamos de regido de derrapagem, quando a forga
de atrito cinético (seta vermelha) estara apontando para a esquerda. Isso porque os pontos do cilindro que
estdo em contato com o chdo vdo para a direita por causa de V), e, a0 mesmo tempo para a esquerda, por
causa de w r. Mas, como V;; > w 1, acaba que esses pontos deslizam no piso para a direita e dai a forga de
atrito cinético estara para a esquerda. Acima dessa reta vermelha estd a regido com excesso de rotagdo
(Vey < wr ou L < A), que chamamos de regido de patinagdo, quando a forga de atrito cinético estara
apontando para a direita. Isso porque os pontos do cilindro que estdo em contato com o chdo vao para a
direita por causa de V), e, a0 mesmo tempo para a esquerda, por causa de w r. Mas, como V; < w 1, acaba
que esses pontos deslizam no piso para a esquerda e dai a forca de atrito cinético estara para a direita. Agora
vocé pode entender porque no RSD, nesse caso, ndo ha atrito cinético no cilindro. Os pontos do cilindro que
estdo em contato com o chdo vao para a direita por causa de V), e, a0 mesmo tempo para a esquerda, por
causa de w r. Mas, como V¢ = wr (ou L = A), acaba que esses pontos ndo deslizam no piso e dai ndo ha
forca de atrito cinético. Se houver atrito no RSD, ele sera estdtico. A existéncia de atrito estatico no RSD vai

depender da situacdo. Existem casos em que ha atrito e outros casos em que ndo ha.

Considere o exemplo de uma bola de sinuca que rola sem deslizar na superficie horizontal de uma
mesa. A Figura 5.32 ilustra o diagrama de forcas dessa bola. Ninguém, por hipétese, puxa ou empurra a bola, a

bola rola solta apés uma colisdo com outra bola.

Figura 5.32: Uma bola de sinuca de
massa M e raio r rola solta para a
direita sem deslizar (RSD) em uma

mesa horizontal.

Poderiamos ser tentados a representar no diagrama de for¢as dessa bola uma forg¢a de atrito estatico

Ijjq(E), como a seta laranja mostrada na figura. Mas note, havendo essa forca, haveria uma aceleracdo do CM da
bola ao longo de x, dada por:

“F® = Mag,

e a velocidade Vi diminuiria, pois a bola estaria freando (aceleragdo antiparalela). Da mesma forma,
considerando o eixo z que passa pelo CM da bola (eixo saindo da pagina ortogonalmente), a for¢ca de atrito

produziria um toque ao longo desse eixo, um torque para dentro da pagina. Note que @ também esta para
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dentro da pagina (sentido horario) e, portanto, w vai aumentar com o tempo, pois a rotacdo esta acelerada

(torque e acelerac3o paralelos & @). Note a contradi¢do: se a bola estd em RSD, entdo deve valer o vinculo:
VCM =wr

Como pode V), diminuir ao mesmo tempo em que w aumenta? Se o vinculo do RSD vale, entdo ou
Vem € w aumentam juntos, diminuem juntos, ou se mantém constantes juntos. Qualquer outra coisa é
absurda. Note que inverter o sentido do atrito ndo vai resolver. Portanto, para uma bola rolando solta sem

deslizar em uma superficie horizontal ndo haveria nenhuma forga de atrito na bola.

Trata-se obviamente de uma situacao idealizada. Na pratica, se vocé der uma tacada leve em uma bola
de sinuca vai ver que ela rola sem deslizar até parar. Essa dissipacdo de energia ndo esta associada a um atrito
estatico (o que seria absurdo) e nem a um atrito cinético, pois a bola ndo esta deslizando. H4 uma dissipacgao
de energia no RSD associada ao processo de deformacdo do corpo que rola e da superficie onde esse corpo
rola. Se vocé ja tentou andar em uma bicicleta ou motocicleta com um pneu murcho vai entender logo que um
pneu murcho se deforma muito e oferece uma grande oposicdo ao rolamento. Pneus bem cheios se deformam
pouco e rolam com maior facilidade. Da mesma forma, andar de bicicleta na areia é muito mais dificil do que
andar no concreto duro. Essa oposi¢cdo ao rolamento devido as deformagdes, que sempre existem, é chamada
de “atrito de rolamento”. Fato é que em geral é muito mais fécil rolar um objeto do que arrasta-lo, porque o
atrito de rolamento é em geral muito menor que o atrito cinético. Esse fato da vida justifica a invencdo da roda
e seu uso disseminado no transporte de cargas. No caso da Figura 5.32 estamos desprezando o atrito de
rolamento na bola de sinuca (porque a bola e o piso sdo bastante rigidos). Nesse sentido, ndo haveria nenhum
atrito na bola, se ela estivesse rolando em RSD. Em uma mesa de sinuca real, o tecido que cobre a mesa se
deforma quando a bola se apdia e rola nele. A bola, por sua vez, é bastante rigida e praticamente nado se
deforma. O atrito de rolamento na bola vem da deformacdo da superficie macia da mesa. Se a mesa fosse
rigida e lisa, a bola rolaria livre por muito tempo antes de parar, que é basicamente o que acontece com uma
bola de boliche. No que segue, ndo vamos levar em conta esse atrito de rolamento, na hipétese de que ele é

sempre pequeno e desprezivel.

Seria diferente se a bola estivesse rolando sem deslizar em uma superficie inclinada, como na Figura
5.33 que segue. Nesse caso ha um atrito estatico apontando para cima, pois a bola tem uma tendéncia de

deslizar para baixo. Isso é verdade se a bola estiver subindo ou descendo o plano inclinado sem deslizar.

De fato, se ndo desenharmos nenhuma for¢a de atrito, por hipdtese, vemos que ha uma resultante
M g sen(0) ao longo de x, que vai fazer com que V,,, aumente com o passar do tempo. Por outro lado, ndo
haveria torques ao longo do eixo z que passa pelo CM da bola, pois o peso e a normal ndo possuem braco de
alavanca em relagdo a esse eixo. Sendo assim, a velocidade angular w ao longo de z se manteria constante,

enqguanto a bola cai, o que contradiz a hipdtese de RSD, que pressupde a validade permanente do vinculo:
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VCM=(1Jr

i Figura 5.33: Uma bola de sinuca de
massa M e raio r rolando (RSD) para
baixo em um plano inclinado. As
forcas que atuam na bola sdo o
peso, a normal e a for¢a de atrito
estatico. Note que adotamos, por
conveniéncia, um eixo z pelo CM da

bola apontando para dentro da

pagina.

Somos obrigados a concluir que falta no digrama de forcas uma forca de atrito. Somente uma forca de
atrito apontando para cima vai produzir uma velocidade w crescente, pois ela produzird um torque para

dentro da pagina, paralelo ao vetor @.

Note que nada impede que uma bola role para baixo de um plano inclinado sem atrito, ela sé nao
pode fazer isso sem deslizar. Para que a bola role sem deslizar, nesse caso, é necessdria a presenca de atrito
estatico. Se houver d6leo derramado na superficie do plano inclinado, pode ser que seja impossivel uma bola de
sinuca descer rolando esse plano sem deslizar.

Concluindo: para a bola descendo o plano inclinado, a velocidade @ estd para dentro da pagina

(sentido +z), que é o mesmo sentido do torque da forca Ijjq(E) que aponta para cima. Portanto, a aceleracdo @
também estara para dentro da pagina e a velocidade de rotacdo da bola aumentara com o tempo (aceleragcao

paralela). Da mesma forma, haverd uma resultante de forcas e uma aceleragdo d., para baixo, que

N
aumentara a velocidade V. Levando isso em conta, adotamos um referencial padrdo com o eixo x para
baixo, que é o sentido da aceleragdo dy,. Por esse mesmo critério, adotamos um eixo z para dentro da pagina,
que é o sentido da aceleracdo a. Note que para um referencial xyz direito o eixo y vai ficar apontando para

dentro do plano inclinado (no sentido de —7j).
Das leis da dindmica (translagdo + rotacdo) segue que:
No eixo x: M g sen(0) — Ifq(E) =Macy
No eixoy: =1+ M g cos(6) =0
No eixo z: FA(E) r=la

Vale ainda o vinculodo RSD: acyy = ar
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Portanto, a bola vai descer com a seguinte aceleracdo de CM:

M gsen(8) — E® = M gsen(8) — % = Magy = agy = 2950
! r M +1/r2

. . . 2
Uma bola de sinuca é uma esfera macica e, portanto: I = < Mr?.

Logo:

g sen(6) 5

m = o5 = 7 9sen(®)

Sendo a aceleragdo constante, a velocidade do CM da bola vai seguir a equag¢do horéria (MRUV):
5
Vem(®) = Vemo + 79 sen(0) t
Da mesma forma, como a@ = acy /T, a velocidade angular da bola vai variar de acordo com:
5
w(®) = wo +2 % sen(6) t

Tendo em vista a aceleragdo do CM que obtivemos, a equagdo para a posi¢dao x.-y do CM da bola ao

longo do plano inclinado é (supondo que ela parta do repouso, Vepo = 0):

15
xem(t) = xcpmo + 579 sen(0) t*

Portanto, ao descer uma altura H, o CM da bola tera percorrido uma distancia Ax = H/sen(6). O

tempo necessario para isso ocorrer sera dado pela equacao:

H 5 ,
Xem () — Xemo = sen@ ~ 279 sen(f) t
Logo:
1 14 H

t =
sen(@) | 59

Nesse instante as velocidades valem:

5 5 14 H 10
ch(t)=cho+7gsen(9)t=0+7g Sg 7gH

(© = +5g (9)t—0+5g 14H |10gH
WA= Wo T oo sen B 7r | 5g |7 r?

Poderiamos obter essas velocidades apelando para a conserva¢do da energia mecanica da bola. A

presenca do atrito estatico ndo altera o fato de que a energia mecanica da bola se conserva na descida. O
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atrito estdtico ndo realiza trabalho, ndo diminui a energia mecanica da bola. De fato, se considerarmos que a
bola partiu do repouso e caiu uma altura H, o teorema do trabalho energia diz que suas velocidades Vy e w

serao tais que:

1 1
E@Q)=E(f)=>0+0+MgH = E1\/11/(‘?,V,+§1a)2+ 0

Levando em conta o vinculo do RSD, V-, = w 1, obtemos:
1 1 (Ven\?
MgH = =MV&, += 1 (—)
9 > cMTS .
Logo, apds descer uma altura H, o CM da bola estard com a velocidade:
N 2MgH
M= M +1/r2
Ou seja:

Ve = 10 H
M = 79

Ap0s essa descida a bola estara girando em torno de seu eixo com uma velocidade:

_Vew _ |10gH
T |7 r?

O que demonstra a coeréncia entre as diferentes abordagens do mesmo problema.

Para nos aventurarmos um pouco para fora do contexto do RSD, vamos considerar uma bola de sinuca
que acabou de receber uma tacada em uma posi¢cdo central, como ilustrado na Figura 5.33 abaixo. Vamos

analisar o movimento da bola logo apds a tacada.

Figura 5.33: Uma bola de
sinuca de massa M e raio r
acabou de receber uma
tacada central. Logo apds a
tacada, a bola vai sair
deslizando para a direita,

freando e adquirindo

rotacgdo.

Note que a forca que o taco aplica na bola, um pulso de forca aplicado na altura do centro da bola, ndo

possui torque ao longo do eixo z da bola e por isso ndo imprime rotacdo nela. Essa forca do taco apenas
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empurra a bola para frente, imprimindo nela uma velocidade inicial de CM, VCMO. Devido a esse “excesso de
translagdo” (Ve > w r = 0), logo apds a tacada, a bola vai sair deslizando na mesa e sofrendo uma forga de
atrito cinético para a esquerda. Essa forca de atrito desempenha trés papéis: ela freia a transla¢do; ela produz
rotacdo na bola, devido ao seu torque ao longo de z, e ela diminui a energia cinética da bola (dissipa energia

mecanica).

As equagdes da dinamica (translagdo + rotacao) dizem que (u. é o coeficiente de atrito cinético entre a

bola e a superficie da mesa):
Ao longo de x: FA(C) =Macy = Ucn=Macy
Aolongodey:n— Mg=20
Aolongodez:lfq(c)rzla: Ucnr=Ila

Note que ndo levamos em conta a forca que o taco faz na bola porque estamos analisando o
movimento da bola apds a tacada, quando ela comega a se mover com a condig¢do inicial Vi = Vepo €

w=wy=0.
Portanto, o CM freia com a aceleracdo de médulo:
acm = Hc 9
A rotacgdo, por sua vez, acelera com a aceleragdo (note que I = (2/5) M r?):

_UcMgr
a=—"F—=

Uc g

5
2 r

Podemos ver que ndo vale o vinculo acy = a 1, pois a bola ndo estd em RSD.

Sendo as aceleragdes constantes, as equagdes hordrias das velocidades (Vi (0) = Vepo € w(0) = 0)

sdo (note os sinais, Vg (t) diminui no tempo e w(t) aumenta):

Vem@®) =Vemo —tic g t

5
w(t)=_ut
2 r

Ve vai diminuindo e w vai aumentando com o passar do tempo e fatalmente vai existir um instante t*
em que o vinculo do RSD, V), = w 1, vai valer. Nesse instante a forca de atrito cinético desaparece (pois o
deslizamento da bola cessa), o CM da bola para de frear e a rotagdo da bola para de aumentar. Dai em diante a
situacdo é como aquela da Figura 5.31, a bola passa a rolar solta eternamente, sem deslizar (estamos
desprezando o atrito de rolamento). Esse instante t* é tal que:

5
Vem(®) = w(@®) 1= Voo —Uc g t* = 5 Ucg t*
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Logo:

. 2 Vemo
7 Ucg

Nesse instante, as velocidades serao:

5
Vem@®) =Vemo —c g t° == Vemo

7

5ucyg 5 Vemo
tY=c—>t" =2

w(t") 2 r 7 r

A energia cinética, que logo apds a tacada valia:

1 2
Ky = E M Vémo

vai passar a valer no instante t* em que inicia o RSD:

1 1
K(t) = EM VE, (") + > I w?(t")

ou seja:
5
K(t*) ==K,
(&) =Ko

A perda de energia cinética da bola esta associada ao trabalho do atrito cinético, que converte energia
mecanica em outras formas de energia (energia interna da bola e da superficie). Apds iniciado o RSD (t > t*) a

energia cinética da bola fica constante.

Podemos calcular o trabalho do atrito cinético e confirmar essa ideia. Note que:

AK > Ky, — K 2 K
= 7o 0= T7 %o
Queremos mostrar que:
AK =W (0 - t¥)
Fy
que é o que diz o teorema do trabalho-energia cinética.

Usando a mesma ideia esbog¢ada na Figura 5.30, vamos chamar de L a distancia que a bola percorreu

ao longo de x, dentro do intervalo de tempo de t = 0 até t = t*, ou seja:

1 26 V?
L=x(t") = Veyo t* —= t*)2 =—_ M0
x(t*) CMO 2#69( ) 77 he g

Aqui poderiamos cometer o erro de calcular o trabalho do atrito através de:

12 2
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Nesse calculo (equivocado), levarmos em conta que a bola se deslocou de uma distancia L sob a¢do de uma

forca de atrito constante. Notamos claramente que obtivemos o resultado errado, por um fator 12/7.

O erro nesse raciocinio esta em considerar que o ponto de contato da bola com o piso (que esta
sofrendo a forga de atrito cinético) percorreu apenas uma distancia L, no tempo t*. De fato, enquanto a bola
avanca de L ao longo de x, ela gira em torno de z e o ponto de contato da bola com o piso percorre um arco de

comprimento A, tal que:

7

1 15ucyg 5 (2\* Véuo
A=0t)r==a(@)?r == - —= (t*)? =—(>
()r Za()r 22r()r4 e g

Portanto, enquanto o ponto de contato da bola com o piso avanca de L para a direita, ele retorna A

para a esquerda, ou seja, o trabalho do atrito cinético no tempo t* foi:
Wi 0->t)=-uMg(L-A4)

Com base nessa expressdo podemos entender melhor por que o trabalho do atrito estatico é nulo. De

fato, para o caso especifico do RSD, vale L = A e, portanto:
W (i~ f) = —F (L—4) =0
Fa

O atrito estdtico ndo realiza trabalho porque, enquanto o ponto de contato da bola com o piso avanga
de L para a direita, ele retorna A=L para a esquerda, ou seja, o atrito estdtico atua em um ponto que esta

parado de fato. Se ndo ha deslocamento, mesmo na presenca de forca, ndo ha trabalho.

Voltando para o caso da bola que desliza, obtemos finalmente:

W .0 (0 > t*) Mg (L—-A) M (3 5) (2)2 Véino 2k
> b d = — —_ = — —_— — —_— ——
FO HcM g HcM g 4)\7) g 7 o

O grafico na Figura 5.34 ilustra o comportamento das velocidades Vi, (t) e w(t)r em fungdo do

tempo t, logo apds a tacada.

Figura 5.34: Comportamento das

VemoN Vew (0) | ]
velocidades V¢, (t) e w(t)r em fungdo do

5 tempo t para uma bola que acabou de

Vemo4 = = ==2
7 Yemo

receber uma tacada com excesso de

1

1

1 translagdo. Apds um lapso de tempo o RSD
1

: vai ser estabelecido e as velocidades

v

N t estabilizam, porque o atrito cinético

. _ E Vemo desaparece.
7ucg

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 5



324

Poderiamos imaginar aqui diversas tacadas diferentes na sinuca. Por exemplo, se o taco bater na bola
em um ponto mais alto, pode imprimir na bola um “excesso de rotacao” ( Vopyo < wgq 7). Com isso, logo apds a
tacada o sentido da forca de atrito cinético invertera, estard para frente, e empurrara a bola para frente,
aumentando sua velocidade V. Ao mesmo tempo, o torque do atrito vai frear a rotagdo w. Apés um lapso de

tempo o RSD vai se estabelecer, como no exemplo que discutimos acima.

Esse exemplo mostra a importancia do rolamento sem deslizamento. Ele é o movimento final,
assintdtico, de um rolamento qualquer (livre, sem ninguém para empurrar ou puxar) em uma superficie

horizontal, com excesso inicial de translacdo ou de rotagao.
5.5 Momento angular

A tabela 5.2 que segue resume o paralelo que estabelecemos entre as grandezas associadas ao

movimento de translagdo (ou de particula) e o movimento de rotacéo.

Completamos o final da tabela com um sinal de interrogacdo indicando uma grandeza que
desempenharia na rotacdo um papel similar ao desempenhado pelo momento linear na translagdo.
Pretendemos desvendar essa interrogacao nessa secao. As equagcdes que escrevemos para a grandeza
incognita “?7,” foram apenas sugeridas através da analogia entre os dois formalismos. Pretendemos verificar

aqui se essa analogia se verifica mesmo ou ndo.

Grandeza Translagao Rotacao
Posicdo 7(t) o(t)
Velocidade V(t) a(t)
Aceleragdo a(t) a(t)
Inércia M I
Energia cinética K=MV?/2 K=1w?/2
Causa/ac3o Forca F Torque 7
Lei da dinamica R=Ma Trextz =1 @
Momento p=M v ,=lw
Lei do momento Rpxr = dp/dt Trexrz = d7,/dt

Tabela 5.2: Paralelo entre os formalismos de translacdo e rotacdo em torno de um eixo fixo (z). Quanto ao final

da tabela, fica a pergunta sobre a grandeza na rotacdo que desempenha um papel similar ao momento linear.
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Vimos que o conceito de momento linear mostra de maneira mais evidente seu poder de solugao
naqueles problemas de mecéanica que envolvem forgas internas desconhecidas, como no caso das colisGes.
Nesses problemas apelamos frequentemente para a conservacdo do momento linear, ao desprezarmos as
forgas externas no sistema. Haveria entdao uma grandeza andloga que seria conservada na auséncia de torques

externos em um sistema? Se houver, essa é a grandeza incdgnita que estamos procurando.

Consideremos entdo um exemplo de colisdo, em que um atirador atira uma bala de massa m, com

velocidade inicial horizontal VO no centro de uma porta. A porta é uma placa rigida fina retangular, de massa
M, altura H e largura A. Ela pode girar livremente em torno de um eixo fixo vertical (z) que passa pelas
dobradicas. Apds ser atingida pela bala, a porta gira em torno de seu eixo vertical (z). A pergunta que
queremos responder é: qual a velocidade angular w da porta logo apds a colisdo com a bala? A Figura 5.35

ilustra a situacao.

visdo de cima

AJ2

o—p

Figura 5.35: Um atirador da um tiro no centro de uma porta. Logo apds o impacto da bala (bolinha preta),
a porta passa a girar com velocidade angular w em torno de seu eixo de rotagdo vertical (z). Na visdo de

cima a porta gira no sentido anti-horario.

Percebemos que, ao enfrentar esse problema, muitos estudantes optam por estratégias equivocadas

ou infrutiferas, como, por exemplo:

1. Ja que a pergunta se refere a porta, poderiamos nos concentrar nela, que é um corpo rigido girando
em torno de um eixo fixo. Se conhecéssemos a for¢a que a bala faz na porta durante o impacto
poderiamos apelar para a lei Tggxr, = I @ e tentar obter w a partir dai. Mas, ndo temos chance de
conhecer essa forga.

2. Poderiamos apelar para a conservacao da energia cinética do sistema bala+porta. A energia cinética

inicial da bala é redistribuida entre a bala e a energia cinética de rotacdo da porta. Mas, ndo foi dito
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que a colisdo bala/porta é elastica. De fato, uma colisdo entre corpos macroscopicos nunca é elastica e
no caso da colisdo bala/porta isso seria uma aproximacdo grosseira.

3. Poderiamos apelar para a conserva¢cdo do momento linear do sistema bala+porta, afinal, para um
sistema livre de forgas externas essa grandeza se conserva. Mas, certamente atuam forgas externas na
porta no momento em que ela recebe o impacto da bala, caso contrdrio seu eixo de rotacdo nao
permaneceria fixo. De fato, esse é o papel das dobradicas, fixar o eixo de rotacdo da porta oferecendo
a minima oposicdo a rotacdo da porta. Portanto, durante o impacto bala/porta atuam forgas externas
intensas na porta (ou no sistema bala+porta), que seguram o eixo da porta, ndo permitindo que ele
seja projetado para frente pelo impacto da bala. Essas forcas desconhecidas variam, de forma

imprevisivel, o momento linear do sistema bala+porta.

Concluindo, vemos que as ferramentas que temos se esgotaram e ndo conseguimos calcular a velocidade
w. Investigando mais um pouco vemos que nesse sistema bala+porta atuam forgas externas durante a colisao,
mas ndo atuam torques externos ao longo do eixo z de rotacao da porta. De fato, as forcas

que as dobradicas fazem na porta durante a colisdo atuam no eixo z de rotacdo da porta e, —

S
portanto, ndo possuem brago de alavanca. A Figura ao lado ilustra uma dessas forgas Fj

produzidas pelas dobradicas atuando no eixo da porta, segurando e fixando esse eixo 1
enquanto a bala (bolinha preta) impacta o centro da porta. ﬁD nao possui torque ao longo N
do eixo z de rotacdo da porta. Logo, podemos ver essa colisdo como um processo em que o
sistema bala+porta estd livre de torques externos ao longo de z (as outras forcas externas
no sistema, peso da bala e peso da porta, sdo verticais e nunca produziriam torque ao
longo de z, que é um eixo vertical. Os atritos nas dobradicas e o arraste da porta com o ar
sdo desprezados durante a colisdo). Havendo uma grandeza analoga ao momento linear, mas que se conserva

na auséncia de torques externos e nao de forgas externas, essa grandeza serd a ferramenta que precisamos

para calcular a velocidade w. Tal grandeza existe e é chamada de “momento angular”.
5.5.1 Momento angular de uma particula

O momento angular que estamos procurando é uma grandeza vetorial, que deve ser constante
(conservada) na auséncia de torques. Partindo da segunda lei de Newton para uma particula de massa m,
identificamos rapidamente qual deve ser a fungdao que chamaremos de momento angular de uma particula. De
fato, fazendo o produto vetorial “7 X” dos dois lados da segunda lei de Newton para uma particula de massa

m obtemos:

=}
Il
3
Q
U
=
X
=]}
Il
=
X
3
Qu
Il
=
X
S
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sendo 7 a posicdo da particula, que estd sofrendo a forca resultante R. Identificamos facilmente que o lado

esquerdo dessa equagao é o torque da forga ﬁ, 73 . Quanto ao lado direito, segue que:

3 b - d - =
X — X — g X
r mV=r 7P (¥xp)

=

N -

(usamosqueV X p =V xmV = 0, pois sdo dois vetores paralelos entre si). Resumindo:

Com essa igualdade, acabamos de descobrir que a grandeza 7 X p serd conservada no caso da auséncia de

torques na particula, pois:

d —

f’ﬁ:(—)':,dt(?xﬁ)=0:F><ﬁ=constante

Portanto, chamaremos essa grandeza de “momento angular” da particula, representado pelo simbolo L:
L=7Xxp
A unidade de momento angular é o produto kg m*/s.

Para generalizar esse conceito para um sistema de particulas, basta considerarmos varias particulas e
somar sobre elas. Suponha entdo um sistema de N particulas. O momento angular L desse sistema é a soma

dos Zi de todas as particulas:

~
I
M=

,..
1]
Juy

Analogamente, o torque resultante (que ndo é a mesma coisa que o torque da forga resultante) sobre

esse sistema é:

i {

I
M=

Kalt

...
Il
N

Aqui acontece uma simplificacdo, que ndo é novidade para nds. O torque na particula i pode ser
separado em torque das forgas internas (devido as forgas que as particulas j fazem na particula i) e torque das
forgas externas (devido as forgas que a vizinhancga externa ao sistema faz na particula i). Apelando para a
terceira lei de Newton (na forma forte, forgas internas centrais), podemos mostrar que os torques das forgas

internas se cancelam mutuamente e, portanto:

N

= > 2

Tp = T; = TREXT
—

L
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Da lei de evolucdo para o momento angular de uma particula, segue que o momento angular de um

sistema de particulas evolui no tempo de acordo com a lei:

d Z -
7 L = TrexT
dt
Em particular, para a componente z do momento angular vale essa mesma lei, mas na forma escalar

mais simples:
d
aLz = TREXTz
-
Essa é a lei fundamental do momento angular L e, analogamente para sua componente z, L, . Vemos

que, para um sistema livre de torques externos ao longo de z, 0o momento angular L, se conserva.

Como aconteceu quando definimos o torque de uma forga, estaremos interessados aqui somente na
componente z do momento angular, sendo z o eixo de rotacdo da particula ou do corpo rigido. Portanto, por

analogia com:

Ta =

i XF =1z, =Fb

i

sendo b o brago de alavanca da forga F (ou da projegao de Fno plano xy), segue que:
L=#xg=>L,=pb=mVb

sendo b o braco de alavanca do momento linear p , ou da velocidade Vv (ou da projecdo de V no plano xy).
Ocorre aqui entdo uma simplificacdo, como aconteceu no caso do torque, qual seja: para calcular a
componente z do momento angular de uma particula, s6 precisamos levar em conta a velocidade da particula
no plano ortogonal ao eixo z, o plano xy. Dito de outra forma: a velocidade 1, de uma particula ndo contribui
para a componente z do momento angular dessa particula. A Figura 5.36 que segue ilustra uma particula que
se move no plano da pagina (plano xy) com velocidade V.0 braco de alavanca de ¥V é definido como o braco

de alavanca de uma forga qualquer, apenas trocando a forca pela velocidade.

<!

Figura 5.36: Uma particula com velocidade V no plano
da pagina e um eixo z saindo ortogonalmente da
pagina. Na segunda figura, a linha de agdo de Véa
linha verde tracejada. 7 é a posi¢cdo da particula (em
relacdo ao eixo z) e B é o angulo entre Ve#.béo

braco de alavanca de V e V; é a componente tangencial

da velocidade.

linha de acdo de Vv
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Na Figura definimos a linha de acdo de V. A distancia do eixo z a essa linha de acao é o brago b de V.

Com base nessa figura, a magnitude do momento angular da particula ao longo do eixo z é dada por

trés expressées (note a analogia com o torque, trocando F por mV):
|L,|]=mVb ou |L;j=mVrsen(@) ou |L,|]=mrV;
que sdo equivalentes entre si porque b = r sen(8) e V, = V sen(@).
Falta ainda definir o sentido de L, , se ele esta paralelo ou antiparalelo ao eixo z. Para isso aplicamos a
regra da mao direita, analogamente ao que fizemos com o torque: o sentido de L, é o mesmo sentido do

polegar da mao direita alinhado com o eixo z, quando os outros dedos dessa mao fazem um movimento de

giro no sentido da velocidade, ou do momento linear, da particula. A Figura 5.37 ilustra essa idéia. Note que é

uma regra analoga a que define o sentido do torque, apenas mudando F por V.

<!

Figura 5.37: Regra da mdo direita para definir o sentido do momento angular L, de uma particula que se move
no plano xy. O eixo z estd para fora da pagina. No primeiro caso os dedos da mao direita giram no sentido anti-
hordrio e o polegar sobre o eixo z aponta para fora da pdgina. O momento angular L, estd, portanto, paralelo
ao eixo z (L, positivo nesse referencial). No segundo caso os dedos da mdo direita giram no sentido horério e o
polegar sobre o eixo z aponta para dentro da pagina. L, estd, portanto, antiparalelo ao eixo z (L, negativo
nesse referencial). As setas de L, (bolinhas com ponto e cruz) foram deslocadas de cima do eixo z apenas para

tornar a figura mais clara.

Considerando que o sistema de particulas é um corpo rigido, podemos deduzir uma expressao simples
para a componente z do momento angular desse corpo. A idéia basica é que, para esse corpo, qualquer
particula i possui orbita circular de raio ; com velocidade angular w e, portanto, velocidade linear V; = w 1;.
O momento angular L, desse sistema é a soma dos L;, de todas as particulas:

N
L, = Z Li,
i=1

Note que, sendo Li; = m; 1; Vi = m; 1 (w 1) = m; r¥ w, segue que:
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N
LZ=ZLiZ= Zmiri2w=lw

N
=1

—

Note a analogia entre essa expressdo da componente z do momento angular e a expressdo p = mV

do momento linear (I no lugar de m e w no lugar de I7).

Agora que sabemos avaliar o momento angular ao longo do eixo z de uma particula ou de um corpo

rigido qualquer, podemos voltar ao sistema mostrado na Figura 5.35, em que um atirador atira uma bala de

o
massa m (uma particula), com velocidade inicial horizontal V; no centro de uma porta (um corpo rigido). A
porta é uma placa fina retangular, de massa M, altura H e largura A. Ela pode girar livremente em torno de um
eixo fixo z vertical que passa pelas dobradicas. A pergunta que queremos responder é: qual a velocidade

angular w da porta logo apds a colisdo com a bala?

Considerando o sistema bala+porta, vemos que durante a colisdo ha torques internos no sistema: na
bala (devido a for¢a que a porta faz na bala, que freia a bala) e na porta (devido a for¢a que a bala faz na porta,
que empurra a porta). Esses torques internos ndo alteram o momento angular L, do sistema bala+porta. Ha
forgas externas no sistema (mesmo desprezando os atritos nas dobradicas e o arraste do ar), que sdo 0s pesos
da bala e da porta e as forcas que fixam a porta nas dobradicas. Quanto aos pesos, estdo ao longo de z (eixo
vertical) e, portanto, ndo produzem torque ao longo de z. Quanto as forcas nas dobradicas, ndo possuem
braco de alavanca, quaisquer que sejam suas dire¢des. Portanto, podemos apelar para a conservagao do
momento angular L, do sistema bala+porta. Para facilitar as coisas repetimos a Figura 5.35 abaixo (Figura
5.38), apenas na visdo de cima (plano xy), que é a que interessa para o calculo de L,. Na figura mostramos o
imediatamente antes (A) e o imediatamente depois (D) da colisdo, considerando ainda trés possibilidades: i) a
bala fica incrustada na porta; ii) a bala atravessa a porta e iii) a bala rebate na porta. Vamos calcular a

velocidade de rotagdo da porta em cada um desses casos.

visdo de cima visdo de cima
antes depois
z z

bala incrusta na porta

A ~ A/2 ~
Vo Ve Ve
o—p <+ *—)
bala rebate na porta bala atravessa a porta
S~—V

w
Figura 5.38: Uma bala de revdlver (bolinha preta) colide com uma porta (visdo de cima). Depois da colisdo a

bala pode ficar incrustada na porta (colisio completamente ineldstica), atravessar a porta ou rebater na porta.
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Na figura acima vemos logo que ((A)=antes):
A
4 _
LZ =m VO E
pois a porta estd inicialmente parada (o brago de alavanca de I70 éA/2).

Ap0s a colisdo consideramos trés casos ((D)=depois):

1. A bala fica incrustada na porta. Nesse caso, a bala se move com a velocidade linear no meio da porta,

queéVr = w A /2 (note que b = A/2). Portanto:

1P =y 24 (A )A + 1
=mV, - w=m|-w|= W
z I 2 2)2

sendo I o momento de inércia da porta. O momento de inércia da porta é o mesmo de uma haste fina
com eixo passando pela extremidade (a porta pode ser pensada como um monte de hastes finas

coladas umas nas outras, formando uma placa), ou seja:

I = ! M A?
-3
Portanto, a conserva¢dao do momento angular do sistema leva a:
A A?
A D
1P = 1P s my, s=mo Stz MA e
Logo:
m Vs
W= ——
m 2 A

Podemos pensar também que a porta e a bala incrustada nela forma um corpo s6 de momento

de inércia dado por:
1 2
I==MA*>+m (—)
e, portanto:

A 1 A\?
LY = L(ZD)=>mVOE=Iw=[§MA2+m(E) ]a)

2. Abalaatravessa a porta e sai do outro lado com velocidade I_/} Nesse caso (note que b = A/2):
1P =my; g + 1w
A diferenga em relagdo ao caso anterior € que agora a velocidade V; € um parametro
independente do problema, pois a bala ndo se move juntamente com a porta.
Portanto, a conserva¢ao do momento angular do sistema leva a:
L(ZA) _ L(ZD)

A A 1 )
:mVOE= mEVf+§MA w
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Logo:
_3m (Vo= Vr)
2 M A

Note que se valer V; = Vj, significa que a bala ndo interagiu com a porta, pois seu movimento

w

nao alterou em nada durante a colisdo. Nesse caso, a porta continuaria parada. Seria o caso se a porta
fosse feita de uma folha fina de papel, por exemplo.
3. A bala rebate na porta e volta ao longo da mesma linha com velocidade I7f. Nesse caso (note que ainda
b=A/2):
L@:—mgw+1w
Perceba que o sinal do momento angular final da bala se inverteu, pois agora ele estd para

dentro da pdagina, oposto ao eixo z.

Portanto, a conservacdo do momento angular do sistema leva a:

A A 1

A D

L(Z)= L(z) 3mV05= —mEVf-}'gMAZ(U
Logo:

2M A

Note agora que quanto maior a velocidade V; de rebatimento, maior vai ser a velocidade de
rotacdo adquirida pela porta.
Mostramos que para um corpo rigido girando em torno do eixo zvale L, =] w , sendo w o médulo da

velocidade angular do corpo ao longo do eixo z e I o0 momento de inércia em relacdo a esse mesmo eixo.

Quanto as componentes L, e L, do momento angular, nés ndo vamos calcular, porque ndo precisaremos

delas aqui.
Nesse caso especifico de um corpo rigido girando em torno de um eixo fixo de rotacao, que chamamos
de z, usamos a segunda lei de Newton de uma particula para mostrar a “segunda lei de Newton da rotacdo”:
Trextz =1 @

Podemos mostrar que essa lei é conseqiiéncia da lei do momento angular:

| &

7 =g
L = Tpexr

QU

t
De fato, tomando a componente z dessa equacdo (notando que I é uma constante para um corpo rigido):

d d
=E(Iw)=1_w=1a=TREXTZ

—L
dt * dt

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 5



333

Mesmo que nao tenhamos calculado aqui as componentes L, e L,, elas sao em geral ndo nulas.

v
Somente no caso em que o eixo z é um eixo de simetria do corpo (um eixo para o qual, tomando didmetros
centrados nele, toda particula possui uma “gémea” diametralmente oposta), é possivel mostrar que
L, = Ly = 0 e, portanto: L=Iw?2 (basicamente, se z é um eixo de simetria do corpo, entdo, para toda

particula de massa m;, raio de giragdo 7; e velocidade tangencial V;;, existe outra particula “gémea”

(diametralmente oposta) de massa m;, raio de giracdo r; e velocidade

z z

tangencial —V;;. Dai segue que Ly =L, =0). A Figura ao lado ilustra (a

e . L
esquerda) um corpo (na forma de um haltere) ndo simétrico girando em torno | S

-
do eixo z. Note que o momento angular L desse corpo ndo esta ao longo de z, L
ou seja, Ly e L, sdo ndo nulos. Nessa mesma Figura mostramos (a direita) um
corpo simétrico (dois halteres unidos em X) girando em torno do eixo z. Nesse \J \J
w w

caso o momento angular L esta ao longo de z, ou seja, Ly e L, sdo nulos e,

portanto, L =1w2. Note que o corpo nao-balanceado (ndo simétrico) requer

um torque externo oscilante para manter esse momento angular girando em torno do eixo z (mesmo no caso
de w constante). Com base nesse exemplo podemos entender porque um pneu nao-balanceado transmite
vibragdo para o corpo do automdvel (a¢do e reacdo: o corpo do automdvel produz na roda/pneu
desbalanceado um torque oscilatério e sofre a reagdo). Para balancear um pneu devemos restabelecer a
simetria de sua distribuicdo de massa. Isso é feito geralmente através do acréscimo de pequenas pecas de
chumbo ao conjunto da roda, colocadas em posicGes estratégicas. O exemplo do haltere na figura acima
mostra que para balancear um pneu ndo basta que seu CM esteja sobre o eixo de rotagdo, ou seja, que para
cada massa do lado direito do CM exista uma massa igual do lado esquerdo e assim por diante. Isso ocorre
para o haltere mostrado na Figura acima. No entanto, ele ndo é “dinamicamente” balanceado, ou seja, seu

momento angular ndo esta ao longo do eixo de rotacdo. O exemplo dos dois halteres cruzados representa um

S
corpo simétrico (com CM sobre o eixo z) e também dinamicamente balanceado, ou seja, com L = [ w Z. Por
analogia, o haltere Unico representaria um pneu ndo-balanceado, que vibra ao girar, enquanto que o conjunto

de dois halteres representa um pneu balanceado, que gira suavemente.

Ja estudamos um movimento que se encaixa nesse caso de corpos simétricos, o de rolamento de um

cilindro ou esfera, em que esse corpo gira em torno de seu eixo z de simetria. Nesses casos segue que

5
L =1 w Z(pois Ly = L, = 0) e que, como ja haviamos assumido anteriormente, a lei

Trextz =1 @

continua valendo.

Comparando entdo as duas leis fundamentais da dindmica de rotacdo que estudamos:
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d - e

Rl Trexrz =1 @
= TREXT
dt

fica claro que a lei do momento angular é mais geral, se aplica para qualquer sistema de particulas, desde uma

simples nuvem de gas até uma galdxia. A definicdo de L envolve as velocidades das particulas e essas
velocidades podem ser medidas em relagdo a qualquer referencial inercial ou mesmo no referencial do centro
de massa do sistema, que é, em geral, um referencial acelerado. J4 quanto a segunda lei (Tgrgxr, = I @), ela sé
se aplica no contexto de um corpo rigido, ou seja, um sistema em que todas as particulas possuem a mesma
velocidade angular w e mesma aceleragdo angular a. Este corpo rigido pode estar girando em torno de um
eixo fixo ou em um movimento mais geral, em que o eixo de rotagdo ndo estad necessariamente fixo, mas é um
eixo de simetria de dire¢do constante no espac¢o (um eixo que se desloca paralelamente a ele mesmo), como

no caso do rolamento de um cilindro ou esfera.

Como exemplo de movimento mais geral, em que a segunda lei de Newton da rotagdo (tggxr; = I @)
nao vale, mas a lei do momento angular vale (ela vale sempre), considere um corpo girante que realiza um
movimento complexo, de mudanca de forma. Por exemplo, uma nuvem de gas que se contrai devido a atracao
mutua entre suas moléculas constituintes ou uma estrela que explode devido a repulsdo mutua entre suas
partes. A Figura 5.39 ilustra essa idéia. Um corpo livre de torques externos estd girando em torno de um eixo
vertical, flutuando no espaco vazio. Um processo interno nesse corpo leva a uma mudanca de forma, da forma

A para a forma B.

n
>

processo de mudancga de forma

Figura 5.39: Um corpo girante que tinha uma forma (rigida) inicial A sofre um processo (em que a rigidez

deixa de valer) e muda para a forma final (rigida) B (uma contragdo).

Vamos supor que esse corpo tinha uma velocidade angular w, de rotagdo ao longo do eixo z, e um

A . -
momento angular L(Z) ao longo desse eixo. Na auséncia de torques externos ao longo de z, o0 momento

angular L, se conserva nesse processo de mudanga de forma, ou seja:

L(ZA) _ L(ZB)
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Havendo duas formas (rigidas) bem definidas antes e depois da transformacdo, podemos usar que

L, =1 w e, portanto:
Iy wy = Iz wp
ou seja:
wg = %wA
B

Vemos que nesse processo a velocidade angular do corpo muda conforme muda seu momento de
inércia em relagdo ao eixo z. Se o corpo se contrai em torno do eixo z, Iz < I4, segue que ele passa a girar mais
rapidamente. Caso contrario, se o corpo se expande em torno do eixo z, Iz > I4, segue que ele passa a girar
mais lentamente. Note que esse € um movimento que ndo segue a lei Tpgxr, = [ @ , pois estamos supondo
que Trextz = 0 @ mesmo assim o corpo estd mudando sua velocidade w, ou seja, adquirindo aceleragdo a. A
explicacdo para isso esta no fato de que a lei Tggxr, = [ @ sé vale para corpos rigidos e o processo de
mudanca de forma que estamos considerando aqui esta fora desse contexto. O contexto aqui é o da lei mais

geral para o momento angular na auséncia de torques externos:

| &

L= '?REXT =0

QU

t

Essa estratégia de expansdo/contracdo do corpo para controle da velocidade w é usada
rotineiramente por pessoas que se dedicam a danca, a acrobacia ou a ginastica. Uma bailarina, por exemplo,
pode rodopiar seu corpo em torno de um eixo vertical z e mudar sua velocidade w sem depender de agentes
externos. Ao fechar os bragos, sua velocidade w aumenta. Ao abrir os bragos, sua velocidade w diminui.
Ninguém precisa ajuda-la a fazer isso, trata-se de um processo regido por forgas e torques internos (e também

pela energia interna da bailarina).

A conservagdao do momento angular nos permite entender porque no nosso sistema solar, por
exemplo, todos os planetas e luas giram em torno de si mesmos e giram ao mesmo tempo em torno do Sol (o
proprio Sol gira em torno dele mesmo). O momento angular resultante de todas essas rotaces teve origem ha
bilhGes de anos, quando havia no espaco apenas uma nuvem de gas. Essa nuvem de gds ja possuia uma
rotacdo, fruto do acaso, e, portanto, um momento angular. A medida que a nuvem foi se condensando, pelo
efeito da gravidade, dando origem ao Sol e aos planetas e luas, 0 momento angular se conservou, tendo em
vista o isolamento (espacial) desse sistema. As rotacGes que vemos hoje no Sol, nos planetas e nas Luas sdo
aquelas compativeis com a distribuicdo de massa final do sistema solar, tendo em vista a conservagdo do

momento angular desse sistema.

Um raciocinio andlogo se aplica a uma galaxia, em que bilhdes de estrelas giram em torno de si

mesmas e em torno de um centro comum, super—massivo.
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A lei de conservagdao do momento angular se manifesta
também na tecnologia. Um helicdptero, por exemplo, deve ser

dotado de um motor auxiliar de cauda (ou algo equivalente)

para impedir que a simples aceleracdo das hélices leve a uma
rotacdo da cabine do helicéptero no sentido oposto. Na figura
ao lado podemos ver claramente esse motor/hélice de cauda. De fato, imagine o helicptero com as hélices
paradas. Entdo, o momento angular do helicéptero é inicialmente nulo. Se as hélices comegam a girar no
sentido horario (ou apenas aceleram seu giro), e ndo ha torques externos no helicéptero (sé ha forgas

verticais), a cabine vai comecar a girar no sentido anti-horario, de tal forma que:

L(Zhelices) + L(anbine) =0

sendo z um eixo vertical (eixo das hélices). Para evitar essa rotacdo da cabine, acrescenta-se o motor de cauda,

que produz forcas horizontais e, portanto, torque ao longo de z. Trata-se de um torque externo porque o

. g cauda
motor de cauda empurra o ar e o ar (agente externo) empurra o helicptero. Chamando de T; ) o torque

produzido pelo ar empurrado pelo motor de cauda no conjunto cabine+hélices, ficamos com:

i (L(Zhelices) + L(anbine)) _ T;cauda)

dt

Portanto, o motor de cauda permite um controle da rotacdo da cabine e sua independéncia da rotacao

das hélices. Se quisermos, por exemplo, manter a cabine sem rotacdo, basta fazer:

d L(cabine) —0= d L(Zhelices) + _L_;cauda)

dt 2 dt
ou seja, basta ajustar a velocidade (e o torque) do motor de cauda a varia¢do da velocidade (e do momento

angular) das hélices. Quando isso ndo é feito, o helicéptero rodopia até cair.

Podemos usar o conceito de momento angular para entender o efeito giroscépico, um movimento

surpreendente que um corpo que gira apresenta quando submetido a forcas

que atuam fora de seu CM. Considere o corpo na Figura ao lado, submetido a —F

)N

duas forgas F e —F, de resultante nula. O corpo é simplesmente um disco que (
X
pode girar em torno de seu eixo central y, um corpo que poderiamos chamar (:TF

de giroscdpio (para simplificar, imagine que ele esta flutuando solto no espago
vazio). Na primeira situacdo o corpo esta inicialmente parado. Na segunda

situacdo o corpo estd inicialmente girando rapidamente com velocidade —F|

b
v

angular @ = w J. O que ha de surpreendente nesse experimento é que trata-

T

A y
se do mesmo cilindro, submetido as mesmas forgas, e que apresenta T
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movimentos bem diferentes nos dois casos. Note que nos dois casos o cilindro estd submetido a uma forca

resultante nula e a um torque resultante 7 = 7 X. A equac3o que governa o movimento do cilindro é:

| &

-7 ~
L=1tXx

Q

t

Entdo, no primeiro caso vale Z(O) =0e apds um intervalo infinitesimal de tempo At o cilindro terd adquirido

0 momento angular (note que dL =1% dt):
LOO+At) =L(0)+AL =T At &

ou seja, o cilindro comeca a girar em torno do eixo x, no sentido anti-horario. Esse é o movimento esperado e

o
ninguém vai se espantar quando ele ocorrer. O mais surpreendente é o segundo caso. Agora vale L(0) =

I w ¥y, sendo I o momento de inércia do disco (+eixo) e, portanto, apds um tempo infinitesimal At vai valer:
LO+A)=LO)+AL=IwP+TAt%

Essa equacdo esta dizendo que o disco vai girar em torno do eixo z, pois a seta azul na Figura (o vetor Z(O)) vai
ganhar um incremento infinitesimal para fora da pagina, na direcdo x. Portanto, a seta de L gira em torno do
eixo z, com sua ponta saindo do plano da pagina, assim como o disco, cujo momento angular é L. Esse é 0
efeito giroscdpico e ele causa surpresa em quem acompanha esse experimento, pois nossa intuicao insiste em

acreditar que o movimento produzido no primeiro caso é a Unica e razoavel possibilidade.

O efeito giroscépico nos permite entender o movimento
de um pido, que é puxado para baixo pela a¢do de seu peso, mas
nao cai, ele continua girando “em pé”. A Figura ao lado ilustra um

pido girando rapidamente com velocidade w em torno de seu eixo

(y). A Unica forc¢a fora do CM é a forga F gue o piso faz na ponta

T

do pido (normal+atrito). Supondo que o eixo do pido (y) esteja no

plano da pagina, assim como F, o torque 7 de F (em rela¢do ao

CM) estaria para dentro da pagina, em um plano horizontal.
Portanto, a seta de Z, o momento angular do pido, n3o cai, pois recebe incremento horizontal, dado por T At.

O que ocorre é que a seta de L gira em torno de um eixo vertical (z) que passa pelo ponto de apoio do pido no
piso. O circulo tracejado amarelo (contido em um plano horizontal) ilustra o movimento que a extremidade
superior do pido vai fazer, quando este é submetido ao torque 7 (note que o torque do peso é nulo, em um
referencial com origem no CM do pido). Chamamos esse movimento de precessdo. E 0 mesmo movimento que
observamos no giroscépio discutido anteriormente. Estamos imaginando aqui, para simplificar, que a ponta do

pido é bem aguda e que ela esta fixa, fincada no piso. No mundo real essa ponta é sempre arredondada e ela
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mesma descreve um circulo no piso, enquanto o pido precessiona. Enfim, com base nesse argumento,

S
podemos dizer que o pido nao cai porque, para ele cair, o vetor L deveria descer, ou seja, ganhar uma

componente vertical para baixo. Mas, se vale a lei:

L=17

S~

e T é horizontal, segue que essa queda n3o pode ocorrer. Obviamente, enquanto os atritos/arrastes vao

reduzindo o giro do pido, esse argumento vai perdendo validade e o pido vai caindo lentamente.

Note que se o pido ndo estiver girando (Z(O) = 6) a lei acima

continua valendo, mas leva a:

L(0 + At) = L(0) + AL = 2 At

ou seja, o pido cai, pois ele gira em torno do eixo de 7, um eixo

horizontal. A Figura ao lado ilustra um pido sem giro (sem w J) caindo. O F

torque de F fazele girar, ao mesmo tempo em que seu CM cai. /
! T

Essa argumentacgdo para explicar o movimento de um pido em
termos do conceito de momento angular costuma deixar uma aura de mistério, pois trata-se de um conceito
sofisticado. Ndo por acaso existem centenas de artigos e livros sobre o movimento de giroscépios e pides, cada
um tentando dar uma contribuicdo original que torne a ideia mais simples e intuitiva. No entanto, parece que
isso é impossivel. Se vocé quiser se aventurar nessa seara pode comecar pelos quatro volumes escritos por
dois gigantes da fisica-matematica, Felix Klein e Arnold Sommerfeld (The theory of the top, vols. 1, 2, 3 e 4,

Birkhauser (2008)).

Fato é que poderiamos, em principio, discutir o movimento de um pido em termos da segunda lei de

Newton aplicada para cada particula i, de massa m;, que compde o pido, qual seja:

ﬁi =m; C-ii
sendo ﬁi a forga resultante (forgas externas e forgas internas) na particula i e d; sua aceleragdo. Sdo cerca de
10** particulas e, portanto, 10** equagdes vetoriais acopladas através das forcas mutuas internas ﬁi/j. As
condicdes iniciais para os movimentos das particulas diferem nos casos do pido que nao gira e do pido girando
e as forgcas mutuas ﬁi/j também. Mesmo as forgas externas sdo diferentes nos dois casos, com excec¢do do

peso do pido. De fato, note que para o pido que gira o CM ndo cai na vertical, ou seja, a componente vertical

de F tem qgue anular o peso do pido. O CM descreve um circulo e, portanto, F deve ter uma componente
horizontal que aponta para o ponto de apoio do pido no piso (a Figura cima para o pido girando é compativel

com essas idéias). Por outro lado, para o pido que ndo gira o CM cai e deve haver uma resultante de forgas no
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CM do pido para baixo, ou seja, a componente vertical de F deve ser menor que o peso do pido. A medida que

0 pido cai seu CM avang¢a um pouco na horizontal, e deve haver uma componente de F nessa direcdo (a Figura
cima para o pido que n3o gira é compativel com essas idéias). Enfim, se resolvéssemos esse sistema de 10**
equacles vetoriais e calculdssemos a trajetdria de cada uma das particulas do pido chegariamos as mesmas
conclusdes que chegamos aqui, utilizando um conceito mais sofisticado, de uma propriedade global desse

sistema de particulas, seu momento angular dado por:

1024-

L=Zmiﬁ-><17i
i=1

E impossivel resolver o sistema de 10** equacdes advindas da segunda lei de Newton, mas o que o
nosso resultado estd mostrando é que as particulas do pido que gira interagem entre si de tal forma que
produzem o movimento de precessdo do pido. Uma particula que cai faz forca em outra particula e joga ela
para cima, com em uma espécie de malabarismo, e no final das contas o CM do pido nao cai, ele apenas gira
em precessdo. Imagine entdo essa multiddao de particulas interagindo entre si e forcando umas para baixo e

outras para cima. O conceito de momento angular resume esse movimento complexo. Um pido girando nao

cai porque a lei da natureza que dita a evolucgdo de L n3o deixa.
5.6 Exercicios resolvidos

ER 5.1) Durante um motim o leme de um navio fica submetido as
forcas mostradas na figura ao lado, aplicadas pelas maos dos
amotinados. O peso do leme e as for¢as que sustentam o leme
no seu eixo de rotacdo (eixo z para fora da pagina), ndo sdo
mostradas, pois estdo todas atuando no eixo do leme. Considere
que cada raio do leme tem comprimento H, desde o eixo até sua

extremidade.

Dados: ﬁl , ﬁz, ﬁ3 , ﬁ4 ,He®.
a) Calcule o torque resultante ao longo do eixo de rotacdo do leme.
O torque resultante é a soma dos torques de 131 , 17"2, 17"3 e 134. E facil ver na figura que:

= — F; sen(8) H pois F; sen(0) é a componente tangencial da forga ﬁl.

Tﬁlz
.
Ti, = — F, H pois F; é puramente tangencial.
. = ’ .
Tz, = 0 pois F; é puramente radial.
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T4, = F, H pois ﬁ4 € puramente tangencial.
Os sinais dos torques foram definidos pela regra da mao direita e pelo fato do eixo z estar para fora da
pagina.
Portanto:
TRz = Tpp ¥ Ty T Thy T TR, = H(F, — F, — F,; sen(0) )
Note que esse torque ndo tem nada a ver com o torque da forga resultante R= ﬁl + ﬁz + ﬁ3 + ﬁ'4 .
b) Faca uma estimativa da aceleracdo angular do leme.

A idéia de fazer apenas uma estimativa para a estd no fato de que nao
conhecemos exatamente o momento de inércia do leme. Precisamos fazer um
modelo simplificado do leme, para poder estimar seu momento de inércia.

Considere entdo o modelo ao lado, em que supomos que o leme é composto de:

1. um aro fino (ou casca cilindrica, em azul) de massa my e raio 74: seu
momento de inércia em relacdo ao eixo z é: [, = my 12.

2. Um cilindro 6co (em vermelho) de massa m. e raios interno 1y e externo
T5: : seu momento de inércia em relac i “ [ = + 2+ r?
oHE gdoaoeixozé: I = ch(rl +75).
3. 4 hastes finas iguais, cada uma de massa m; e comprimento 2H, girando em torno de seus centros: o

C ~ . . 1
momento de inércia de cada haste em relagdo aoeixoz é: I, = 5 my,(2 H)?.

Portanto, nossa estimativa para o momento de inércia do leme fica:

I = IA+ IC+4Ih

Concluindo:

2, 1 2 4 2 1 2
[=myri+ ch(r1 +r5)+ 4E my, (2H)

A acelerac¢do angular do leme ao longo de z seria ent3o:

TRz _ H(F, — F, — F; sen(8) )

“= P RPN S
mary+ sme(r +r5)+ 3 m H

Se essa aceleracdo for positiva, significa que o vetor @ estd para fora da pagina e de acordo com a
regra da mao direita, o leme vai acelerar nesse instante mostrado na Figura no sentido anti-horario. Portanto,
se o leme estiver girando inicialmente no sentido horario, ele vai passar a frear (aceleracdo oposta a

velocidade). Caso contrario, se o leme estava em repouso ou ja girando no sentido anti-horario, sua velocidade
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vai passar a aumentar. Se a acelerac¢do for negativa, significa que o vetor @ estd para dentro da pagina e de

acordo com a regra da mao direita, o leme vai acelerar no sentido horario.

ER 5.2) A hélice de um ventilador mostrada na figura esta submetida ao
torque do motor elétrico 7, para dentro da pagina e de mddulo 7, e as
forgas de arraste do ar nas pas conforme a figura. Essas forcas de
arraste dependem da velocidade de rota¢do w da hélice. Quanto maior
a velocidade, maior a for¢a de arraste. Vamos supor que cada forga de

arraste tenha a magnitude dada por:
FA = B w

sendo B um coeficiente de arraste da pa da hélice com o ar. Cada forca

de arraste é aplicada no meio da pd, a uma distancia r do centro da

hélice, ortogonalmente ao raio.
Dados: Ty, Ty , Ber.
Calcule a velocidade de rotagao da hélice, supondo que ela esteja girando com velocidade constante.

Note que o torque do motor esta para dentro da pagina, o que significa, de acordo com a regra da mao
direita, que o motor estd forcando a hélice a girar no sentido hordrio. Assumindo esse sentido de rotacdo, as
forcas de arraste tém o sentido mostrado na Figura, pois elas se opdem ao movimento das pas. H3, portanto,
quatro torques ao longo do eixo de rotacio da hélice, eixo z para fora da pégina: o torque do motor 7, que é
negativo, pois esta para dentro da pagina (por hipdtese) e os trés torques das forcas de arraste, que sdo

positivos, pois estdo para fora da pagina. O torque resultante ao longo de z é:
TRz = Tz VT T,z T T, T TMz = 3Bwr— 1y
Sabemos que a aceleracao da hélice estd determinada por esse torque pois:
Trz = la
Sendo I o momento de inércia da hélice em relagdo ao eixo z pelo centro da hélice.

Supondo entdo que a hélice esteja girando com velocidade constante, segue que essa aceleragao é
nula, ou seja:

_ Trz _ SBwr—TM_O
=TT I -

Portanto, a velocidade de rotacdo da hélice sera:

™
3Br

w =
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Note que o momento de inércia da hélice ndo foi dado e ndo é necessdrio para resolver o problema.
Quanto maior a velocidade que o motor elétrico imprime na hélice, maior deve ser o torque aplicado no eixo
da hélice. Maiores velocidades demandarao maior trabalho do motor e maior consumo de energia elétrica.
Quanto maior o arraste com o ar (maior B), menor a velocidade de equilibrio da hélice, para um mesmo

torque do motor Ty.

ER 5.3) Uma rd de massa m estava parada na extremidade de uma gangorra e em um dado instante ela salta
com a velocidade mostrada na figura abaixo. A gangorra é basicamente uma haste de massa M e comprimento
A que pode girar livremente em torno de um eixo (z para fora da pdagina) que passa por seu centro. Despreze

os atritos no eixo da gangorra.
Dados: m, M, A, V/, e 6.

Calcule a velocidade de rotagio w que a

gangorra vai adquirir logo apds o salto da ra.

Note que logo apds o salto a gangorra
vai girar no sentido anti-horario, como indicado

pela seta curva azul na figura. O vetor @ estara

para fora da pdgina, ou seja, ao logo do eixo z

positivo. Considerando o sistema ra+haste da

gangorra, as forgas externas que atuam nesse sistema durante o salto da ra sdo os pesos, e as forgas que fixam
o eixo da haste da gangorra no lugar. As forgas no eixo, incluindo ai o peso da haste, ndo produzem torque ao
longo do eixo z, pois ndo tém braco de alavanca. O peso da ra tem torque ao longo de z, mas é desprezivel
porque o peso de uma rd é pequeno e porque o salto da rda é um evento muito rdpido. Assim sendo,
desprezando os torques externos ao longo de z, podemos apelar para a conservagdo do momento angular L,
do sistema ra+haste da gangorra, durante o curto intervalo de tempo do salto da ra. A ra sera tratada como

uma particula. Note que seu momento angular logo apds o salto é:
A
Lz, = —mV,sen(0) 5

pois V, sen(0) é a velocidade tangencial da r3, ou (4/2) sen(8) é o brago de alavanca do momento linear
mV, da ra. O sinal negativo indica que é um momento angular para dentro da pagina. Portanto, considerando

que antes do salto tudo estava em repouso (A=antes, D=depois):

L(ZA)= L(ZD) =2>04+0=—mVyAsen(0)/2+ 1w

Concluindo:
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_mV,A sen(8) _ml, A sen(6)

21 1 .
245 M A

Logo, a haste da gangorra vai girar com a velocidade angular:

Dependendo da razdo m/M entre as massas, da velocidade e dngulo de salto V, e 8 e do comprimento da

haste A, a haste da gangorra vai girar mais ou menos rapidamente em torno de seu eixo.

ER 5.4) Uma haste fina de comprimento L e massa M pode girar m

livremente em torno de um eixo fixo (z para dentro da pagina) que passa r L/2-r

f_LY_H

fora de seu centro (ver Figura). A haste estava inicialmente em repouso na |

o
z
posicdo horizontal (em azul) e em um dado instante é solta e passa a cair. } L/2-r
eo- - ---
Dados: M, L, reg.

a) Calcule a velocidade angular da haste quando ela passar pela posicdo

vertical (em verde).

Note que a haste vai passar pela vertical girando no sentido horario (w para dentro da pagina, ao

longo do eixo z positivo) e que o eixo de rotagdo (z para dentro da pagina) estd a uma distancia L/2 -r do

centro de massa da haste (bolinha vermelha no centro da haste).

Nossa experiéncia mostra que alguns estudantes tentam abordar esse problema usando a lei de
Newton da rotagdo (tggxrz = I @ ) . Eles se esquecem que o torque do peso ndo é constante durante a queda
da haste e que, portanto, eles teriam que resolver uma equagdo diferencial para a inclinagdo da haste 6(t).
Trata-se da equacgdo para o péndulo fisico, que esta longe de ser simples. Outros estudantes apelam para a
conservacdo do momento angular, sem perceber o absurdo dessa idéia, pois, se a haste esta inicialmente
parada, o momento angular antes da queda é nulo. Portanto, se ele se conservasse, o momento angular da
haste na posicdo vertical teria que ser também nulo, ou seja, teria que valer w = 0. Esses estudantes se
esquecem do torque do peso da haste durante a queda, que nesse caso é importante e faz com que a
magnitude do momento angular da haste, ao longo de z, seja crescente com o tempo. Eles se esquecem

também do bom-senso.

A idéia aqui € apelar para a conservacdo da energia mecanica da haste, pois ndo ha atrito/arraste, por
hipétese. A energia mecanica da haste quando ela estava parada na horizontal (energia potencial
gravitacional) é igual a energia mecanica da haste quando ela passar pela posicdo vertical (cinética

rotacional+potencial):
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1
EWD =E® = 0+U,(4) = 3 I w?+ Uy(D)
Aqui temos a oportunidade de discutir sobre a energia potencial gravitacional de um sistema de
particulas. Ja sabemos que para uma particula de massa m vale:
Uj=mgh

sendo h a altura da particula em relacdo a uma referéncia arbitraria. Obviamente essa expressao nao se aplica
a um sistema de particulas, como a haste desse problema. Qual seria a altura da haste? Ndo faz o menor
sentido se tentar atribuir uma Unica altura a um corpo extenso. Portanto, consideramos que para um sistema

de N particulas e massa M vale:

N
Ug = Emlg hi
i=1

sendo m; a massa e h; a altura da particula i. S6 a gravidade g ndo possui o subindice i, pois ela é a mesma

para todas as particulas, por hipétese. Multiplicando e dividindo por M obtemos:

N
mihi
Up=Mg) 3
i=1

No somatédrio dessa expressdo reconhecemos a posi¢ao h do centro de massa do sistema. Portanto:
Ug =M g hCM

A energia potencial gravitacional de um sistema de particulas é igual a energia potencial de uma Unica
particula (virtual) localizada no CM do sistema e concentrando toda a massa do sistema. Essa é mais uma

propriedade marcante do CM, dentre tantas outras que ja vimos.

Da figura vemos que o CM da haste cai uma altura L/2 -r quando a haste passa da posi¢do horizontal

para a vertical. Assim, tomando h=0 na posicao mais baixa, com a haste na vertical, obtemos:

M (L ) L w?
—-rl==lw
9\2 2
Para completar a solucdo, precisamos apenas do momento de inércia da haste. O teorema dos eixos

paralelos diz que para um eixo E paralelo a outro eixo que passa pelo CM:
IE = ICM + M dZ
sendo d a distancia entre os eixos e M a massa do corpo girante. No nosso caso vale:

d=1L/2-7 e lgy= — MI?

Portanto:
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M (L )—1 1ML2+M(L )2 2
9z 77) 7 2 \12 27 7))@

Sem muita esperancga de simplificacdo, segue que:

2031

1 2+ (5 -7)

w = 2

Note que o resultado independe da massa da haste, como costuma acontecer nos movimentos
produzidos pela gravidade. No caso r = L /2, obtemos w = 0 porque se o eixo z passasse pelo CM da haste ela
nao cairia de fato, ela permaneceria na posi¢do inicial horizontal, que seria uma posicao de equilibrio

indiferente.
b) Calcule o momento angular da haste ao longo de z quando ela estiver passando pela posicdo vertical.
O momento angularaolongodezé L, =] w.

Portanto:

1 L 2 Zg(é—r)
Lz={EML2+M (E—r) } T, +2(£ _r)z
12 2

Simplificando:

T TEE )2 =
2= 12 2 7))\ 7T)d

Esse momento angular foi criado gracas ao torque do peso da haste pois:

d

dt L, = Trextz = TMg2

Essa equagdo acima € uma equagdo diferencial que ndo é simples de ser resolvida, pois 7y g, ndo é
constante, é uma funcdo da posicdo/inclinacdo da haste. Trata-se da equacdo para um péndulo fisico, que

veremos em um préximo capitulo.

ER 5.5) Uma pessoa puxa uma caixa de massa m para cima usando uma manivela que gira um cilindro macico
em torno do qual se enrola uma corda leve. A caixa estd amarrada na extremidade livre da corda. As Figuras

abaixo ilustram a situagado, visdo obliqua e visdo de perfil.

O cilindro maci¢o possui massa M e raio R. A manivela possui um braco de comprimento H. No

S
instante mostrado na figura a pessoa esta aplicando na manivela uma forga F conforme a Figura que segue, na

visdo de perfil.
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Dados: m, M, R, H, B e g.

Calcule a magnitude da forga, F, que a pessoa deve aplicar na manivela para que, no instante mostrado

na Figura, a caixa esteja subindo com acelera¢ao de magnitude a.

)"

visdo de perfil

3
~

mg

A caixa descreve um movimento de translacdo vertical para cima. Note as forgas na caixa: T é a forca
gue a corda tensionada transmite para a caixa. Adotamos um eixo x para cima, porque esse é o sentido da

aceleragdo da caixa. A segunda lei de Newton diz que:
T—-mg=ma
Para conhecer T devemos analisar a rotacao do cilindro. A visdo de perfil € mais apropriada para esse
fim. Note que ndo sdo mostrados o peso do cilindro e as forcas que sustentam ele nos mancais, pois essa
forgas ndo produzem torque ao longo do eixo z (para dentro da pagina). Adotamos um eixo z para dentro da
pagina porque esse é o sentido da acelera¢do a do cilindro. Sendo o segmento de corda entre a caixa e o

cilindro leve e livre, a forca que a corda faz no cilindro é -T.A segunda lei de Newton da rotagdo diz que:
FsenO)H—-TR=1I«a

Obtivemos duas equacdes, mas ha trés incégnitas: T, F e a (lembre-se que a é um parametro (dado) do

problema).

A terceira equacdo que vai se juntar as outras duas que ja temos vem do vinculo entre os movimentos
do cilindro e da caixa. De fato, se a caixa sobe uma distancia h, a corda se enrola de um comprimento h em
torno da periferia do cilindro. Portanto, se a corda ndo derrapa/desliza, um ponto na periferia do cilindro deve
se deslocar também de um comprimento de arco h. Logo, as velocidades (e aceleragbes) lineares da caixa e

desse ponto na periferia do cilindro devem ser iguais em madulo. Segue que:
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a= aR

Da segunda equac¢ao obtemos entao:

Tt atF (G)H
= Rza sen R

Substituindo na primeira equacdo obtemos:
! + F () H
-——a sen ——mg=ma
R? R~ M9
Portanto:

m(g+a)+ ({/R»)a

F= /R sen®

s . . ~ _ . 1
Para um cilindro macico com o eixo de rotacdo definido na Figura vale: I = 5 M R?.

Concluindo:

_mg+(m+M/2)a
~ (H/R) sen(0)

A menor forca que deveria ser aplicada serd aquela para 8 = 902, pois nesse caso vale o maior valor

de sen(0) e o maior torque da pessoa.

ER 5.6) Uma bola de boliche de massa M e raio r é lancada rolando em uma superficie rigida horizontal com

excesso de rotagdo (wor > Vi) - O coeficiente de atrito cinético entre a bola e o piso é . .
Dados: M, r, wg , Vemo € Uc -
a) Calcule o tempo que demora para a bola assumir o rolamento sem deslizamento (RSD).

Note, a bola é langada com velocidade do centro de massa inicial V¢, € velocidade de rotagdo inicial
em torno do eixo que passa pelo CM (eixo z) wy. Havendo um excesso inicial de rotagdo (wor > Viepg), 0
pontos da bola que tocam o piso vado estar deslizando inicialmente para tras. Dai a for¢a de atrito cinético
estara apontando para frente, conforme a Figura abaixo. Essa for¢a de atrito vai aumentar a velocidade do CM
e frear a velocidade de rotacgdo, até que o vinculo do RSD comece a valer. Nesse instante a forga de atrito

cinético desaparece e a bola assume velocidades constantes (desprezando o pequeno atrito de rolamento).
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eixo z que passa pelo CM da bola para fora da pagina, que é o sentido da aceleracdo @. De fato, a velocidade
angular inicial da bola, @, , esta para dentro da pégina, ao longo de -z, e a aceleragdo que freia essa velocidade
estara para fora (+z), de acordo com o torque da forga de atrito. Note que ndo mostramos as setas do peso e

da forga normal na bola, pois essas for¢as ndo produzem torque ao longo de z e ndo aceleram a bola em x. Elas

Na Figura acima adotamos entdo um eixo x para a direita, que é o sentido da acelerac3o d¢y , € um

nao participam da dinamica da bola.

Uc = 0, entdo t* — oo, ou seja, o RSD nunca seria estabelecido, pois a dindmica depende crucialmente do

atrito.

Para o movimento de translacdo vale:

C
Repxrxy =Macy = Eq():HcW:HcMg:MaCM:’aCM: Uc g

Para o movimento de rotacdo vale:

ucMgr

TREXTZ=I(Z$F:4(C)T:IC¥ >a= i

Sendo a bola de boliche uma esfera macica (desprezando os trés buracos para encaixe dos dedos):

Logo:

Portanto, a velocidade do centro de massa vai crescer ao longo de x de acordo com:

Vem(®) =Vemo +uc g t

Enquanto que a velocidade de rotagao vai cair ao longo de z de acordo com:

5 g
w(t)=wo—zﬂc;t

Note que ndo vale (ainda) o vinculo do RSD: Vi (t) = w(t) 7.

O instante t* em que o vinculo do RSD vai passar a valer é tal que:

5
Vem(@) =Vemo +tic g t" = w(t™) 1 = wor — Eﬂcg t*

Concluindo:

_ wor — Ve

(1 +%).ch

wor — Vemo
Uc g

2
7

Note que se a bola ja fosse langcada em RSD, entdo wor = Vepe € t* = 0. Se ndo houvesse atrito,
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b) Calcule as velocidades V), e w logo apds a bola assumir o RSD.

Basta calcular Vi (t) e w(t) no instante t* obtido acima. Obtemos:

2 wor — Vemo 5 2
em(®) =Vemo + e g 7 4o g = Vemo + = Wol
(t") = 5 g (2 Wol" — VCMO) _ 2 5 Vemo

@ = @o Z#C r \7 Uc g 7 @o 7 r

Note que nesse instante (e dai para diante) vale o vinculo do RSD: Vi (t*) = w(t*) r. Apds t* as

velocidades ficam constantes, com esses valores calculados aqui.

ER 5.7) Uma roda de carroga é puxada pelo centro por uma forga horizontal F e rola sem deslizar para a

direita em uma superficie horizontal. Suponha que a roda tenha raio r, massa M e momento de inércia I.

Dados: 13, rrMel.
Calcule a forga de atrito na roda.

Primeiramente vamos pensar se ha atrito atuando na
roda. Olhando a figura ao lado, onde ndo foi representada
nenhuma forga de atrito, vemos que hd uma resultante de forgas
na roda, na horizontal para a direita (x). Portanto, da segunda lei

de Newton:

Regxrx =Macy = F= Macy

Vemos que a velocidade Vi, da roda vai aumentar para a direita.

Quanto aos torques ao longo do eixo pelo CM da roda (z ortogonal a pagina), vemos que é nulo, pois o
peso, a normal e F ndo possuem braco de alavanca em relacdo a esse eixo. Entdo, a segunda lei de Newton da
rotacao diz que:

TREXTz =0=la>a=0
Portanto, a velocidade de rotacdo w da roda vai se manter constante.

Conclusdo, temos aqui uma situacdo absurda, pois estamos supondo que a roda esta rolando sem

deslizar, ou seja, estamos supondo que valem os vinculos:
Vem = wr e acy=ar

No entanto, as equa¢bes acima mostram que, na auséncia de atrito, nenhum desses vinculos pode
valer. Fato é que no RSD, se V;; aumenta (ou diminui), entdo w também aumenta (diminui), e vice-versa. Se o

CM acelera (ou freia), entdo a rotacdo também acelera (ou freia), e vice-versa.
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Sem a forga F', a roda rolaria sem deslizar na auséncia de atrito.

O RSD ndo demandaria nenhum atrito nesse caso. A forca F cria uma
tendéncia da roda deslizar para a direita, e ndo cria nenhuma tendéncia
de rotacdo (chamamos isso de excesso de translacdo). Portanto, a forga

de atrito estdtico na roda vai se opor a essa tendéncia de deslizamento e

apontar para a esquerda. Considere entdo a figura que segue. Adotamos

um eixo x no sentido de d.;, e um eixo z para dentro da pagina, que é o sentido de @ . Ao longo de x vale:

F—F® = Mag,

Ao longo de z vale:

Vale ainda o vinculodo RSD: acy = ar

Portanto:

(E) r2

F—PA(E)=MaCM=Mar=MAf

Concluindo, a magnitude do atrito na roda é:

F
(E)
BV = —m
1_{_er

Quanto maior a forga aplicada, mais atrito é necessario para que a roda mantenha-se sem deslizar no

piso. Se F = 0, ou seja, se a roda ndo é puxada, entdo Iil(E) = 0.

Sabemos que a forca de atrito estatico tem um limite, dado por:

(E) _ —
Fiyax = Hen = ug Mg
sendo up o coeficiente de atrito estatico entre a roda e o piso. Portanto, o maior valor de F (Fy4x) que

poderia ser aplicado na roda sem que ela deslizasse é dado por:

M r?

Fyax
:>FMAX:<1+ T >HEM9

2
14 M7

E E
Fisax =g M g = E =

Quanto mais pesada a roda (maior M) e mais atrito estatico entre a roda e o piso (maior ug), mais podemos
puxar a roda, fazendo-a rolar sem que ela deslize. Se definirmos a momento de inércia da roda como sendo
I = k M r?, sendo k um fator adimensional, que depende unicamente da forma da roda, obtemos a express3o
simplificada:

Fyax=A+kK)pugMg
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ER 5.8) Uma bailarina estava rodopiando em torno de um eixo vertical (z) com os bracos
fechados junto ao corpo. Em um dado instante essa bailarina abre os bracos e sua
velocidade de rotagdo diminui. Faga uma estimativa da razdo wr/w, entre as magnitudes

das velocidades angulares da bailarina antes e depois dela fechar os bragos.

A idéia de se fazer uma estimativa é que teremos que propor um modelo para o
corpo da bailarina, e a resposta para nossa estimativa dependera desse modelo. Quanto
melhor o modelo, mais a estimativa para a razdo wy/w, vai se aproximar da realidade, ou
seja, do que seria observado na pratica. Pretendemos fazer aqui uma estimativa mais
simples, pois ndo é nosso objetivo obter um resultado muito preciso. Na Figura que segue
mostramos entdo nossa proposta de modelo para o corpo da bailarina. Quando de bragos

juntos ao corpo, a bailarina é um cilindro macico de massa M e raio r.

Quando de bracos abertos, a bailarina é composta de um cilindro z
macico de massa M-2m e raio r-b (b é a espessura de um braco) e de
uma haste fina de massa 2m (m é a massa de um braco) e comprimento N—1

2B (B é o comprimento de um braco). Desprezando o atrito do ar e do

piso (que uma hora vao fazer finalmente a bailarina parar de girar), a \\_,/V
Wy
bailarina gira submetida apenas as forcas peso e normal do piso, ambas

verticais. Essas forcas ndo produzem torque vertical. Segue que o

momento angular da bailarina ao longo desse eixo vertical (z) se Bailarina de

conserva nesse processo (rapido) de abrir os bragos. bracos fechados

Portanto (“0”=imediatamente antes e “f” = imediatamente depois de abrir os bracos):

If (,()f = Io(lJO
Ou seja:
“r_h
Wy If

| Zl
|
\H/wf
Bailarina de
bragos abertos

Antes de abrir os bracos vale o momento de inércia de um cilindro macico de massa M e raio r

(girando em torno de um eixo pelo CM):

1
Iy ==Mr?
027"

Ap0s abrir os bragos resta um cilindro macico de massa M — 2 m e raio r-b (girando em torno de um

eixo pelo CM):

1 2
Iy =5(M~2m) (r~b)
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e ainda o momento de inércia de uma haste fina com eixo pelo centro:

1
2m (2 B)?

I, =—
h ™12

Logo:
wp I Mr?

wo [+ 1 (M—Zm)(r—b)2+%mB2

Para uma bailarina de massa M = 50 kg, raio r = 16 cm, bragos com B = 53 cm (30% da altura),

b=4cmem = 2,5kg (5% de M), obtemos:

w
T ~081
Wo

Nesse modelo, ao abrir os bragos, a bailarina faz sua velocidade angular cair para 81% do valor inicial.

ER 5.9) Um atirador atira na periferia de um cilindro macico
de massa M e raio r que pode girar livremente em torno de
seu eixo fixo (z para dentro da pagina). A bala ricocheteia no

cilindro e este adquire uma velocidade de rotacdo em torno de

seu eixo. A bala, de massa m, chega com velocidade V, e

rebate com velocidade Vf, conforme a figura.
Dados: M, r,m, 6,V e Vs .

Calcule a velocidade w de rotacdo do cilindro logo apds o ricochete da bala, supondo que ele estava

inicialmente em repouso.

A bala faz forca (de contato) no cilindro e exerce um torque ao longo de z. O cilindro responde com
uma forca e um torque na bala, que desviam sua trajetdria. Ndo conhecemos essas forcas e torques, mas
sabemos que sdo internos ao sistema bala+cilindro. As forcas externas sdo o peso da bala (um peso
minusculo), o peso do cilindro, as forcas que fixam o eixo do cilindro (todas sem braco de alavanca em relacao
a z) e os atritos (despreziveis). Assim sendo, podemos apelar para a conserva¢do do momento angular L, do
sistema bala+cilindro. Portanto:

L(ZA) = L(ZD) =>mVyrsen(8) =1 w+mVrsen(d)
Note que, de acordo com a regra da mao direita, todos os momentos angulares estdao para dentro da

pagina e sdo, portanto, positivos.

. . . 1
Para um cilindro macico com o eixo z dado: I = > Mr?.
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Segue que:

sen(0)
r

m
w=2M(VO—Vf)

Note que, para 6=0, a bala incidiria radialmente no cilindro, sem braco de alavanca, e o cilindro nao
adquiriria rotagdo. Da mesma forma, se V, = Vf, a bala ndo teria sido afetada pelo cilindro, e o cilindro nédo
seria afetado pela bala (ou, o empurrdo que a bala faria no cilindro na chegada seria igual em magnitude e

oposto ao empurrdo que a bala faria no cilindro na saida e este ndo adquiriria nenhuma rotagao).

Equivalentemente, se V, = V; a energia cinética da bala se conserva, ndo restando possibilidade para

o cilindro adquirir ele préprio uma energia cinética de rotacao.

ER 5.10) Uma haste fina de comprimento 2L é formado pela

emenda de duas hastes finas de comprimento L: uma haste de Al e
e

ferro, de massa M (laranja), e uma haste de aluminio de massa m I

(cinza). A Figura ao lado ilustra essa haste e dois eixos x e v,
passando pelas extremidades da haste. Considere que essa haste esteja girando com velocidade w em torno

de uma de suas extremidades.
Dados: L, M, m e w.
a) Suponha que a velocidade da haste seja @ = w %, calcule a energia cinética de rotacdo da haste.

A energia cinética de rotacdo da haste é dada por:

Krot = 5 1 w?
rot 2 w

O que precisamos fazer entdo é calcular o momento de inércia da haste, que é dada por:
I = IFE + IAl
Sendo I, 0 momento de inércia da metade da haste feita de material k.

Note, se W@ = w X , a haste estd girando em torno do eixo x. Entdo, a haste de aluminio é uma haste

girando em torno de um eixo passando por sua extremidade, ou seja:

I —1 L?
Al_3m

A haste de ferro é uma haste girando em torno de um eixo (x) que esta distante L+L/2 de seu CM.

Portanto, de acordo com o teorema dos eixos paralelos, o momento de inércia dessa haste é:
2

L
Ipex = lpecu + M(gi)
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com:

Ipecm = E M I?

Portanto:

O VO LI 75 S Sy
BERREY 4 “3MmE T3

A energia cinética da haste é:

1 /1 7 1
®_ (= 2 - 2 2 _ 2,2
K —2(3mL +3ML>a) 6(m+7M)La)

b) Suponha que a velocidade da haste seja @ = w 7, calcule a energia cinética da haste.

Note, se @ = w ¥, a haste esta girando em torno do eixo y. Entdo, os papéis das hastes se invertem,
em relagdo ao item (a) acima. Agora é a haste de ferro que esta girando em torno de um eixo passando por
sua extremidade, enquanto que a haste de aluminio é uma haste girando em torno de um eixo (y) que esta

distante L+L/2 de seu CM. Permutando entdo m por M na resposta do item (a) obtemos:

rot —

1
k¥ = S (M +Tm) 2w’
A razado entre as energias cinéticas é:

KLY m+7M

rot __

K(Z)_ M+7m

Consultando na internet vemos em uma tabela que as densidades desses materiais sdo: p,; = 2,7 g/cm’ e

Pre = 7,87 g/cma. Portanto, a razdo entre as energias cinéticas é, aproximadamente:

K(l) _ Pail + 7.0Fe - 57,79 -

rot

K@~ pre+7pa 2677

rot

2,2

A configuracdo (a) tem praticamente o dobro de energia cinética da configuracdo (b), para uma mesma

velocidade angular w.

ER 5.11) Um rolo é formado por dois cilindros macicos de massa M e raio
R unidos por um eixo que é um cilindro oco de massa m e raio r (um

pedaco de cano). Um barbante é enrolado no eixo do rolo e sua

T

extremidade é puxada por uma forga horizontal de médulo F. O rolo,
inicialmente em repouso, passa a, por hipdtese, rolar sem deslizar no

piso horizontal. A Figura ao lado ilustra essa ideia.

Dados: M, R, m, r e F.
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a) Suponha que o barbante seja enrolado e puxado como na Figura ao lado

(visdo de perfil), calcule o médulo da forga de atrito no rolo.

Ja adotamos um eixo x no sentido que esperamos que o rolo acelere
seu CM e um eixo z pelo CM no sentido em que esperamos que ele acelere
sua rotacdo (para dentro da pagina), se ele vai rolar sem deslizar.

Primeiramente vamos ver se ha atrito no rolo. Obviamente a pergunta sobre

T

v

se hd atrito cinético ndo faz sentido, pois estamos supondo que o rolo estd em RSD. A pergunta que cabe é se

ha atrito estatico. A idéia ja foi apresentada anteriormente. Se ndo houvesse atrito, da para ver que a

velocidade do CM iria aumentar para a direita, porque a resultante das forcas em x seria simplesmente F. Ao

mesmo tempo a velocidade @ iria aumentar para fora, ao longo de —z (sentido anti-horario de rotac3o), por

causa do torque de F ao longo desse eixo, que esta para fora. Trata-se de uma situacdo absurda, pois @ tem

gue aumentar no sentido oposto, para dentro (sentido horario), para ser compativel com o rolamento do rolo.

Entdo tem que haver atrito estatico, para ocorrer o RSD. A for¢a de atrito vai estar para a direita ou para a

esquerda? Vemos que F cria no rolo uma tendéncia de deslizar para a direita
rolo no sentido anti-horario (como ja discutimos), de tal forma que a
superficie do rolo que toca o chao deslize para a direita. Portanto, se
as duas tendéncias de deslizamento sdo para a direita, a for¢a de

atrito vai estar para esquerda, como mostrado na Figura ao lado. Em

A

{
~

e ao mesmo tempo, tenta girar o

'R
4

T

X, a segunda lei de Newton diz que:
E
F—E® =@2M+m)acy
Em z, a segunda lei de Newton da rotagao diz que:
FR-—Fr=1Ia
Vale ainda o vinculo do RSD: acyy = a R, por hipdtese.
Portanto, da segunda equacao:
R
_ MMpBE p _
acu = 7 (P R-Fr)
Substituindo na primeira equacgao:
R
F-E®=@M+m) 7(1~"A(E)R —Fr)

Logo:

£ _ I/R?> + (r/R)(2 M + m) v
A I/RZ+2M+m
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0O momento de inércia do rolo, que deveria ser substituido na expressao acima, é:

M R?
=2

+ mr? = MR? + mr?

~ E . . . . .
Note que se F = 0, entdo FA( ) = 0, ou seja, se o rolo estivesse rolando solto sem deslizar, sem ninguém

puxando, ndo haveria atrito nenhum.

b) Suponha que o barbante seja enrolado e puxado como na Figura ao lado

S
(visdo de perfil), calcule o médulo da forga de atrito no rolo. F >
Ja adotamos um eixo x no sentido que esperamos que o rolo z @
acelere seu CM e um eixo z pelo CM no sentido em que esperamos que ele >
X

acelere sua rotacdo (para dentro da pagina), se ele vai rolar sem deslizar.
Primeiramente vamos ver se ha atrito estatico no rolo. Se ndo houvesse
atrito, da para ver que a velocidade do CM iria aumentar para a direita, porque a resultante das forcas em x
seria simplesmente F. Ao mesmo tempo a velocidade @ iria aumentar para dentro, ao longo de +z (sentido
horario de rotacdo), por causa do torque de F ao longo desse eixo, que estd para dentro. Tudo isso é
compativel com o rolamento do rolo. Ndo ha nada de evidente, como aconteceu no item (a), que indique que
temos de supor um atrito no rolo. Ele pode rolar sem atrito, puxado dessa forma. Mas, veremos na solucao
gue segue que esse é um caso particular, para um dado valor especifico da razio r/R e das massas. Portanto,
ndo temos nada que nos obrigue a supor que ha atrito no rolo, mas vamos supor que ele existe e ver se ele

pode/deve ser nulo ou ndo. Dessa forma, estamos admitindo solu¢gdes mais gerais do problema. A for¢a de

atrito vai estar para a direita ou para a esquerda? Vemos que F cria no rolo uma tendéncia de deslizar para a
direita e ao mesmo tempo, tenta girar o rolo no sentido horario, de tal forma que a superficie do rolo que toca
o chdo deslize para a esquerda. Portanto, ha duas tendéncias opostas de deslizamento e novamente, ficamos
em duvida sobre o sentido do atrito. Nesses casos, quando ha uma indefinicdo, o melhor que podemos fazer é
arbitrar um sentido para o atrito. O sinal da resposta vai nos dizer se o sentido que arbitramos esta correto ou

ndo. Por exemplo, vamos admitir aqui um atrito para a esquerda, como fizemos no item (a). Dai vamos calcular

Iil(E). Se F:q(E) for positivo, é porque o atrito estd mesmo para a

~ E . . . . 2
esquerda. Sendo, se Ifq( ) for negativo, é porque o atrito esta para a F
direita. Se F¥) = 0, ent3 lo ni isa de atri |
ireita. Se F,7~ = 0, entao o rolo nao precisa de atrito para rolar z@
sem deslizar. Veremos que os trés casos sao possiveis. =(E)
A R
< X

Vamos usar entdo o digrama de forcas e o referencial

representados ao lado.

Em x, a segunda lei de Newton diz que:
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F—F® =@M+m)acy
Em z, a segunda lei de Newton da rotagao diz que:
EPR+Fr=1Ia
Vale ainda o vinculo do RSD: acyy = a R.
Portanto, da segunda equacao:

acy = ?(FA(E)R +Fr)

Substituindo na primeira equacdo:

R
F-EP=@M+m) —(F”R+Fr)

Logo:

) _ I/R?> — (r/R)(2 M +m) v
a I/R2+2M+m

Note que agora podemos ter FA(E) = 0 mesmo com F # 0. De fato, ha trés possibilidades:

1. I/R* = (r/R)(2M +m) > 0, entdo lfq(E) estd para a esquerda, como supusemos desde o inicio.
2. I/R>—(r/R)(2M +m) < 0, entdo Eq(E) esta para a direita.

3. I/R?®—(r/R)(2M +m) = 0, entdo F") = 0.

Preferimos ndo substituir a expressdo de I nas expressdes acima, mas dd para ver que poderd haver

algumas simplificagGes (ndo muitas).

Se vocé fizer um experimento com um rolo como o mostrado aqui e puxar a ponta do barbante, vai ver
gue na situagdo (a) o barbante vai se enrolando no eixo e puxando sua mao para a esquerda, a medida que o
rolo avanca para a direita. No caso (b), o barbante vai se desenrolando e sua mao vai para a direita junto com
o rolo. Ao puxar o rolo através do barbante, criamos nele tendéncias de deslizar no piso que competem entre
si, abrindo possibilidade para o rolo rolar sem deslizar com atrito estatico para frente, para trds, ou mesmo

nulo.
5.7 Exercicios propostos

EP 5.1) O ponteiro dos minutos de um reldgio é uma haste fina de massa M =1 g e comprimentoL=1 cm.

Calcule a energia cinética de rotagdo desse ponteiro (em joules).
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EP 5.2) O eixo do motor de um automdével esta girando com velocidade angular constante w. Calcule quantas
voltas completas em torno de si mesmo esse eixo dd em um tempo At = 1 hse:a) w = 1000 rpm b) w = 30

rad/s.

EP 5.3) Um automovel esta viajando com velocidade V=100 km/h, sem derrapagens. Calcule a velocidade de
rotacdo (em rad/s) de um dos pneus em torno de seu eixo de rotag¢do. Considere que o conjunto roda+pneu

tem raio R=30 cm.

EP 5.4) Um cilindro de massa M e raio R tem momento de inércia (em relagdo a um eixo axial pelo CM)
I = k M R?, sendo k uma constante adimensional . Suponha que esse cilindro esteja rolando sem deslizar

para baixo de um plano inclinado de um angulo 8 com a horizontal. Calcule a aceleracdo do CM desse cilindro.

EP 5.5) Uma estrela de forma esférica macica, massa M e raio inicial R sofre um rdpido colapso gravitacional e
se contrai, passando a ter um raio menor R/k, sendo k uma constante adimensional maior que 1. Supondo
que a estrela estava girando em torno de um eixo que passa por seus polos com velocidade angular wg, calcule

a nova velocidade angular logo apds o colapso.

EP 5.6) Uma torre que tem basicamente a forma de uma haste fina e rigida de massa M e comprimento H cai,
partindo do repouso de sua posic¢do inicial vertical. Ela cai girando em torno de seu ponto fixo de apoio no
chdo. Calcule a velocidade angular da torre (ao longo de um eixo que passa por esse ponto de apoio) no

instante em que a torre vai tocar o chdo horizontalmente. Despreze o arraste com o ar.

EP 5.7) Um automovel é basicamente um bloco de massa M e quatro cilindros macigos, cada um de massa m

e raio R. Se a energia cinética do automovel é K, e os cilindros rolam sem deslizar, calcule sua velocidade V.

EP 5.8) Uma haste fina de comprimento L e massa M pode girar livremente em torno de um eixo que passa
por sua extremidade. Um atirador da um tiro no meio da haste. A bala, de massa m e velocidade V, incide
ortogonalmente a uma distancia D do eixo de rotacdo da haste. Calcule a velocidade angular da haste logo

apos o tiro, supondo que a haste estava inicialmente parada e que a bala ficou incrustada na haste.

EP 5.9) Um conjunto pneu+roda é basicamente um cilindro macico de massa M e raio R que pode girar em
torno do eixo central z. Suponha que esse conjunto pneu+roda esteja desbalanceado, o que implica que seu

momento angular ndo estd ao longo do eixo z. Suponha que quando ele esta girando com velocidade angular

w ao longo de z seu momento angularsejal = w 2 + B [sen (w t) X + cos(w t) J], sendo I e B constantes
positivas. Calcule o torque que esse conjunto pneu+roda produz no eixo que o sustenta. Esse torque faz o

automoével vibrar e pode ser eliminado através do balanceamento da roda, que se resume a fazer B = 0.
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EP 5.10) Uma pessoa puxa a extremidade de uma corda leve com uma for¢a horizontal de

T

maodulo F. A corda passa por uma polia, que é um disco macico de massa m e raio R, e tem fixo
na sua outra extremidade um bloco de massa M. Veja a figura ao lado. A polia gira sem atrito
em torno de um eixo fixo central. Calcule a for¢a F que deve ser aplicada para que: a) o bloco
suba com aceleracdo vertical de mddulo a. b) o bloco des¢a com aceleragdo vertical de médulo a. c) Calcule a

maior aceleracdo possivel de descida do bloco.

EP 5.11) Uma crianca de massa m estd em pé sobre um disco de raio R e massa M contido em um plano
horizontal. O disco pode girar livremente em torno de um eixo (z) vertical que passa pelo seu centro. A crianga
e o disco estdo inicialmente em repouso e a crianca esta proxima da periferia do disco (ou seja, no raio R). Em
um dado instante a crianca comeca a correr sobre o disco, percorrendo um circulo de raio R. a) Se a crianca
correr com velocidade de mddulo V (em relacdo a Terra), calcule a velocidade angular do disco. b) Calcule o

angulo que o disco gira no intervalo de tempo em que a crianca dd uma volta completa no disco.

EP 5.12) Um rolo de massa M e momento de inércia H (em torno de um eixo central

M
pelo CM) é formado por um disco de raio r colado a um disco de raio maior R. Uma
corda leve é enrolada no disco menor e tem na outra extremidade pendurado um ‘ ’
bloco de massa m. A polia tem massa desprezivel. Supondo que o bloco esta caindo,
e o rolo rolando sem deslizar, calcule a aceleragao do centro de massa do rolo. Dica:

muita atengdo para o vinculo entre as acelera¢ées de CM do rolo e do bloco. Suponha que a forga de atrito no

rolo esteja oposta ao seu movimento.

EP 5.13) A cancela de uma garagem consiste em uma haste fina rigida de massa M e

comprimento C que pode girar em torno de um eixo (z, orientado para fora da folha)

que passa por uma de suas extremidades, conforma a figura ao lado. Considere que
no instante mostrado na figura a cancela esteja girando no sentido horario (subindo)
com aceleracdo angular de mdédulo a. Calcule o vetor torque que o motor esta aplicando no eixo de giro da

cancela.

EP 5.14) Um cilindro macico de raio R e massa M tem uma corda leve enrolada em sua P
periferia, como um ioi6. A extremidade livre da corda é puxada para cima por uma forga
vertical, de tal forma que o CM do ioi6 fique em repouso, enquanto ele gira no ar. Calcule a

aceleragdo angular do ioi6. A corda ndo desliza na superficie do cilindro.

EP 5.15) Um volante consiste em um cilindro macico de raio R e massa M. Esse volante estd inicialmente
girando em torno de um eixo fixo central com energia cinética K. Uma forca de atrito de magnitude constante

F é aplicada tangencialmente a periferia do cilindro. Calcule o tempo que o volante demora até parar.
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EP 5.16) Uma bola de pingue-pongue de massa M e raio R é cuidadosamente colocada em um piso horizontal
de tal forma que sua velocidade angular inicial seja wy e sua velocidade de CM seja nula. O coeficiente de
atrito cinético entre a bola e o piso é p.. A bola comega a patinar no piso e inicia entdo um movimento de
rolamento com deslizamento. a) Calcule o tempo que demora até que essa bola assuma o movimento de

rolamento sem deslizamento. b) Calcule a energia mecanica dissipada nesse processo.
5.8 Respostas dos exercicios propostos

EP5.1) = 0,51 x 10713

EP 5.2) a)60.000 b)=17.189

EP5.3) = 92,6 rad/s

EP 5.4) g—sleflfe)

EP 5.5) k? w,

EP5.6)\/3g/H

EP5.7) 2K / (M + 2m)

mD

EP5.8) (1/3)M L2+m D2

EP5.9) —B w([cos(w t) X — sen(w t) 7]

EP5.10)a)Mg+(M+%)a b) Mg—(M+%)a c)MMjg

2

EP 5.11) a);—': V b) 112
2m

mR (r+R)

EP 5.12) m (r+R)2+M R2+H

g - O vinculo entre as aceleragbes de CM é: appro = AgrocoR/(R + 1)
EP5.13) — [Mg%cos(@) + M%Z a]z“

EP 5.14) 2%

EP 5.15) @

2 woR

EP 5.16) a) -
S5ucyg

b)éMRng
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6

Equilibrio estatico de corpos rigidos

Assim como zero é uma quantidade, o repouso é um movimento, o movimento nulo. Se pretendemos

entender o movimento, devemos entender o repouso, como um caso particular.

Um corpo esta em repouso, ou em equilibrio estatico, quando sua posicdo e orientagdo no espago ndo
mudam ao longo do tempo. Ele permanece la no mesmo lugar, hoje e sempre. O interesse em entender o
repouso dos corpos vem desde a antiguidade, quando a humanidade ergueu suas primeiras construgoes, e
perdura até hoje, pois as constru¢ées mudaram, mas as leis do
equilibrio sdo as mesmas. As pedras do monumento de Stonehenge
(Figura ao lado), das piramides do Egito e das cidades Incas no Peru,

por exemplo, foram colocadas umas sobre as outras ha centenas ou

milhares de anos, e estdo |4 até hoje. Elas estdo em equilibrio
estatico, que é a condicdo que um corpo deve ter para se manter em repouso. Aristoteles, Arquimedes,
Leonardo da Vinci, Galileu e outros génios da humanidade deram sua contribuicdo para o entendimento da
alavanca (uma maquina “amplificadora” de forc¢a, usada desde a antiguidade) e langcaram os conceitos basicos

dessa ciéncia, a “estatica”, que descreve/explica o repouso dos corpos.

Vamos discutir aqui o equilibrio estatico de corpos rigidos, ou seja, ndo vamos nos preocupar com

possiveis deformacg6es (mudancas de forma e tamanho) do corpo de interesse.
6.1 Condigoes para o equilibrio estatico

Considere um corpo rigido de massa M submetido a varias for¢cas. Queremos que essas forgas sejam
tais que esse corpo, estando em repouso em t=0, continue em repouso para sempre. Ja sabemos que todo
movimento pode ser pensado como sendo uma superposicao de translacdo e rotacdo em torno de um eixo

que passa pelo CM do corpo, conforme o teorema de Chasles. Simbolicamente:
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M:T+RCM

Portanto, para permanecer em repouso (M=0) esse corpo ndo pode adquirir translagdo (T=0) e nem

rotacdo (Rcw=0) em torno de um eixo qualquer que passa pelo CM.

O movimento de translacdo é aquele em que todos os pontos do corpo se movem juntos com o

centro de massa. Portanto, para que um corpo nao translade (T=0) deve valer a condigado:
Rgxr =M dcy = 0= Rgyr =0

As forcas devem ser tais que produzem uma resultante nula. Isso garante que o CM do corpo permanega em

repouso, se ele estava em repouso em t=0.

Estando o CM em repouso, resta ainda a chance desse corpo girar em torno de um eixo que passa pelo
CM. A Figura 6.1 ilustra essa idéia. Uma haste de comprimento L estd inicialmente em repouso e é submetida a
apenas duas forcas opostas Fe-F (esqueca a gravidade, a haste esta flutuando no espaco vazio). Note que

vale:

ﬁEXTzﬁ‘l'(_ﬁ): 6

J

Figura 6.1: Um exemplo simples, um binario de
forcas, F e —F, que mostra que a condicdo
z ﬁEXT=6 ndo é suficiente para que um corpo

—F permanega imével.

Mas, ja sabemos que esse corpo ndo vai permanecer em repouso, ele vai girar em torno de um eixo (z,

para fora da pagina) que passa pelo CM, com aceleracdo angular a ao longo de z de magnitude dada por:

L L
TREXTZ:FE+FE=FL:IQ

sendo I o momento de inércia da haste em relagdo ao eixo z pelo CM.
Para garantir que um corpo nao gire em torno de nenhum eixo que passa pelo CM (R¢y=0), basta

considerarmos um sistema de trés eixos x, y e z ortogonais entre si, com origem no CM, e mostrar que o

torque resultante nesse referencial é nulo, ou seja:

=(CM - 0N
z( )REXT =0

A notacdo (CM) indica que o referencial tem origem no CM. Assim, se o corpo estava em repouso em t=0, vai

continuar em repouso, sem girar, para sempre.
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Resumindo, as duas condicdes necessarias e suficientes para o equilibrio estatico de um corpo rigido

sdo (supondo que a condig¢do inicial seja o repouso):

1. ﬁEXT =0:As forgas devem ser tais que se anulam mutuamente (T=0).

2. ?(CM)REXT = 0 : Os torques resultantes ao longo de quaisquer eixos x, y e z ortogonais entre si que

passam pelo CM devem ser nulos (Rcy=0).

A condicdo 2 pode ser simplificada através do seguinte teorema: suponha um sistema de eixos x, y e z com

origem no ponto “A”, de tal forma que o torque resultante das forcas nesse referencial é nulo:

‘?(A)REXT =0

Entdo, para qualquer outro sistema de eixos com origem em outro ponto B vale:

‘F(B)REXT =0

desde que ﬁEXT =0.
Resumidamente: Rz=0 se Ry=0, desde que I_?)EXT =0.

- - = - - =
A demonstragdo desse teorema é muito simples: basicamente T(A)Ig =1y XFe T(B)I; = 15 X F. Como

Tg = T4 + 5, sendo C uma constante independente de F, segue a validade do teorema.

Portanto, podemos usar esse teorema para simplificar a segunda condicdo de equilibrio, relaxando o
vinculo de sempre termos que calcular o torque resultante em relagdo a eixos que passam pelo CM. Ao invés
de impormos R¢y=0, podemos impor Rp=0, sendo “O” uma origem qualquer, ndo necessariamente uma

origem no CM do corpo. Isso porque o teorema acima garante que se Ro=0 entdo Rqy=0 e vice-versa (desde

gue valha também ﬁEXT = 6, gue é o contexto aqui).

Concluindo, com essa simplificagdo/generalizacdo, as condi¢des de equilibrio ficam:

1. ﬁEXT =0:As forcas devem ser tais que se anulam mutuamente (T=0).
2. TOppyr = 0: Os torques resultantes ao longo de eixos x, y e z (ortogonais entre si) com
origem em qualquer ponto “O” devem ser nulos. O ponto “O” pode ser escolhido

arbitrariamente, de acordo com a conveniéncia (Ro=0).

Um problema de equilibrio consiste basicamente em determinar as for¢cas que devem atuar em um corpo
para que ele permanega estatico. Devemos construir o diagrama de forgas para o corpo de interesse e impor
as duas condicBes de equilibrio, que, no caso mais geral, podem levar a um conjunto de seis equagdes

algébricas para as componentes das for¢as. Ha casos em que obtemos menos equagdes do que incognitas a
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serem determinadas. Esses sdo os casos de equilibrio indeterminado, sobre os quais comentaremos

brevemente mais adiante.

E importante ao fazer o diagrama de forgas para um corpo cujo equilibrio queremos estudar que essas
sejam representadas em seus locais corretos de aplicagdo, para que seus torques estejam corretamente
definidos. A Unica liberdade que temos (chamado de principio da transmissibilidade), para o caso de um corpo
rigido, é a de deslocar as for¢as ao longo de suas linhas de agdo, pois esse deslocamento ndo altera os bragos
de alavanca e nem os torques das forcas (poderia alterar as deformacgdes do corpo, se ele fosse nao-rigido).
Para forgas concentradas em regides pequenas, consideramos basicamente que elas atuam em um
determinado ponto do corpo. Por exemplo, a forca exercida por um barbante fino ou por um apoio
pontiagudo. Na pratica as forcas estdo geralmente distribuidas em uma regido do corpo. Por exemplo, a forca
que a lamina de uma faca ou de uma tesoura faz em um corpo é, basicamente, distribuida ao longo de uma
linha no corpo (a linha de apoio da Iamina afiada). As forgas de atrito e normal atuam distribuidas em areas de
superficies, que podem ser pequenas ou extensas. Se as superficies/linhas de contato forem pequenas
(quando comparadas com outras dimensées do sistema), como a ponta de uma haste, podemos considerar
gue essas forcas atuam em um ponto de contato. Adotaremos essa simplificacdo ao longo desse texto.
Superficies ou linhas extensas de aplicacdo de forgas podem exigir um pouco mais de esfor¢co, como a
determinacdo dos centréides dessas superficies e linhas. Quanto ao peso, trata-se de uma forca distribuida em
todo o volume do corpo e a definicdo de seu “ponto de aplicagdo” da origem ao conceito de centro de

gravidade, que discutiremos em seguida.

Vale registrar que durante a construgao das equagdes de equilibrio o calculo do torque de uma forga pode
ser simplificado através do teorema de Varignon, que afirma que o torque de F ao longo de um eixo z é a
soma dos torques ao longo de z das componentes de F. Considere o exemplo da Figura 6.2 abaixo em que

queremos calcular o torque da forga F (no plano do papel) ao longo do eixo z (ortogonal ao plano do papel,

orientado para fora). As distancias A e B e o angulo 6 foram dados.

E, B
-===1
0 I
Bl LA
F I

@:

Figura 6.2: llustracdo do uso do teorema de Varignon para o célculo de torque: o torque de uma forcga é a

soma dos torques das componentes dessa forca.
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Ha aqui duas opc¢odes:
i) podemos gastar um tempo calculando o brago de alavanca b de Fem relagdo ao eixo z:

b = Bsen(8) — A cos(8)
e concluir que:

Uiz

=F b =F[Bsen(0) —Acos(0)]

ou
ii) podemos apelar diretamente para o teorema de Varignon e escrever:
Tp, = Thz T TR,z = —F,A+ E,B = —(F cos(8)) A + (F sen(0))B

A segunda opcdo é mais simples e rapida, pois a avaliacdo dos bracos de alavanca das componentes da

forca é imediata. Note que usamos a regra da mao direita para definir os sinais dos torques ao longo de z.
6.2 Centro de gravidade

Na Figura 6.3 abaixo tentamos passar a idéia de que o peso de um corpo é uma forca distribuida em

toda a extensdo do corpo. Cada particula que compde o corpo, um préton, um néutron ou um elétron, possui

um peso minusculo, que atua la onde essa particula esta. O peso P do corpo é a soma vetorial desse nimero

imenso (=10%**) de pesos minusculos (=102°N).

Figura 6.3: O peso de um corpo n3ao é uma forga
localizada. E uma forca distribuida em todo o volume
do corpo. Cada setinha vermelha representa o peso
minusculo de um prdéton, néutron ou elétron. Para
um corpo macroscopico ha um numero incrivel de

setas, cerca de 10** (o nimero de Avogadro).

Havendo entdo N particulas, cada uma de massa m; , o peso do corpo é:
N
=g -
P = z m; g;
—

i

sendo g; a aceleracdo da gravidade no local onde esta a particula i. Note, estamos aqui considerando um caso
geral, em que o corpo pode ter um tamanho arbitrario, de tal forma que as particulas que o compdem possam
estar em lugares tdo distantes uns dos outros que a aceleracdo da gravidade em uma particula pode ser
diferente da aceleragdo da gravidade em outra particula. De fato, sabemos que a aceleracdo da gravidade
diminui quando nos afastamos do centro da Terra (ela decai com o quadrado da distdncia ao centro da Terra,

de acordo com a lei de Newton da gravitacdo). Portanto, a todo rigor, a aceleragdo da gravidade no topo de
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um prédio de 100 andares é menor que a aceleracao da gravidade no térreo desse prédio. Ha ainda a variacao
na direcdo do vetor aceleragdo da gravidade. Por exemplo, a aceleragdo da gravidade no Japao é basicamente

oposta/anticolinear a acelera¢do da gravidade no Brasil.

As condicdes de equilibrio envolvem todas as forcas e uma delas é o peso. A primeira condicdo
=
envolve a soma das forgas e, portanto, envolve apenas a resultante P de todos os pesos das particulas que
compdem o corpo de interesse. Essa resultante pode ser medida com uma balanga. O problema estd na
segunda condicdo, sobre os torques, que vai envolver os bracos de alavanca de cada um dos 10** pesos. Para
. i ~ . ~ . - - = -
simplificar as equagdes, usaremos aqui a notagdo vetorial para o torque de uma forga: 7z = ¥ X F,sendo7 a

posicdo de aplicagdo da forga (em relagdo a uma origem arbitraria “O”). A Figura 6.4 abaixo ilustra essa idéia.

Figura 6.4: O peso de um corpo é uma forga
distribuida e o torque do peso envolve,
portanto, uma soma sobre um nimero muito
grande dos torques dos pesos minusculos das
particulas que comp&em o corpo de interesse:

- _ = -
Tmigi_ T‘iXmigi.

A condicdo de equilibrio para o torque das forcas vai envolver o torque dos N pesos, ou seja, o

somatoério:

N N
Z?miﬁi = Zﬁ' X m; g
i=1 i=1

A idéia do centro de gravidade estd ilustrada na Figura 6.5 abaixo. Deve existir um ponto, o centro de
gravidade (abreviado por CG), tal que, se representarmos a seta do peso P nesse ponto, o torque do peso que
obtemos é igual ao que obteriamos se calculdassemos o somatério dos N torques definido na equagao acima.

Nesse sentido, o CG é o ponto no espago que concentra o peso do corpo.

equivale a
T
CG
7; Tee
P
0] 0]

\ 4

Figura 6.5: O centro de gravidade é um ponto no espago que concentra o peso do corpo,

preservando/reproduzindo o torque dos N pesos minusculos.
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Matematicamente, essa idéia é expressa pela igualdade, que define a posi¢do 7-; do CG de um corpo

qualquer:

Fixmi§i= FCG X P

iP]=

i=
Resumindo: ao ndo querer enfrentar o calculo do somatdrio dos pesos minusculos distribuidos
N - g
(X1 7: X m; g;), concentramos o peso total em um ponto apenas, o CG do corpo, de tal forma que obtemos o
mesmo torque que o somatério forneceria. A questdo que fica é: como calculamos a posi¢do 7; do centro de
gravidade de um corpo qualquer? Basta resolver a equacdo acima para 7.;. Por exemplo, usando as
propriedades do produto vetorial, podemos mostrar que a componente x da equacdo acima leva a seguinte

equacdo escalar:

N
Z m;(¥: 9iz — Zi Giy) = YeePe — ZccPy

i=1
sendo P, a componente z do peso do corpo e g;, a componente z da aceleragdo da gravidade na posi¢ao da
particula i (analogamente para os outros termos). As componentes y e z da equacao vetorial levam a equacgGes
escalares similares para X¢¢, Yce € Zcg- Ficamos entdo com um sistema de trés equagdes e trés incognitas para

a posi¢ao (Xcq, Yeer Zcg) do CG.

Obviamente essa estratégia ndo vai trazer nenhuma vantagem no uso do conceito de centro de
gravidade, pois nos obrigara, no final das contas, a calcular o somatério, cujo calculo queremos evitar. So resta
entdo uma saida, para tornar o conceito de centro de gravidade util: devemos simplificar nossas hipdteses. Por
exemplo, a idéia de que cada particula do corpo estd submetida a uma gravidade prépria g; é formalmente
correta, mas trata-se de um exagero, quando consideramos o equilibrio de corpos com dimensdes praticas e
realistas. E verdade que a aceleracdo da gravidade tem mddulo e direcdo que dependem da posicdo no
espaco, mas as varia¢do em (7)) com a posicdo 7 é muito pequena dentro de uma regido limitada do espaco.
Por exemplo, a cerca de 300 km de altura, que é a altura da 6rbita da Estacdo Espacial Internacional em torno
da Terra, a aceleragdo da gravidade é aproximadamente 8,7 m/s’, ou seja, cerca de 89% da aceleragdo da

gravidade na superficie da Terra (= 9,8 m/s%). Discutiremos mais sobre a acelerag3o da gravidade capitulo 8.

Portanto, se formos considerar o equilibrio de uma estrutura rigida de 300 km de altura, vamos ter
gue levar em conta a variacdo da aceleragdo da gravidade com a posicdo (variacdo em direcdo e magnitude).
Na pratica, uma estrutura desse tamanho ndo existe, a ndo ser que estejamos tratando de planetas e luas, que
estdo fora do contexto, pois ndo estdo em equilibrio estatico. Segundo o site Wikipédia, o maior edificio que
existe atualmente na Terra tem cerca de 800 metros de altura. Considerar a variacdo da aceleragdo da
gravidade ao longo da estrutura desse prédio seria um exagero, um preciosismo matematico. Assim sendo,

pensando nessas aplicagOes praticas da teoria que estamos desenvolvendo aqui, vamos abandonar a hipdtese
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de que cada particula i estd em uma gravidade g; diferente e assumiremos que g; = g. Essa foi a mesma
hipétese simplificadora que fizemos quando estudamos a queda livre dos corpos no capitulo 1. Com essa

simplificacdo a equagdo para 7 fica:

Basicamente tiramos g de dentro do somatério. Multiplicando e dividindo por M, a massa do corpo,

ficamos finalmente com:

N
m; N

Mﬁ' XM‘j:FCGXP

i=1

Apds um sentimento de déja vu, reconhecemos no somatdrio a posi¢cao do centro de massa do corpo:

N
S m;
Tem = M T

o que leva a equacao:

- = - =

T'CM X P = TCG X P
cuja solucdo (fisicamente razoavel) é:

Tce = Tcm
Concluindo: para um corpo submetido a uma gravidade uniforme, o centro de gravidade coincide com

o centro de massa. Essa conclusdo justifica o que ja vinhamos fazendo: representar no diagrama de forgas a
seta do peso no centro de massa do corpo, para efeito de calculo de torque. Nesse capitulo continuaremos

com essa pratica.

E interessante frisar que a igualdade CG=CM é fruto de uma aproximacao, basicamente a aproximacio
em que as dimensdes do corpo de interesse sdo pequenas o bastante, ou de que a gravidade é uniforme o
bastante (ou as duas coisas juntas) para que possamos desprezar a variacdo da aceleracdo da gravidade no
interior desse corpo. A todo rigor, o CG n3do coincide com o CM. De fato, o CM de um corpo é uma propriedade
intrinseca dele, enquanto que o CG depende das propriedades do campo gravitacional produzido por um
segundo corpo (a Terra, por exemplo). O CM é o centro onde se concentra a massa, enquanto que o CG é o
centro onde se concentra o peso. Apenas no caso em que a gravidade atua em toda a extensdo do corpo

. - - - -
igualmente (g; = g), vale que o peso se concentra onde se concentra a massa (e = ¢y )-

A Figura 6.6 que segue ilustra a idéia de que para uma estrutura cilindrica homogénea muito alta, uma
torre, por exemplo, a massa da metade de cima é igual a massa da metade de baixo e, portanto, por simetria,
o CM esta no centro geométrico da estrutura. Mas, como a gravidade é mais intensa na metade de baixo do

gue na metade de cima, segue que o peso da metade de baixo é maior que o peso da metade de cima (mesmo
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gue as massas sejam iguais). Portanto, o CG é puxado para baixo do centro geométrico da estrutura, o CG vai

para onde tem mais peso.

g@)
Figura 6.6: Para uma estrutura cilindrica vertical muito alta,
CM
———@--- }6 o CM ndo coincide com o CG, devido a variagdo da
-_-C.G--- aceleracdo da gravidade com a altitude. Na pratica,

desprezamos o desnivel § entre o CM e o CG.

Dai concluimos que existe uma distancia vertical 6 entre o CM e o CG. O que faremos aqui é desprezar

o valorde §.

Com essa discussdo terminamos de estabelecer a teoria basica da estatica. Resumidamente, para

determinar as magnitudes das for¢as que atuam em um corpo em equilibrio estatico devemos:

1. Desenhar o diagrama de forgas para o corpo, cada forca representada em seu lugar especifico de
aplicacdo (ou com sua linha de agdo especifica). O peso é representado no centro de massa do
corpo, que coincide, por hipdtese, com o centro de gravidade.

2. Construir as equacg0Oes algébricas para as forcas através das condi¢des de equilibrio:

ﬁEXT =0 : As forcas devem ser tais que se anulam mutuamente.
70 prr = 0:0s torques resultantes ao longo de eixos x, y e z que passam por qualquer
ponto “O” devem ser nulos. O ponto “O” pode ser escolhido de acordo com a conveniéncia.

3. Resolvemos as equacdes e determinamos as magnitudes das forcas.

Vale a pena lembrar que uma corda, ou cabo, ou barbante, flexivel sé pode puxar um corpo, nunca
empurrar. A corda sempre puxa com uma forca (Que comumente chamamos de tensdo) paralela a ela mesma.
Para uma corda leve que ndo arrasta em nada (sem atrito estatico) ao longo de sua extensdo, a tensdo € a
mesma em todos seus pontos. Nos contatos entre corpos sem atrito entre eles, atuam apenas forgas normais

(repulsivas) as superficies desses corpos.

Uma situacdo bastante comum, que pode ser discutida sem muita dificuldade, é a de um corpo que
pode girar livremente em torno de um eixo que ndo passa pelo CG. Esse corpo é chamado de péndulo fisico,

pois, se colocado em movimento, ele oscila como um péndulo. Aqui vamos discutir o equilibrio desse péndulo.

A situacdo estd ilustrada na Figura 6.7 abaixo. Note que s6 ha duas forcas atuando no corpo, o peso

P= M g e a forga vertical de apoio/contato que o eixo de rotagdo (z) faz no corpo, que chamaremos de
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normal 7j . Na hipStese de que o corpo estd em equilibrio, o apoio no eixo ndo pode produzir no corpo uma
forca horizontal, porque ndo haveria outra forca horizontal que a cancelasse, ja que o peso é uma forga
vertical. Assim sendo, tomando “O” sobre o eixo de rotagdo, ou seja, tomando o eixo z dos torques coincidindo
com o eixo de rotagdo, vemos que na Figura 6.7(a) o peso possui braco de alavanca b e, portanto, torque ao

longo do eixo z.

=

Figura 6.7: O CG (ou o CM) de um

=

corpo que pode girar livremente em
torno de um eixo fixo (z) vai ficar,
obrigatoriamente, sobre a vertical

que passa por esse eixo, supondo que

a1
oL

o corpo esteja em equilibrio. A
' posi¢do (a), portanto, ndo pode ser
uma posicdo de equilibrio estatico

desse corpo. A posicdo (b) pode.

(a) (b)

Sendo esse o Unico torque no corpo ao longo de z, sé podemos concluir que ele deve ser nulo, para
haver o equilibrio. Isso sé ocorrerd se o braco b de alavanca do peso for nulo, como na Figura 6.7(b).
Conclusdo: se um corpo que pode girar livremente (sem atrito) em torno de um eixo fixo esta em equilibrio,

entdo o CG desse corpo estd sobre a linha vertical que passa por esse eixo de giro.

Esse é o principio de funcionamento de um prumo de pedreiro, usado para determinar
experimentalmente a direcdao vertical. O prumo consiste em um barbante com um pequeno peso na ponta.
Quando penduramos o peso pela outra ponta do barbante e aguardamos o equilibrio se estabelecer, o

barbante assume automaticamente a dire¢ao vertical.

Essa propriedade simples sugere um método experimental para se determinar a posi¢do do CG, ou do
CM, de um corpo qualquer. Basta pendurar esse corpo por um eixo arbitrario, aguardar o estabelecimento do
equilibrio e tragar no corpo a linha vertical que passa por esse eixo de rotagdo. Repetindo esse processo para
um segundo eixo diferente do primeiro, o CG do corpo vai estar no ponto de cruzamento dessas duas linhas

“verticais”. A idéia esta ilustrada na Figura 6.8 que segue.

No caso de corpos grandes e pesados, como automodveis ou satélites, existem outros métodos
estaticos experimentais de determinacdo da posicdo do CM, baseados nas propriedades de equilibrio que

estamos estudando aqui. No caso de objetos pequenos pode-se determinar a posicao do CM analisando a
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trajetdria desse objeto em queda livre (vocé pode ver esse método no artigo: How to determine the centre of

mass of bodies from image modelling, Marco A. Dias et al, Phys. Educ. 51 (2016) 025001).

Vertical 1

Vertical 2
Vertical 1

Figura 6.8: Podemos determinar experimentalmente a posicdio do CG (ou CM) de uma cadeira deixando-a girar
livremente em torno de dois eixos arbitrarios (vermelho e verde). Apds o equilibrio da cadeira, o CG vai estar sobre a
vertical que passa pelo eixo de rotagdo. Portanto, o CG vai estar no cruzamento das verticais que passam por esses eixos

(linhas tracejadas laranja e azul). As verticais podem ser determinadas por um fio de prumo fixado aos eixos de rotagao.

A mesma idéia funciona para um corpo apoiado e equilibrado em uma ponta de agulha que toca o
corpo no ponto A. A projec¢ao vertical do CG desse corpo vai passar necessariamente pelo ponto A. A Figura 6.9
ilustra essa situacdo. Para um corpo em equilibrio com dois pontos de apoio, a projecdo vertical do CG deve

cortar a linha reta que une esses dois pontos.

-- ﬂ' Eﬂ!

A A A BER

Figura 6.9: Para um corpo apoiado e equilibrado, a proje¢do vertical do CG vai passar por um dos pontos de
apoio, ou pela a linha que une dois pontos de apoio, ou por dentro da regido triangular delimitada por trés

pontos de apoio. Para N pontos de apoio, basta trocar o triangulo por um poligono de N vértices.

Analogamente, para trés pontos de apoio, no equilibrio a projecdo vertical do CG deve passar dentro
da regido triangular cujos vértices sdo esses trés pontos. Na Figura 6.9, o corpo, um disco no caso, esta

equilibrado em apoios pontiagudos (triangulos verdes). O CG do disco esta indicado pela bolinha vermelha.

Essa idéia simples ilustrada na Figura 6.9 nos permite entender por que um corpo apoiado tomba. Um

corpo apoiado tomba porque a projecdo vertical de seu CG sai da regido definida na Figura 6.9. Quando isso
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ocorre o equilibrio se torna impossivel. Esse é o principio de funcionamento de uma simples balanga de pratos,

como mostrado na Figura 6.10.

Figura 6.10: Uma balanca de pratos em equilibrio. Diagrama de forgas da haste da balanga.

A balanca consiste essencialmente em uma haste que pode girar livremente (sem atrito) em torno de
um eixo horizontal central (eixo z ortogonal ao plano da pagina na figura). Dois pratos transmitem para a haste
forcas verticais exercidas por dois corpos A e B, forcas essas que, no equilibrio, sdo iguais aos pesos desses dois
corpos. Qualquer diferenca nos pesos produz um desbalanco na haste, que gira até ser parada por apoios. No
diagrama de forgas da haste, o corpo A exerce uma for¢a de contato ﬁA (note que ﬁA = M, g, pois estamos
supondo que o corpo A estd em equilibrio, entdo, no corpo A vale —ﬁA +M,g= 0 , sendo —ﬁA areagaoa ﬁA),
analogamente para o corpo B. O suporte central da haste exerce uma forga ﬁs. A forca ﬁs é vertical porque ﬁA
e 17"3 também sdo. Se ﬁs tivesse uma componente horizontal, ndo haveria como a resultante das forcas na

haste ser nula.

Supondo que a balanca esteja em equilibrio, a condicdo de torque resultante nulo na haste leva a
equacdo (calculando, por conveniéncia, os torques ao longo de um eixo z que sai ortogonalmente da pagina,

passando pelo ponto de apoio da haste):
b b
F, Ecos(@) — Fg Ecos(@) =0 Fi=Fz& My=Mg

sendo b o comprimento da haste e M, e My as massas colocadas nos pratos. Note que o resultado independe
do angulo de inclinagdo 8, ou seja, se My = My, a balanga permanecera em equilibrio qualquer que seja o
valor de 6. Para as condig¢des de equilibrio, ndo ha nada de especial no angulo 8 = 0 (haste horizontal), apesar

do senso comum sugerir o contrario (para My, = Mg o equilibrio da haste é indiferente).

Note que a condicdo M, = My é exatamente a condi¢cdo de que o CG do sistema formado pelas
massas M, e Mg, pela haste rigida e pelos pratos esteja sobre a vertical que passa pelo ponto de apoio da
haste. Se valer My > Mg, por exemplo, o CG desse sistema estara a esquerda do ponto de apoio e o equilibrio

se tornard impossivel. A haste vai girar no sentido anti-horario. Essas conclusdes independem do angulo 6.
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Para que uma balanca seja honesta, o apoio da haste deve estar exatamente em seu centro, a haste
deve ser homogénea e girar sem atrito e os dois pratos devem ter massas iguais e estarem equidistantes do

ponto de apoio. O restante fica por conta das leis do equilibrio estatico.

Um outro exemplo similar ao da balanca esta ilustrado na figura 6.11 abaixo. Considere uma haste
rigida e homogénea de massa M e comprimento L. Essa haste estd apoiada em dois pontos de apoio, A e B. O
ponto A (B) estd uma distancia x (y) da extremidade esquerda da haste. Vamos discutir as condi¢Ges sobre x e
y que obtemos das condi¢Oes de equilibrio da haste. Na figura 6.11 vemos que o peso puxa a haste para baixo,
no CG que fica no centro da haste (por simetria), e os apoios empurram a haste para cima, através das forgas
de apoio normais 77, e 7jz. Note que as forcas estdo todas no plano da pégina e, portanto, s hé torques
ortogonais a esse plano, ou seja, ao longo do eixo z que, por conveniéncia, posicionamos na extremidade

esquerda da haste, apontando para fora da pagina.

|
A B
Tia Mg UF:;

Figura 6.11: Uma haste horizontal estd apoiada em equilibrio em dois pontos A e B. No diagrama de forgas

0 eixo z estd na extremidade esquerda da haste, ortogonal ao plano da pagina, apontando para fora.

As condicGes de equilibrio da haste levam as seguintes equacgoes:

Ao longo da vertical paracima:ny + ng— M g=20
Aolongodoeixoz:ngx+ ngy— Mg §= 0

cujas solugbes para 1,4 e ng sao:

y—L/2
= M
Na y—x
_L/2 —xM
M = v —x 9

Essas equacdes definem 714 e 1 se fixamos os valores de x e y. Mas, preferimos aqui analisar o que
elas dizem sobre os proprios valores de x e y. Note que ja estamos considerando de partida que 0 < x < L,
0<y<Ley=x.Aidéia basica é que essas solucbes para 1, e np s6 fazem sentido se essas duas
magnitudes forem positivas. Uma solugdo para 74 que fosse negativa, por exemplo, significaria que

deveriamos inverter o sentido da forca 7j4 no diagrama de forcas, para garantir o equilibrio da haste. Mas, é
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. ’ . . . e . s .
impossivel um simples apoio da haste em A produzir sobre a haste uma normal 774 para baixo. Isso sé seria

possivel se existisse uma fixacdo da haste no ponto A, através de um prego ou parafuso, por exemplo. Nao

estamos considerando esses casos aqui. Portanto, estando a haste somente apoiada em A e B deve valer:

YL 0o, st
M= My 2 y =5
L2 —x, _L

= — : p—

Levando em conta que o CG da haste estd em L/2, esses resultados expressam exatamente a idéia de que

a haste s6 ficara em equilibrio se esse CG estiver sempre em algum ponto entre os dois pontos de apoio A e B.

Resumindo:

=
IA

Nt~
IA
<

Note alguns casos particulares interessantes:

L ~ . . . .
Sex = > entdo o CG da haste esta sobre o apoio A. Nesse caso, g = 0 para todo y, ou seja, o apoio
B é totalmente dispensavel. Onde quer que ele esteja, a haste ndo vai estar apoiada nele. Obviamente

o peso da haste vai estar todo apoiado em A, poisny =M g.
Uma situacdo analoga vale se y = %, quando o CG esta apoiado sobre B. Nesse caso, n4 = 0 para todo

X, ou seja, o apoio A é totalmente dispensavel. Onde quer que ele esteja, a haste ndo vai estar apoiada
nele. O peso da haste vai estar todo apoiado em B, poisng = M g
Analogamente, se fazemos y = x, ou seja, se a haste tiver de fato somente um ponto de apoio, entdo

as solugdes sé fazem sentidosey = x = L/2.

. ~ . . ~ . L
Se os apoios estao colocados simetricamente em relagdao ao centro da haste, ou seja, se x = 5 de

y = §+ &, entdo o peso da haste se divide igualmente entre os apoios: ny =ng =M g/2.

Suponha que adicionemos um terceiro apoio para a haste, em um ponto C entre A e B, a uma distancia k

da extremidade esquerda da haste. Nesse caso, havera uma nova forga vertical para cima, 1, e o sistema se

torna indeterminado, pois, continuamos com duas equag¢des, mas agora com trés incégnitas: 14, Ng € N¢

(dados x, y e k). Ndo se trata do caso em que o sistema ndo possui solugdo, na verdade ele possui infinitas

solucdes (para x, y e k fixos) e as condi¢des de equilibrio apenas ndo sdo suficientes para definir uma Unica

solugdo. Por exemplo, fixando x, y e k, existe uma solugdo com 1. = 0, que é a que obtivemos na nossa analise

anterior. Se essa solugdo vai ocorrer na pratica ou nao vai depender de outras condig¢des, além das fixadas pelo

equilibrio da haste. Por exemplo, poderia ocorrer na pratica do material que compée o apoio C ser muito mais

macio e deformavel que os materiais que compdem os apoios A e B. Nesse caso o peso da haste ficaria
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apoiado quase todo em A e B e a condigcdo 1, = 0 seria aproximadamente satisfeita, devido ao apoio fraco no
ponto C. Vamos nos concentrar aqui em situagcdes em que o equilibrio é determinado, ou seja, em que as

forgas sdo definidas apenas pelas duas condi¢es de equilibrio: sobre as forcas e sobre os torques.
6.2 Exercicios resolvidos

ER 6.1) Considere uma haste rigida e homogénea de massa M e comprimento L equilibrada na posi¢do
horizontal conforme a figura que segue. A extremidade direita da haste estd amarrada a um barbante leve e
inextensivel enquanto que a extremidade esquerda da haste esta apenas apoiada na parede, na presenca de

atrito estatico. O coeficiente de atrito estatico haste/parede é uy .

~l

VAV VA WA VAWAN
=
.
9

Dados: M, L, 6, ug e g.
Determine o maior valor do angulo 6 compativel com o equilibrio da haste.

Se vocé realizar um experimento com essa montagem (usando uma régua como haste, por exemplo)
vai observar que quando a inclinacdo 6 é pequena, a haste permanece em equilibrio facilmente. Se
aumentamos 6, o equilibrio vai ficando mais dificil, a haste as vezes teima em deslizar na parede e cair. Existe
um angulo © maximo, acima do qual o equilibrio se torna impossivel, a haste sempre escorrega na parede e

cai. Esse comportamento deve estar relacionado ao atrito estatico maximo que a parede exerce na haste.

O diagrama de forcas na haste estd mostrado na figura acima. Basicamente: a Terra puxa a haste para

baixo, em seu centro de gravidade; o barbante tensionado puxa a extremidade direita da haste, na direcao do

barbante (?); a haste é pressionada contra a parede e a parede repele a haste (77); a haste tende a deslizar

para baixo no contato com a parede, deslizamento que é impedido pela forca de atrito estatico que a parede

faz na haste (ﬁ;l(E)). Tomando um eixo z na extremidade esquerda da haste, apontando para fora da pagina e

0s eixos x e y mostrados, as condicdes de equilibrio da haste geram as equacgdes:
x:n —Tcos(@) =0

y:Iil(E)+Tsen(9)— Mg=0

z:Mg%—Tsen(B)L=0
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Da ultima equacdo obtemos:

Da segunda equagdo segue que:

A primeira equagao mostra que:

Em principio esta é a solu¢do do problema, ou seja, os valores dos mdédulos das forgas na haste, e
ponto final. Mas, notamos que se aumentamos o valor de 8 (note que 0 < 8 <90° ), a funcdo tan(6)
aumenta e a magnitude da normal diminui, ou seja, o contato da haste com a parede fica mais fraco. Sabemos
que a forca de atrito estatico maxima depende desse grau de contato haste/parede e, portanto, o angulo 8 vai
afetar a chance da haste deslizar na parede. Se a haste deslizar, o equilibrio da haste termina. Resumindo,

sabemos que para que nao haja deslizamento da haste deve valer, além das condi¢cées de equilibrio:
(E) (B) _
Ey™" < Ejyjax = B
Portanto, a haste ndo desliza enquanto valer:

Mg Mg
< Ug
2 2 tan(@)

Ou seja:
tan(0) < ug
Essa desigualdade fixa o maior angulo 6 que pode ser colocado no barbante, sem que a haste deslize
na parede:
tan(Oyax) = Ug
Por exemplo, para um coeficiente de atrito uy = 0,8, obtemos 0y;4x = 39°. Nesse caso, se fizermos

essa montagem e fixarmos, por exemplo, 8 = 50°, podemos ficar a vida

toda tentando, mas nunca conseguiremos equilibrar a haste. Ele sempre vai 4 qu(lﬁqu

escorregar na parede, pois ndo ha atrito estdtico suficiente para produzir o \
equilibrio da haste. Eq(E)

|

O grafico ao lado ilustra o resultado que obtivemos aqui. A reta :

. o (E) Mg ~ ~ !

horizontal representa o gréfico de F,”” = ——em fun¢do do angulo 6. 1
Omax 0

Qualquer que seja 8, o atrito necessdrio para o equilibrio da haste é
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. . - = M
igual a metade do peso da haste. A curva vermelha representa o grafico da funcao FA(15124X = uEﬁ em

fungdo de 6. Trata-se de uma fungdo mondtona decrescente. Na regido 8 < 8,45 O atrito necessario (Iil(E)) é

. (s . (E) . . .
menor do que o atrito maximo que pode ser produzido (F,,,,,), pois a curva verde esta abaixo da curva

vermelha, e o equilibrio da haste é possivel. Na regido 8 > 8,45 0 atrito necessdrio (Iil(E)) € maior do que o

. ‘. . E . . .
atrito maximo que pode ser produzido (PXMLX), pois a curva verde esta acima da curva vermelha, e o

equilibrio da haste é impossivel. Em 8 = 0y4x 0 equilibrio é possivel, pois FA(E) = FA(E)AX , € a haste fica na

iminéncia de deslizar na parede.

ER 6.2) Um trabalhador de massa m monta uma passarela composta de uma haste rigida e homogénea de
massa M e comprimento L (uma tabua) apoiada em dois apoios A e B (cavaletes) dispostos simetricamente em
relacdo ao centro da tdbua . A tabua fica equilibrada na posicdo horizontal conforme a figura que segue. A
intenc¢do do trabalhador é poder circular livremente em cima da tabua (para pintar uma parede, por exemplo).

Dados: m, M, L, beg.
x

,_A_\

=
L o

b

Determine o maior valor da distancia x que o trabalhador pode alcancar sem que a passarela tombe.

Temos que analisar o equilibrio da tdbua e a influéncia do parametro x sobre esse equilibrio. O
digrama de forgas na tdbua estd mostrado acima. Basicamente: a Terra puxa a tabua para baixo, os apoios A e
B empurram a tabua para cima e o trabalhador empurra a tadbua para baixo (7j;). Note que se a pessoa estiver
quieta sobre a tabua, podemos concluir, do diagrama de forgas dela (hdo mostrado), que n, = m g. Usando o

referencial mostrado na figura, as condicdes de equilibrio geram as equacodes:
V:natng—mg—-Mg=0
b
z an—mgx—MgE= 0

Portanto, obtemos as forgas nos apoios:
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O que significa que o apoio A sustenta todo o peso do trabalhador e metade do peso da tabua,

enquanto que o apoio B sustenta apenas metade do peso da tabua.

O caso oposto, em que o trabalhador se posiciona sobre o apoio B, ou seja, se x = b, leva a:

Mg

Mg =—-+tmg

Agora o apoio A sustenta apenas metade do peso da tdbua enquanto que o apoio B sustenta todo o

peso do trabalhador e metade do peso da tabua.
Finalmente, se o trabalhador se posicionar no centro da tabua, x = b/2, obtemos:

= Mg . mg
Na=Mp = ) )
Significando que os apoios dividem igualmente entre eles a sustentagao do peso do trabalhador e do peso da

tdbua (metade para cada apoio).

O gréfico ao lado esboca os comportamentos
das normais 174 e ng em fungdo da distancia x. Sdo duas
retas, uma de inclinagdo positiva (ng) e outra de
inclinagdo negativa (14), que se cruzam exatamente no
ponto x = b/2. A medida que o trabalhador se desloca

para a esquerda, vai apoiando seu peso mais no apoio B

. e >
e menos no apoio A. A caracteristica marcante nesse b2 \ x
grafico é a existéncia de um x,, para o qual a normal Na
em A se anula e passa a assumir valores negativos. Isso

significa que quando o trabalhador se posicionar em x = x), a tdbua vai perder o contato com o apoio em A.
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Para x > x) a tabua s6 permaneceria em equilibrio se a normal em A se tornasse negativa, ou seja, se ela
invertesse de sentido no nosso diagrama de forcas. Obviamente isso é impossivel para um simples apoio, o
que nos leva a concluir que x,, é o valor maximo de x que o trabalhador pode alcangar, sem o risco de cair. Na
pratica, o trabalhador sé poderia avangar além de x = x), se ele fixasse a tdbua no apoio A, através de pregos

ou parafusos.

Para determinar o valor de x,, basta fazer x = x,, na expressdo de 1, e igualar a zero. Obtemos:

Mg XM

nA=—+mg(1——)=0 = xM=<1+£>b
2 b 2m

Note que x,; > b, o que significa que o trabalhador pode avangar além do apoio B e sair da regido

entre os dois apoios.

Ha outra maneira de resolver esse problema, sem o uso das condi¢des de equilibrio para as forcas e
torques. A idéia é aquela que ja discutimos anteriormente: para um corpo em equilibrio apoiado em dois
apoios, o centro de gravidade do corpo tem que estar em algum lugar entre esses dois apoios. Considere
entdo a figura que segue, que mostra o CG do sistema trabalhador+tdbua, que esta apoiado em A e B. O CG do
trabalhador é indicado pela bolinha amarela. O CG da tabua é indicado pela bolinha azul. O CG do sistema
trabalhador+tdbua é indicado pela bolinha vermelha. Este estd sempre X
em algum lugar entre o CG do trabalhador e o CG da tdbua. Adotando ,—*—\

um eixo y horizontal com origem no apoio A, obtemos que o CG do

sistema trabalhador+tabua esta na posicao:

mx + Mb/2

yCGZYCMZW L A B 1

O trabalhador vai poder avancar até um ponto em que o CG do
sistema que estd apoiado (trabalhador+tdbua) se posicione sobre o

apoio B. Portanto, o trabalhador estara seguro enquanto valer:

oO-F---=
<V

Yeg < b
Ou seja:

mx+Mb/2
m+M

Segue que:

M
XSxM:(l-Fm)b

Obviamente a situacdo considerada aqui é simétrica, ou seja, havera um valor maximo de x e também
um valor minimo, abaixo do qual a normal em B vai se tornar negativa e o equilibrio vai se tornar impossivel.

Essa situagdo ndo esta mostrada nos graficos de n4 e g, mas poderia ser mostrada se estendéssemos os
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gréficos para a esquerda até que a reta verde (ng) cortasse o eixo x. De fato, a menor distancia que o

trabalhador poderia chegar de qualquer uma das extremidades da tdbua é:

. L-b M
MIN = 2 MT T Ton

Note que r = (L — b)/2 é a distancia de um apoio até a extremidade mais préxima da haste.

ER 6.3) Uma esfera rigida de massa M e raio r € empurrada contra um

degrau de altura h por uma forgca horizontal de mddulo F, conforme a

figura ao lado. A linha de a¢do de F passa pelo centro da esfera.

Dados: M, r, he g.
Determine o valor de F que faz com que a esfera comece a subir o degrau.

A figura ao lado mostra o diagrama de forgas na esfera: a Terra puxa

a esfera para baixo; o piso horizontal faz na esfera uma forca de contato B ——>

S
(normal e atrito); a forga F' pressiona a esfera contra a quina do degrau, que _ _ _ _ N

responde com uma forga A B

Na situacdo em que a esfera estaria comegando a subir o degrau ela

perderia contato com o piso horizontal, ou seja, B = 0. Vamos, portanto, desconsiderar a forca B nos nossos

calculos, o que leva a uma simplificagdo razoavel. Consideraremos o caso em que a esfera esta na iminéncia de
= = > A
subir o degrau, mas ainda em equilibrio, na auséncia da forca B. Note que nesse caso, como F e M g tém

N
linhas de acdo que passam pelo centro da esfera, essa condi¢gdo devera valer também para a forga A4, para que

o torque resultante ao longo de um eixo ortogonal a pagina passando pelo centro da esfera seja nulo. A forga

R
A sera entdo uma forca radial.

5
Nessa primeira solucao ignoramos o fato de que A é uma forca radial. Simplesmente desaparecemos

com A4 da equacdo do torque adotando um eixo z passando pela posicdo de aplicacdo de A (a quina do

degrau).

A primeira condicdo de equilibrio leva a equacdo (lembre-se que estamos desconsiderando a forca B,

pois a esfera esta na iminéncia de subir o degrau):
F+A+MgG=70
Adotamos um eixo z exatamente na quina do degrau, apontando

ortogonalmente para fora da pdagina. A Figura ao lado mostra o diagrama

de forcas com as duas forgas que sobraram, para efeito de céalculo de
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torque. Ao longo de z, usando o angulo 0 definido na figura, obtemos a condicao:
M grsen(@) —Frcos(8) =0
Sendo b = r sen(@) o braco de alavanca do peso e r cos(8) o braco de alavanca de F. Portanto:
F =M gtan(0)

O angulo 8 ndo foi fornecido na questdo e por isso devemos avangar um pouco mais. O triangulo

retangulo com vértice no centro da esfera mostra que:

b r2—(r—h)? V2rh-— h?
tan(9)=r_h=\/ r—nh - r—nh

Portanto, a forca F que deixa a esfera na iminéncia de subir o degrau é:

B V2rh— h?
Fe=Mg— =

Essa forca faz com que a esfera perca contato com o piso, mas ainda permaneca em equilibrio, dai a
idéia da “iminéncia” de subir o degrau. Depois disso, qualquer incremento no valor de F fard com que a esfera
ganhe aceleracdo angular ao longo de z e suba o degrau. Note que para h = 0 obtemos F = 0, pois nesse caso

ndo ha degrau e qualquer forga é capaz de mover a esfera. Em contraste, para h = r obtemos F — o, ou seja,

nenhuma forga (aplicada no ponto de aplicagdo de 17") é capaz de fazer a esfera girar e subir esse degrau.

Podemos apresentar outra solucdao para esse
problema que ja parte da condicdo de que A é uma forca radial.
Note que essa condi¢do vem da imposicao de torque nulo ao longo
de um eixo (z) que passa pelo centro da esfera. De fato, se
chamarmos de a o angulo que a forca A faz com a vertical,

conforme a Figura ao lado, a imposicdo de torque nulo ao longo do

R
eixo z pelo centro da esfera leva a equacgdo (note que F e o peso

nao possuem torque ao longo de z):
Acos(a) rsen(8) —Asen(a) rcos(8) =0

Note que usamos o teorema de Varignon, calculando os torques das componentes A cos(a) e A sen(a) da

forca A. Concluindo:
cos(a) sen(f) —sen(a)cos(f) =sen(0 —a) =0=20—-a=0=>0=a«a
Portanto, A éuma forca radial.

5
Sendo A radial, entdo, a condicdo de forca resultante nula ao longo da horizontal leva a:
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F—Asen(8) =0
Para a direcdo vertical obtemos:
Acos(0) —-Mg=0

Dividindo a primeira equacao pela segunda obtemos novamente:
F =M gtan(0)
ER 6.4) Uma esfera rigida de massa M e raio r estd em equilibrio imprensada

em uma cunha formada por duas superficies planas sem atrito, conforme a

figura ao lado.

Dados: M, r, a, B e g.

Determine as magnitudes das forcas que as

superficies fazem na esfera.

O diagrama de forgas na esfera é mostrado ao
lado. Note que nao ha forgas tangenciais nas superficies
da esfera, pois ndo ha atrito. As trés forcas concorrem
para o centro da esfera e, portanto, ndo hda torque

resultante ao longo de um eixo z ortogonal ao plano da

pagina que passa por esse centro. Quanto as forgas, com

o referencial mostrado na Figura obtemos:
x:N4€0s(90 —a) —ngcos(90 — B) =0 = nysen(a) — ngsen(B) =0

y:nasen(90 —a) +ngsen(90 —B) —M g =0 = nycos(a) + ngcos(B) =M g

Portanto:
N4 [cos(a) + cos(B) zg:gg =M g = n, (sen(B) cos(a) + cos(B)sen(a)) = M g sen(f)
O que leva a:
__sen(p)
Ma= sen(a + B)
e ainda:
sen(a)
N =

sen(a + ) Mg

ER 6.5) Uma pessoa esta tentando arrancar um prego fincado na madeira usando um pé de cabra, conforme a

Figura que segue. A pessoa aplica uma forga vertical para baixo, de modulo P, e o pé de cabra aplica no prego
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uma forca de médulo F, conforme a Figura (no pé de cabra atua a reacdo a essa forga). Além disso, o pé de
cabra se apdia na parede de madeira. Despreze o peso do pé de cabra. Considere que para que o prego seja
arrancado deva valer F > Fy;y, sendo Fyy a forca minima capaz de retirar o prego da madeira. Calcule a

forga minima que a pessoa deve aplicar no pé de cabra, para conseguir arrancar o prego.

Dados: Fyn, @, b, ae 6.

As Figuras acima caracterizam a situacdo e definem o diagrama de forcas para o pé de cabra
(desprezando o peso dele). A pessoa puxa o pé de cabra com uma forga P.o prego é puxado com uma forga F,
qgue responde com uma forca —F no pé de cabra (acdao e reagdo). O pé de cabra se apdia na parede de

madeira, e sofre uma for¢a de apoio A (atrito estatico + normal). Em principio o pé de cabra esta em equilibrio
estatico, que vai terminar apenas quando o prego comecgar a ser arrancado da madeira. Isso vai ocorrer

quando F atingir o valor Fy;y-
Aplicando a condicdo de equilibrio para os torques ao longo de um eixo (z) ortogonal ao plano do
papel (orientado para fora) e passando exatamente pelo ponto de apoio do pé de cabra na parede obtemos:

¢ =0
tan(0)

P bcos(a) — F sen(8) a — F cos(6)

Para construir essa equac3o utilizamos a ideia de que b cos(a) é o braco de alavanca de Pe que a
componente horizontal de —Fvale F sen(f) e tem braco de alavanca a, enquanto que a componente vertical
F cos(@) tem brago de alavanca a/tan(8). Portanto, se o prego sofre uma forga axial F é porque a pessoa
aplica no pé de cabra uma for¢a vertical dada por:

1 cos(6)] sa 1 a
P= cos(a) sen(6) + tan(6) (E) F= cos(a) sen(H) (B) F

Note que o braco de alavanca de —F ¢é a/sen(B). A forca minima que a pessoa deve aplicar para retirar o

prego é, portanto:

Py = ! (a)F
MIN ™ cos(a) sen(9) \p/ " MIN

A pessoa seria beneficiada em seu esfor¢ose a = 0,0 —» /2 e a/b < 1 (pé de cabra longo).
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ER 6.6) Uma haste em forma de L é composta da unido de duas
hastes retas de materiais diferentes, formando um angulo de 90°
entre si. Cada haste reta tem comprimento L, uma de massa M e
outra de massa m. Apds horas de tentativas, essa haste em L foi

equilibrada em seu vértice, conforma a Figura ao lado.

Dados: M, m, Le g.

Calcule o angulo 6.

A Figura que segue mostra o diagrama de forcas na haste em L. Ao invés de representarmos o peso da
haste em L, (M +m)g atuando no CG dessa haste (que nem sabemos onde estd), representamos

separadamente o peso de cada haste reta, localizados em seus centros de gravidade.

Considere um eixo z saindo ortogonalmente ao plano da pagina
no vértice da haste em L (eixo ndo mostrado). O somatorio dos torques

ao longo desse eixo fornece a equacgao:
L L
Mg Ecos(a) -mg Ecos(@) =0

Mas, a + 6 + 90 = 180 = a = 90 — 6. Portanto:

L L
Mg Esen(@) -mg Ecos(@) =0

=

Conclusao:

tan(@) = —

X3

Note os casos particulares:

1. m=M = 0 = 457 (situacdo simétrica)
2. m>»>M = 0 - 90° (haste com o lado reto de massa m em pé)

3. M>»m>= 6 - 0 (haste com o lado reto de massa M em pé)

Podemos dar outra solucdo para esse problema olhando apenas para a posicao do centro de gravidade da
haste em L. Sabemos que para que essa haste fique em equilibrio a projecao vertical de seu CG deve passar
pelo ponto de apoio da haste no piso. A figura que segue mostra a posi¢do (x,y) do CG da haste em L, supondo,
apenas para ilustrar, que M > m. As distancias x e y sdo dadas por:

MO +m@/2)  m L
T M+m M+m2

_ML/2)+mO0) M L
N M+m T M+m2
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Estando o CG da haste em L sobre a vertical que passa pelo ponto de apoio (linha verde), vemos na

Figura acima que:

X
tan(f) = — =
y

S

Para considerar um exemplo numérico, suponha que a haste de massa M seja feita de ferro e a haste de massa
m de aluminio. Nesse caso:

pul 27
tan(p) = P4~ =
an®) == 787

=034 =60 =19°

sendo p a densidade de massa de cada material, ferro (F) e aluminio (A).

ER 6.7) Estime a distancia vertical § entre o CM e o CG de um prédio de altura H. Considere que o prédio é

uma haste vertical de densidade uniforme.

Ji T . A
Considere as duas metades do prédio, a metade superior e a metade vy /

inferior. Cada metade possui a mesma massa (M), pois a densidade de massa do

prédio é uniforme, mas a metade de baixo possui mais peso que a metade de I\f 3

cima. Vamos considerar entdao duas particulas de massa M localizadas nos centros 0

de massa das duas metades do prédio, conforme a Figura ao lado. A particula que \ 3H/4
representa a metade superior do prédio estd a uma altura hg =3H/4 do chdo, o

enquanto que a particula que representa a metade inferior estd a uma altura T H/4
hg =H/4 do chdo. Portanto, o peso da metade de cima serd Ps = M g(3H/4), S SSS /J/

sendo g(3H/4) a aceleragdo da gravidade produzida pela Terra na altura hg = 3H /4. Analogamente, o peso
da metade de baixo é P = M g(H/4). Para facilitar as contas, vamos adotar um referencial y com origem na

metade do prédio.

O centro de massa do prédio esta na posi¢do:

M (H/4) + M(—H/4)
Yem = M+ M =0

ou seja, como ja esperavamos, o CM do prédio esta no centro do prédio, por simetria.
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O centro de gravidade do prédio estd na posicao:

_ M g(hs)(H/4) + M g(hs)(—H/4) _ g(hs) — g(hg) H
Yee M g(hs) + M g(hy) g(hs) + g(hg) 4

sendo as alturas dadas por hg = 3H/4 e hg = H /4. Essa definigdo para a posi¢do do CG é inspirada na mesma
ideia da posicdo do CM, como sendo a posicao média da distribuicdo de pesos. La atras definimos a posicdo do
CG de forma diferente, em termos da “preservacdo do torque do peso”, conforme discutido no texto. A
coincidéncia das duas definicdes ndao é obvia, mas pode ser demonstrada no caso particular que estamos
considerando aqui. Basicamente estamos assumindo uma simplificacdo em que a gravidade tem uma direcdo
apenas no espaco, a dire¢do vertical y, ou seja: § = —g(h)¥, sendo h a altura em relagdo a superficie da Terra.
Portanto, tomando g, = —g(r) e g, = g, = 0) na equagdo 7y X P = #.; x D obtemos a equacio acima

para ycq € ainda X¢cg = Xcm € Zog = Zom-
Note que como g(hs) < g(hg), porque a magnitude da gravidade decai com a distancia ao centro da
Terra, entdo y.; € negativo, ou seja, estd abaixo de CM. A distancia 6 que estamos querendo calcular é:

 g(hy) — glhs) H

§ = — = =
Yem = Ye6 = Ghg) + g(hs) 4

Note que se a gravidade fosse uniforme, g(hs) = g(hg), entdo yo; = 6 = 0.

Para calcular a aceleracdo da gravidade vamos usar a lei de Newton da gravitacdao, que estudaremos
em detalhe mais adiante, mas que pode ser adiantada aqui. A acelera¢ao da gravidade a uma altura h da
superficie da Terra é dada por:

g(h) = G—2T__
(Rt + h)?

sendo M} e R a massa e o raio da Terra. Portanto, obtemos:

_ (R +hg)>—(Rp +hg)®* H

~ (Rr+hg)?2+ (Rp + hp)? 4

lembrando que hg = 3H/4 e hy = H/4.

Vamos fazer uma estimativa numérica para o caso de um prédio com H=800 m de altura.
Considerando que Ry = 6.370 km, obtemos:
6 =0,013m

ou 6 = 13 mm.

Podemos refinar essa estimativa considerando que o prédio é composto de quatro partes iguais
empilhadas uma sobre a outra, cada uma de massa M (Figura que segue). Considerando uma particula no CM

de cada parte, obtemos:
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3g(hy) + g(h3) — g(hy) —3 g(hy) E

0= gt tg() F ghy) + glhe) 8

Com hl = 7H/8, h2 = 5H/8,h3 = 3H/8eh4 =H/8
Para um prédio com H=800 m de altura obtemos uma estimativa um pouco maior para & : v
0=0017m oul7 mm. —

Enfim, tomando o limite em que o prédio é composto de infinitas fatias de alturas 0= [

infinitesimais dh obtemos:

[ gy dh

Yee =

[ g(h) an 7777
comy=h—H/2.

Obtemos (lembrando que § = — y.¢):

0 =0017m oul7 mm.

Com um pouco de boa vontade, podemos nos convencer de que essa estimativa justifica perfeitamente (ou

pelo menos corrobora) a idéia de que CG=CM.

Note que se a gravidade fosse uniforme, independente da altura (g(h) = g), obteriamos sempre:

H H
S gydn _gfyydn _['th-pan
Llgydh g dn [ dn

Yee =

O resultado analitico para y.;, em fun¢do do raio da Terra e da altura do prédio é:

—R<1+R>l (1+H> R H
Yee = H n R 2

Note que para um prédio de altura pequena vale (In(1 + &) = £ — £2/2):

(1+%) =7 (1-5%)
"CUTRITR 2R

e, portanto:

ER 6.8) Um bloco retangular de massa M, altura H e largura L esta apoiado em uma superficie horizontal e
sendo empurrado por uma forca horizontal de mddulo F. O bloco ndo desliza, porque ha atrito estatico
bloco/piso suficiente para impedir que isso aconteca. A forca horizontal é aplicada em uma altura h do chao,

0 < h < H. Discuta o equilibrio desse bloco.

Dados: M, H, L, heg.

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 6



388

A figura ao lado ilustra uma tentativa de diagrama de forgas no bloco (com h

> H/2).

T

A Figura é uma “tentativa” porque veremos que a configuracdo de

x

forcas mostrada ndo é compativel com o equilibrio do bloco. A questdo 7
central estd na posi¢do de aplicagdo da normal7j. A for¢a normal é uma h Mg

forga distribuida (assim como o peso), atuando em toda a superficie inferior i FE

do bloco que toca o piso. No nosso diagrama acima nds desenhamos essa

=

forga no centro da superficie, sem muita justificativa. Mas note, tomando
um eixo z no CM do bloco, vemos que F produz um torque para dentro da

pagina (negativo, portanto) e Ijjq(E) também. A normal e o peso ndo tem torque nesse eixo. Conclusdo, supondo

gue o bloco esteja em equilibrio, a equacdo para os torques ao longo de z fica:

H H
Y AN GL
F(h 2) =0

Note que ao longo de x vale Ifq(E) = F e, portanto, a equacao dos torques fica simplesmente:
—Fh=0

Essa equacdo nao possui solucdo, pois F e h ndo sdo nulos. O que pode

estar errado? Seria o equilibrio desse bloco impossivel? Se vocé fizer um L

T

experimento com uma caixa de leite longa vida apoiada na mesa vai ver

que este é um equilibrio perfeitamente possivel. Conclusdo: como nao
. . . z
podemos tirar a seta do peso do lugar, s resta concluir que desenhamos a H

seta da normal no lugar errado. Se refizermos o diagrama deslocando a

normal um pouco (8) para a direita, como na Figura ao lado, vemos que o 1 A

equilibrio se torna possivel, pois agora a equacdo para os torques fica: Y
H H
—F (h——)—F(E)—+ 5§=0
2) "t g
Ou seja:

—Fh+1nd=0

Note, se F = 0, entdo & = 0, ou seja, se ninguém empurra a caixa, a hormal fica no centro. Se vamos
aumentando F, 6 tem que ir aumentando, para manter a caixa parada. Conclusdo: a forca normal é
distribuida, assim como o peso, mas podemos concentra-la em um ponto apenas (uma espécie de CG, s6 que
para a forca normal), como fizemos com o peso. Esse ponto seria o ponto de aplicacdo da normal, assim como

o CG é o ponto de aplicacdo do peso. Para um corpo homogéneo simplesmente apoiado em uma superficie
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horizontal, o ponto de aplicacdo da normal fica no centro da superficie de contato, por simetria. Quando

empurramos o corpo, deslocamos seu “ponto de apoio”, ou seja, deslocamos o centro de aplicacdo da normal.

Voltando a situacdo da questdo, quando vamos aumentando F, a normal vai caminhando para a

direita, porque o bloco vai se apoiando mais para a direita no piso. Usando que n = M g, obtemos:

Se formos aumentando F, vai existir um momento em que a normal chega na quina direita do bloco,
ou seja, 6 = L/2. A partir desse momento, se aumentarmos um pouco mais a for¢a, o bloco tomba (ainda
supondo que ele nunca desliza), pois a equacdo de equilibrio dos torques ndo possui mais solugdo. A forca que

deixa o bloco na iminéncia de tombar é dada pela condicao:

=== dl h
2 Mg
Segue que:
L
F=—Myg

2h

Podemos notar que quanto mais largo (maior L) e quanto mais pesado (maior M) é o bloco, mais dificil
é atingir a forca de iminéncia de tombamento, ou seja, mais estdvel é o bloco. Por outro lado, quanto mais

longe do piso a forga é aplicada (maior h), menor a forga requerida para tombar o bloco.

Essa discussdo ndo se restringe ao caso h > H /2, como estd sugerido nas figuras que fizemos. Ela vale

paratodohcom H = h > 0.

Um automovel fazendo uma curva ndo é um corpo em equilibrio (ele possui, no minimo, aceleragédo
centripeta) e por isso ndo podemos aplicar a ele essa andlise que fizemos nesse problema. Mas, o motivo
porque um automovel tomba em uma curva é similar ao que verificamos aqui. Quando um automdével esta
fazendo uma curva, sem tombar, seu ponto de apoio no chdo se desloca para fora da curva, produzindo um
torque de forga normal oposto ao torque do atrito estatico nos pneus (a forca de atrito estd apontando para
dentro da curva, uma forga centripeta). Na Figura ao lado mostramos um
automoével curvando para a esquerda (atrito em verde, peso em vermelho (no
CG do automovel) e normal em azul). Se a velocidade do automovel vai
aumentando, a forca de atrito vai aumentando e o torque do atrito (em relacdo
a um eixo pelo CG, torque para dentro da pagina) vai aumentando. O peso do
automoével ndo muda, e nem a magnitude da normal. Por isso, para aumentar o

torque da normal (para fora da pagina), esta deve se deslocar para fora da

curva nesse caso. Vai haver uma velocidade em que a normal atinge o limite do
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contato do automével no piso, que seriam os dois pneus do automével que estdo localizados no lado de fora
da curva, Se a velocidade aumenta mais um pouco, o torque do atrito aumenta e o torque da normal ndo pode
aumentar mais. A partir dai o tombamento se torna inevitavel. O automdvel tomba apoiado nos seus dois

pneus localizados no lado externo da curva (torque resultante para dentro da pagina).

ER 6.9) Uma barra longa é composta da unido de duas barras de tamanhos e massas diferentes, conforme a
Figura abaixo (exercicio retirado da Ref. Student understanding of static equilibrium: predicting and accounting
for balancing, L. G. Ortiz et al, American Journal of Physics 73 (2005)). A Figura (a) mostra a barra longa em

equilibrio sustentada por um eixo horizontal sem atrito localizado na unido entre as duas barras.

Frictionless pivot

o

Shaded piece A

Unshaded piece

(a) (b) (c)

a) Qual porg¢do da barra longa possui massa maior?

Na Figura ao lado mostramos os pesos de cada uma das barras (em seus
CMs). No equilibrio, os torques desses dois pesos em relacdo ao eixo de rotagdo

(que sdo opostos) tém que ter magnitudes iguais. Portanto, quem tem brago

maior deve ser uma forca menor. Conclusao: a barra cinza tem massa maior.

b) Olhando para a Figura (b), em qual ponto A, B ou C estd o CM da barra longa? \—YJLYJ

Se a barra longa fica em equilibrio na posicdo mostrada em (a), entdo mo CM dessa barra esta

exatamente no ponto B, onde passa o eixo de rotacdo (ponto de apoio).

¢) Na Figura (c) a barra longa é posicionada na posicdo horizontal e solta. Qual o movimento posterior da
barra?
Nenhum, pois esse equilibrio da barra longa é indiferente, conforme a discussdo que fizemos no texto

para a balanca de pratos. A barra longa fica estatica em qualquer angulo de inclinacgao.
6.3 Exercicios propostos

EP 6.1) Uma haste de comprimento 2L é composta de duas hastes feitas de materiais diferentes: A (densidade
de massa p,) e B (densidade de massa pg), cada uma de comprimento L, emendadas uma na outra. A haste é

pendurada por duas cordas leves amarradas nas suas extremidades e amarradas ao teto, deixando a haste na
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posicdo de equilibrio estatico horizontal. As cordas ficam na posicdo vertical. Calcule a razdo T,/ T entre os

modulos das tensdes nas cordas: T, na corda amarrada do lado A e Tg ha corda amarrada do lado B.

EP 6.2) Um bloco em repouso apoiado em uma superficie horizontal é puxado por uma forca de médulo F
inclinada de um angulo 8 com a horizontal. O coeficiente de atrito estatico bloco/superficie é ug. Calcule o
valor de 8 que vai fazer com que a menor forga F necessdria para tirar o bloco do repouso seja minima.

Desconsideramos aqui o tombamento do bloco.

EP 6.3) Uma escada de massa M e comprimento L estd apoiada em um piso horizontal e em
uma parede vertical, conforme a figura ao lado. Ndo ha atrito na parede e o coeficiente de
atrito estdtico escada/piso é pg. Calcule o menor valor do angulo 6 compativel com o

equilibrio estatico da escada. Note que se adicionarmos um atrito na parede o equilibrio se
torna indeterminado (ver Ref. Statics of a ladder leaning against a rough wall, K. S.

Mendelson, American Journal of Physics, 63 (1995)).

EP 6.4) Uma escada de massa M e comprimento L esta apoiada em um piso horizontal e
em uma quina em uma parede vertical, conforme a figura ao lado. Ndo ha atrito na quina

H
da parede, mas ha atrito (estdtico) com o piso. Calcule o mddulo da forca de atrito 9

estatico piso/escada.

EP 6.5) Um bloco de massa M estd em equilibrio estatico pendurado por duas —— -
cordas leves amarradas ao teto, conforme a figura ao lado. Determine o

modulo da tensdo na corda menor.

EP 6.6) Um bloco esta em equilibrio estatico preso a duas polias conforme a figura ao lado. O (
bloco tem massa M e cada polia tem massa m. As polias podem girar livremente sem atrito em
seus eixos. Determine o mddulo da tensdo na corda menor fixada ao teto, que abraca a polia

superior.

EP 6.7) Um bloco de massa M esta sendo mantido em equilibrio por uma forca F aplicada

a extremidade de uma corda leve que passa por 5 polias leves, conforme a figura ao lado.

As polias giram sem atrito em seus eixos. Considere a aproximacdo em que todos os

segmentos de cordas sdo verticais. Calcule o mdédulo de F necessdrio para manter o

T

equilibrio do bloco.
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EP 6.8) Uma haste rigida de massa M e comprimento L é pivotada (eixo de giro
sem atrito) em sua base e é mantida em equilibrio estatico pendurada por uma
corda leve, inclinada de um angulo B, conforme a figura ao lado. a) Calcule o

modulo da tensdo na corda. b) Calcule o médulo da for¢a que o pivo faz na haste.

6.4 Respostas dos exercicios propostos

EP6.1) 2Pa*Ps
pat+3pp

EP 6.2) tan(0) = ug
EP 6.3) tan(Opyy) = 1/(2 pg)
EP 6.4) %cos(@) sen?(0)

cos(B)

EP6.S) - s

Mg

p66) (X+2)g

EP6.7) Mg/5

EP 6.8) a)L(m M9 b VAZ ¥ BZ com A= cos(@)cos(B) Mg

sen(f—-a) 2 sen(f-a) 2

B = Mg
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7

Elasticidade

7.1 Introdugao

Nos capitulos anteriores fizemos a hipdtese de que o corpo cujo movimento ou equilibrio estdvamos
estudando era um corpo rigido, ou seja, um corpo de forma e tamanho fixos. Na natureza ndo existe um corpo
com essas propriedades, porque todos os materiais possuem uma certa elasticidade, ou seja, uma capacidade
de se deformarem quando submetidos a forcas externas. Assim sendo, os corpos reais podem se contrair,
dilatar, dobrar, curvar, torcer etc., quando submetidos a forgas externas. Podem também se romper, ou
guebrar. Quando uma pessoa senta em uma cadeira que parece fragil, ela se preocupa se a cadeira vai

suportar o esforgo de sustentar seu peso, se a cadeira vai se deformar além do suportavel e quebrar.

Ao analisar as condicdes de equilibrio de um corpo deformavel temos que levar em conta as
deformacdes que esse corpo pode sofrer, devido as forcas externas que atuam nele. Essas deformacdes
podem modificar os bracos de alavanca das forgas, e um equilibrio que estava garantido para um corpo
idealmente rigido, pode ndo estar garantido para um corpo real deformavel. Enfim, as idéias que discutimos
no capitulo anterior sobre o equilibrio dos corpos se tornarao inuteis se ndo tivermos a garantia prévia de que
as formas desses corpos ndo vao se alterar muito devido a acdo das forcas a que eles estdo submetidos.
Portanto, um conhecimento sobre a deformabilidade e a resisténcia dos materiais se apresenta como crucial

para aquele que pretende projetar uma maquina, uma edificacdo ou uma estrutura sélida qualquer.

Esses conceitos ligados ao comportamento eldstico dos materiais fazem parte das ciéncias da
elasticidade e resisténcia dos materiais, que sdo, cada uma, suficientemente vastas e profundas, do ponto de
vista tedrico, experimental e numérico. O conhecimento adquirido através dessas ciéncias contribuiu de forma
marcante para o avango tecnolédgico da humanidade. No inicio da civilizagdo havia a necessidade de novos
materiais para a construgdo de abrigos, de ferramentas e de armas de guerra e caga. As idades da pedra, do
bronze e do ferro se referem aos materiais que eram a base da tecnologia na construcdo desses artefatos em

diferentes periodos da histéria (eras arqueoldgicas). O desenvolvimento continuo de novos materiais abre
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fronteiras para novas tecnologias e para saltos de desenvolvimento. A revolucdo industrial, por exemplo, se
deu em grande parte gracas a disponibilidade do aco resistente e barato. O avango da avia¢do e da navegacao
comerciais, da eletrénica e da medicina depende fortemente do surgimento de novos materiais. Do ponto de
vista econdmico, o conhecimento preciso das propriedades de resisténcia dos materiais permite que se
construam estruturas mais “enxutas”, sem exageros em suas dimensdes e quantidades de material, que

levariam, inutilmente, a estruturas maiores, mais pesadas, mais caras e de maior consumo energético.

Nosso interesse aqui é discutir apenas as nog¢des bdsicas ligadas a elasticidade e resisténcia dos
materiais. Os estudantes de engenharia civil, mecanica, ou dreas afins terdo oportunidade de aprofundar seus

estudos nessa area.
7.2 Tensao e deformagao

A idéia central aqui é que um corpo submetido a um esforco externo vai se deformar e devemos ser
capazes de quantificar essa deformacdo em termos do esforco aplicado. Queremos descobrir uma “lei do
esforco/deformacdo” que nos permita conhecer como um corpo se deforma e fazer previsbes das
deformacgdes que ele vai sofrer. Essas previsdes vao nos ajudar a dimensionar as estruturas de uma edificacdo
ou de uma madquina, para que elas ndo se deformem muito ou ndo se quebrem. Estamos utilizando aqui as
palavras “esforco” e “deformacdo” sem muito cuidado sobre seus significados precisos. O que faremos

primeiro entdo serd definir de forma mais precisa esses termos.

Considere o exemplo de uma viga de prédio que sustenta parte do peso do andar superior e do que
esta nele (pessoas, moveis etc.) como ilustrado na Figura 7.1. A idéia ilustrada nessa Figura é que o que
estamos chamando de esforgo, que seria a causa da deformacao, ndo se resume apenas a forga, mas envolve

também a drea em que essa forga se concentra.

T
Il
“Hy

)
- AU 4

Figura 7.1: Uma viga estd submetida a um esforgo porque sustenta parte do peso do andar superior de um prédio
e tudo mais que esta sobre ela. A for¢a que atua na viga esta distribuida em toda a area da viga em que o andar
superior e tudo mais se apdia. Se a forga fosse toda concentrada em uma érea pequena no centro da viga,

esperariamos consequéncias mais drasticas sobre a forma da viga, como, por exemplo, que a viga se dobrasse.
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Uma forca F distribuida em uma area A grande implicara em menores deformag¢des do que uma

mesma forga distribuida em uma area pequena. Assim definimos esfor¢co como:
Esf al
sforco = —
=2

O nome técnico para isso que estamos chamando de esforgo é “tensdo”, e esse é o nome que usaremos daqui

para diante.

Note que jd usamos o nome tensdo para forgas produzidas por cordas, barbantes e cabos tensionados.
Aqui o significado é diferente, tensdo é simplesmente forca por unidade de &rea, cuja unidade natural é N/m?
ou pascal (Pa). Poderiamos chamar essa razdo de pressdo, afinal pressdo também é forca/drea. Mas,
reservamos o termo pressao para os fluidos, sendo F a for¢ca que um fluido faz ortogonalmente a uma area A.
A tensdo é um conceito mais geral, pois F pode ser aplicada por qualquer coisa e pode inclusive atuar
tangencialmente a area A (como no caso da tensdo de cisalhamento). Por exemplo, se uma for¢ca de
magnitude F =100 N for aplicada uniformemente em uma superficie de adrea A =0,1 m? a tensdo

correspondente nos pontos dessa superficie é de 1.000 Pa.

Agora vamos definir o que entendemos por deformacdo, que é basicamente uma variagdo AL em um
comprimento (ou dimensdo) de um corpo. Imagine que vocé seja informado de que um cabo de ago utilizado
em alguma aplicagdo se deformou, tendo esticado de AL = 1 metro. O cabo tinha o comprimento L, (metros)
e passou a ter o comprimento Ly+1. Essa deformacdo é grande ou pequena? Ndo podemos responder essa
pergunta, a resposta depende do valor de L. Imagine que Ly=10 km, entdo essa deformacdo seria
imperceptivel a olho nu. Por outro lado, se L,=1 m, entdo essa deformacao seria muito grande e evidente, o
cabo dobraria de tamanho e ndo precisariamos nem de instrumentos de medicdao para ver que o cabo se
deformou muito. Assim sendo, o simples valor de AL ndo é capaz de mensurar a deformacdo de um corpo.

Precisamos relativizar esse AL, definido:

AL
Deformacao = —
Lo

Note que a deformacdo é adimensional. Por exemplo, se um cabo de comprimento inicial Ly = 10 m dilatar de

AL = 10 cm, sua deformacao foi de 0,01 (sem nenhuma unidade).

A teoria/ciéncia da elasticidade busca uma lei, uma relacdo entre essas duas grandezas:

de tal forma que possamos fazer previsdes das deformacgdes, se conhecemos as tensdes.

A lei basica da elasticidade é a lei de Hooke que diz que essa relagdo é a mais simples possivel, uma

relacdo linear, ou de proporcionalidade:
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AL
oc —_—
Lo

Y

Robert Hooke estabeleceu essa lei por volta de 1680 através de vdrios experimentos com barras, fios e
molas sendo alongadas por pesos pendurados. Experimentando com barras e fios feitos de varios materiais
diferentes, como metais, madeiras, cabelos, ossos etc., Hooke estabeleceu que todos os materiais apresentam
esse regime linear de relagdo entre tensdo e deformacao, ou seja, dobrando a tensao, dobra-se a deformacao.
A validade desse regime é observada basicamente nas situagGes em que as tensdes e deformacgdes sdo
pequenas. Nos ja tivemos contato com essa lei quando discutimos o comportamento das molas. O fato da lei
de Hooke ser valida em geral d4 uma pista de que microscopicamente todos os materiais tém em comum que
suas ligagcOes quimicas se comportam, do ponto de vista mecanico, como molas ideais. Quando submetemos
um material a uma tensdo, esta se propaga internamente, em um nivel microscdépico, e a propria estrutura
atomica do material é tensionada. Quando atomos vizinhos dentro do material se afastam, eles se atraem de
volta, devido as suas distribuicGes de cargas elétricas. Quando esses atomos se aproximam muito, eles se
repelem mutuamente, devido a superposicdo de suas nuvens eletronicas. Os atomos se comportam
mecanicamente como se estivessem ligados por pequenas molas. Dessa forma, quando esticamos um fio de
aco, por exemplo, estamos esticando um nimero muito grande de molas microscépicas emendadas umas nas

outras, correspondentes as ligacdes quimicas que unem os atomos que

T

compdem o aco. A Figura ao lado ilustra um “modelo” de sdlido que é um

aglomerado de N?M molas iguais (material homogéneo), cada uma de

constante de mola k,, sendo comprimido por forcas opostas de médulo F. Se M molas

S
=
S

s/

b

=C
=S

/

a, é a area da secdo transversal de uma mola e l; é o comprimento de uma

mola relaxada, segue (da lei das molas) que a deformagdo Ax; > 0 de uma

400 100

mola é tal que k;Ax; = F/N?. Portanto, a deformacio (total) de compressdo

= (50

do sélido é:

AL MAx;, F  a F ( )F
Ly M1, kN2l k;l;N2a; \kil,/ A

sendo A = N?a, a area de aplicacdo das forgas +F.

Desse modelo simples deduzimos a razoabilidade da lei de Hooke:

F AL
p— M —
AL,

Para transformar a relacdo de proporcionalidade na lei de Hooke em uma igualdade basta introduzir

uma constante de proporcionalidade:
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sendo E o médulo de elasticidade, ou constante eldstica do material. O mdédulo de elasticidade E mede, de
uma certa forma, a rigidez, ou resisténcia de um material a deformacéao. De fato, da lei de Hooke vemos que:
AL 1F
Ly, EA
ou seja, quanto maior o valor de E, menor a deformacdo para uma dada tensdo. Um material idealmente
rigido teria E — oc0. O mddulo de elasticidade é uma espécie de “constante de mola” para um dado material e
esta relacionado diretamente a rigidez mecanica (forca) de suas ligacbes quimicas. As ligacGes covalentes
(compartilhamento de elétrons) entre dtomos (como no caso do diamante e do vidro) levam, geralmente, a

materiais mais rigidos, ou seja, a maiores valores de E.

Ha varios outros parametros, além de E, para se definir a resisténcia de um material, que ndo vamos
estudar aqui. Dentre os diferentes materiais, o diamante tem a reputacdo de ser o material natural mais duro
(ou sélido) que existe. A escala de “dureza” (escala de Mohs) dos minerais comeca com o talco e o gesso, os
mais macios, e termina com o diamante, o mais duro. Isso significa, basicamente, que se um diamante for
arrastado contra outro material, esse material vai ser riscado/arranhado, e o diamante vai sair ileso. Por isso o
diamante (artificial) é utilizado em ferramentas de corte, brocas e serras de alta performance. Na escala de
deformabilidade o diamante também se destaca, sendo o mais rigido, com médulo de elasticidade E = 102

Pa. Ele se destaca também no preco, sendo o material mais caro que existe.

Na internet e em livros técnicos da drea é possivel encontrar tabelas de mdodulo de elasticidade para
diferentes materiais. O valor de E pode depender de fatores externos, como a temperatura. Em geral, o
aumento de temperatura leva a uma diminuicdo em E, pois o material aquecido se torna mais mole e mais

deformavel.

Para um corpo especifico, a maneira como ele vai se deformar depende ndo sé do material de que ele
é feito, mas também de sua forma. A forma do corpo vai influenciar como vao se distribuir as tensdes internas
no corpo e, portanto, como ele vai se deformar. Para tornar as idéias mais simples, consideremos objetos de

forma cilindrica, para os quais as definicGes de tensdo e deformacdo sdo mais evidentes.
7.2.1 Tensdo de dilatagdo

Considere um corpo cilindrico maci¢co (um tarugo), feito de um certo material, que é puxado em suas
extremidades por forgas externas opostas de mesma magnitude, conforme a Figura 7.2 abaixo. O corpo esta

em equilibrio, pois as forgas se cancelam, por hipdtese. Se ele fosse um corpo rigido, nada aconteceria.
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Lo
K_H
—F F
AL Figura 7.2: Um corpo cilindrico de
A area de sec¢do transversal A é puxado
_F F pelas extremidades e dilata.

Note que estamos supondo que a forga F esta distribuida uniformemente em toda a 4rea A hachurada
de uma face do cilindro. Analogamente para —F. Essa forca vai se propagar para dentro da estrutura do
cilindro e podemos pensar que cada fatia cilindrica interna do cilindro esta sendo puxada por for¢as opostas

de mesma magnitude e, por conseqliéncia, sofrendo uma pequena dilatacdo. De

T O
" . . ~x s . s — = 2
fato, a hipotese de uniformidade da forca externa ndao é muito critica porque, L —> F
. s . ~ . —p > -
conforme afirma o principio de Saint-Venant, uma tensdo externa aplicada de bl :;»
forma concentrada na extremidade de uma barra vai se tornar uniformemente 2 1

distribuida em sua secdo transversal, a medida que penetramos para dentro da
barra, e essa uniformizacdo da tensao vai ser rapida, ou seja, vai ocorrer em secGes proximas da extremidade
da barra. A Figura acima ilustra essa idéia: na secdao 2 a tensao ja se uniformizou ao longo da se¢do transversal

da barra.

Enfim, se esse corpo cilindrico fosse rigido, nada iria acontecer. Ndo ha forga resultante e nem torque
resultante. Mas, sendo esse corpo deformavel, ele vai dilatar e seu comprimento vai aumentar de AL. No

regime de validade da lei de Hooke podemos dizer que:

F AL

=y—
A~ L

sendo E =Y o mddulo de elasticidade de dilatagdo, ou médulo de Young, do material que compde o cilindro.
O cobre, por exemplo, possui Y = 120 GPa (ou 1,2x10"' Pa) enquanto o ago possui Y = 200 GPa. Isso significa
qgue se um fio de aco e um fio de cobre, de comprimentos iniciais iguais, forem puxados em suas extremidades

por tensBes (F/A) iguais, o fio de cobre vai esticar praticamente o dobro de quanto vai esticar o fio de ago.

Em aplicagGes praticas na engenharia se requer que uma estrutura suporte um nivel méximo de
tensdo, que ndo pode ser ultrapassado, sob o risco de haver ruptura do material. Seja Ty, esse nivel de tensdo
(tensdo de trabalho, ou tensdo permitida). Para o caso simples de uma estrutura cilindrica como a que

discutimos aqui, a drea da segdo transversal, para uma dada tensdo Ty, é:
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Quanto menor a tensdo Ty, permitida, maior deve ser a area da se¢do, para uma mesma forga

aplicada F.Da mesma forma, para uma dada area, podemos determinar a forca maxima aceitdvel:
Fyax = ATy

Partindo da lei de Hooke, podemos determinar T}, a partir da deformagdo maxima permitida e do

maddulo de Young do material:

=7 ()

Lo MAX

Para um exemplo numérico, considere que o (ou um tipo de) aco suporte no maximo uma tensdo de
dilatagdo de 450 MPa (M = mega = 10°). Apés isso ele se rompe. O mddulo de Young desse aco é Y = 200 GPa
(esses valores foram inspirados em tabelas que encontramos em sites na internet, mas note que ha varios agos
e os parametros de resisténcia mecanica vdo depender fortemente da composicdo quimica desses materiais e
também do método usado para fabrica-los). Obviamente um engenheiro que pretendesse construir uma
estrutura com esse ago - um cabo de ago, por exemplo - deveria recomendar uma tensdo de trabalho Ty, bem
menor que esse valor maximo de 450 MPa, para trabalhar com uma boa margem de seguranca. Essas tensées
de trabalho (ou permitidas) Ty, sdo geralmente convencionadas como sendo uma fragdo da tensdo de
transicdao entre o regime elastico e o regime pldastico de deformacao, sobre os quais discutiremos mais adiante.
Nés vamos assumir aqui, apenas como exemplo, que Ty, = 450 MPa, para determinar valores extremos para
os parametros. Por exemplo, a deformacdo maxima admitida para essa estrutura seria:

— (AL)

AL Ty
=) = ( ) =2 =0,00225
Lo

MAX Lo MAX

Se um cabo desse ago tivesse um comprimento original Ly, = 10 m, sua deformagdo maxima quando

submetido a essa tensdo maxima Ty, seria ALy 4x = 0,0225 m, ou seja, 2,25 cm.

Se a area da secdo transversal do cabo de aco (um cilindro) fosse 4 = 3,14 x 10~* m? (raio de 1 cm), a

forca maxima de dilatacdo que ele suportaria seria:
Fyax = ATy = 141.000 N (basicamente o peso de 14.100 kg = 14 toneladas)

Por outro lado, se esse cabo tivesse que suportar um “peso” de 10 toneladas (uma massa de 10.000

kg), sua area (minima) de se¢do deveria ser:

F10.000 x9,8

A==
Ty, 450.000.000

= 2,18 x 107* m?

gue corresponde a um raio de 0,83 cm.
Para o cobre, por exemplo, encontramos as estimativas: Y = 120 GPa e T}, = 220 MPa. Comparando

com o ago do exemplo acima, obtemos:
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i) Para um cabo com area de secdo 4 = 3,14 X 10~* m? (raio de 1 cm), a forca maxima de dilatagio

gue ele suportaria seria:
Fyax = ATy = 69.000 N (basicamente o peso de 6.900 kg)

ii) Se esse cabo tivesse que suportar um “peso” de 10 toneladas (uma massa de 10.000 kg), sua area

(minima) de secdo deveria ser:

Lo F _10000x98 . ., ,
= =——" "~ X
T, _ 220.000.000 m

que corresponde a um raio de 1,2 cm.

Vemos claramente que o cabo de cobre suporta pesos menores e/ou deve ser mais grosso para
suportar o mesmo peso, quando comparado com o aco. Mesmo sendo mais “fraco”, o cobre possui outras
propriedades que o tornam um material muito utilizado em constru¢des. Uma dessas propriedades é a alta

resisténcia a corrosao.
7.2.2 Tensao de compressao

Se invertermos os sentidos das forcas, obtemos um corpo cilindrico sob tensdo de compressdo, e seu

comprimento vai diminuir, devido a acdo da tensdo. A Figura 7.3 ilustra essa situacdo.

. > Figura 7.3: Um corpo cilindrico de
—F F
area de secdo transversal A é
empurrado pelas extremidades e se
. T . comprime.
—F AL F

No regime de validade da lei de Hooke, podemos escrever:

F_ ALl
=y —

A Lo

sendo Y’ o mddulo de elasticidade (ou de Young) de compress3o, que pode, em principio, ser diferente do
modulo de elasticidade de dilatagdo. Introduzimos o médulo em |AL| porque nesse caso AL é negativo. Para
muitos materiais observa-se um comportamento simétrico para dilatacdo/compressdo, ou seja, Y' =Y, como
no caso de uma mola ideal. Mas, com uma pesquisa rdpida na internet podemos encontrar facilmente
informacdes sobre materiais assimétricos, para os quais Y’ # Y. O concreto, por exemplo, € um material forte
guando submetido a tensGes de compressdo (ele suporta grandes tensdGes de compressdo sem se romper),

mas é fraco quando submetido a tensdes de dilatagdo.
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Qualquer estrutura vertical esta sujeita a uma tensdo de compressao, pela acdo do préoprio peso. Uma
coluna cilindrica vertical (de altura inicial L) apoiada no piso, por exemplo, possui um perfil de tensdo que
depende da altura até o piso. A parte inferior da coluna estd submetida a uma maior tensdo, porque sustenta
um peso maior. A Figura 7.4 abaixo ilustra essa idéia. De fato, sendo p a densidade de massa (kg/m?) do
material que compde a coluna, vemos na figura que a se¢do transversal da coluna (de drea A) em uma altura

h, esta sustentando um peso:
Pp=pgA(L—hy)

enquanto que a segdo transversal na altura h, (>h;) sustenta um peso menor:
P,=pgA(L—hy)

Enfim, o peso sustentando em uma altura h da coluna é:

A )
P()=pgAL—h) (A
Por exemplo, a base da coluna (h = 0) sustenta o peso todo da coluna,
pois: - \
P(h=0)= pgAlL
sendo A L o volume da coluna cilindrica. L
i
Se considerarmos ainda uma tensdo p, no topo da coluna (a pressdo
atmosférica para um poste livre ou a tensdao produzida por um outro corpo -
apoiado no topo da coluna), podemos dizer que a tensdo na altura h é: 1rhl
\ ) 2 7/
F /_ /
2=PotpgdL—h
Figura 7.4: Uma coluna
Portanto, na base da coluna (h = 0) a tensdo é p, + p g L, enquanto que no vertical de comprimento L

estd submetida a uma

topo (h = L) a tensdo € apenas p,. tens3o de compress3o.

A lei de Hooke diz entdo que a deformagdo em uma fatia da coluna de comprimento (altura) inicial [,

situada em uma altura h do poste sera:

Al 1
e =;[po+pg(L—h)]
0

sendo Y o médulo de Young do material de que a coluna é feita.

Se tivéssemos que apostar em qual lugar a coluna teria mais chance de quebrar, ou sofrer uma fratura,
apostariamos que seria na base (h = 0), pois a base estd submetida a maiores tensdes e a maiores
deformacgdes. Portanto, a base é o local onde a coluna estd mais vulneravel ao excesso de deformacdo e

conseqliente falha do material.

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 7



402

Para uma coluna feita de material que deve suportar uma tensdo Ty, (tensdo de trabalho), que garante
gue ndo haja nenhum perigo de falha no material, a altura maxima permitida seria (sendo a base da coluna a

regido de maior tensao):
1
P(h=0)=po+p gLuax =Tw = Luax :E(TW—PO)

Maiores tensGes de trabalho vao permitir colunas mais altas. Materiais mais densos, bem como
maiores tensdes no topo, vao requerer colunas mais baixas. Nesse sentido, uma coluna de madeira, que é um

material geralmente de baixa densidade, pode apresentar vantagem em relacdo a uma coluna de concreto.

Tomando como exemplo o concreto usado em construcdes (de fato existem varios concretos possiveis,
vamos pensar aqui no que seria um tipo particular de concreto, cujas caracteristicas mecanicas podem ser
encontradas facilmente em sitios na internet), ele admite uma tensdo maxima Ty4x = 30 MPa. Esperamos
entdo que a tensdo de trabalho seja tal que Ty, < Ty4x para evitar o perigo de ruptura do concreto. No caso
de uma coluna de concreto que tem sua parte superior livre (um poste, por exemplo), podemos usar os
valores numéricos: pressdo atmosférica py = 101 kPa (k = quilo = 10%) e densidade p = 2.400 kg/m?>.
Considerando um caso extremo, em que Ty, = Tjp4x, podemos determinar a altura limite do poste (note que a

pressdo atmosférica é desprezivel nesse caso):
1
Lyax = E(TW —po) = 1.300m

Essa altura limite ndo leva em conta outros efeitos que podem causar a ruptura da coluna, como, por
exemplo, um encurvamento. Para reduzir a chance de encurvamento, a coluna deveria ter sua sec¢do

transversal aumentada (coluna mais grossa).

Supondo que a coluna de altura L deva sustentar um peso P, segue que p, = P/A e obtemos que a

area da secdo transversal da coluna deve ser:

P

P
— L=Ty 2 A=7"—
+pg w Ty —pgl

A

Vemos que para sustentar pesos maiores a coluna deve ser mais larga. Maiores tensGes de trabalho
vao permitir colunas mais estreitas. Materiais mais densos e colunas mais altas vao exigir colunas mais largas.
Se o peso da coluna ndo é importante (uma coluna de madeira, por exemplo) entdo A = P/Ty,. Note que o

peso da coluna vai se tornando mais importante a medida que ela se torna mais alta (maiores Ls).

A compressdo total da coluna é dada pela soma das compressGes |Al| de cada fatia da coluna:

h=L h=L1
au=y e~ [ la= [ ipe+pg-mian
h=0 h=0
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Nessa expressdo consideramos o limite em que ha infinitas fatias de espessura infinitesimal [, = dh, o que

leva, através de um processo padrao de limite, do somatdrio para a integral.

Concluindo, a deformacdo (compressao) total da coluna é:

L, 28h)
L y\PeT T

Note que quanto mais deformdvel o material da coluna (menor Y), mais denso esse material (maior p)

e mais alta a coluna (maior L), maior sera a deformacao.

Para obtermos uma estimativa numérica no caso de uma coluna de concreto que tem sua parte
superior livre (um poste, por exemplo), podemos usar os valores numéricos: pressdao atmosférica p, = 101
kPa, densidade p = 2.400 kg/m>, méddulo de Young Y = 30 GPa. Segue que py/Y = 3,4 x 10 % e:

|AL|

) =34x10"°+39%x1077L

com L em metros. Para que essa coluna (ou poste) tenha uma compressdo absoluta |[AL| = 1 cm, sua altura

deve ser L = 156 m. Na base dessa coluna a tensdo seriap g L = 3,7 MPa.

Uma coluna de perfil mais adequado seria uma coluna de base mais larga, como uma coluna conica,
por exemplo. Para essa coluna a area da secdo transversal cresceria na base, que é onde a forca peso

sustentada é maior. Consequentemente, poderia haver um alivio na tensao e na deformacdo nessa regiao.

Qual seria a forma ideal de uma coluna, que teria um perfil constante de tensao, ou seja, que tivesse a
tensdo independente da altura? Deveria ser uma coluna em que a drea da secdo transversal dependesse da

altura, A = A(h), de tal forma que a tensdo fosse constante, independente de h.

Queremos que a razdo P(h)/A(h) seja constante, independente de h, ou seja:

_ 1 dP(h) P(h) dA(h) _
T A(h) dh [A(W]? dh

i i)

A ideia dessa equagdo é que se a razdo P(h)/A(h) for uniforme, ou seja, independente da altura h,

entdo, a derivada d/dh[P(h)/A(h)] deve ser nula. Note que:

1P P() dA(W) _ PO
AR dh AW dn T T am

dP é a diferenca de peso entre a porcdo da coluna que estd acima da fatia da coluna de espessura dh

posicionada na altura h e a porgdo que esta abaixo, ou seja:
dP = P(h+ dh) — P(h)

Essa diferenca de peso (em maddulo) é exatamente o peso da propria fatia, ou seja:
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dP = —p g A(h)dh

O sinal negativo reflete o fato de que o peso acima da fatia na altura h decai com h, ou seja, quanto

mais alta a fatia, menor o peso acima dela.

Obtemos:

dP

_P(h)
T A

dA = —p g A(h) dh = T,y dA

sendo Ty, = P(h)/A(h) o nivel de tensdo constante (tensdo de trabalho) que desejamos que haja na coluna.

Portanto, chegamos a seguinte equacdo diferencial para a area em fungdo da altura h:

dA
4L __Pg dh
Ah) Tw

Integrando os dois lados da equagdo obtemos:

In (Aji’)) - %(h — hy)

Sendo In a fungdo logaritmo natural e A, e hy constantes de integragdo. Por exemplo, tomando hy = 0, 4,

seria a area da base da coluna, que chamaremos de Ag. Exponenciando os dois lados da equagdo obtemos

finalmente:

_pa,
A(h) = AB e Tw

Vemos que a area da sec¢do da coluna deve decair exponencialmente com a altura, ou seja, a forma da coluna

seria algo parecido com a mostrada na Figura 7.5 abaixo. Podemos fixar o valor de Ty, como sendo o valor da

tensdo no topo (h=L) da coluna, que sustenta o peso P de outro corpo, ou seja, Ty, = P/Ar, sendo Ay drea no

topo da coluna, que é dada por:

_pyg,
AT=A(h=L)=ABe Tw

Figura 7.5: Uma coluna (ou poste)

Iu

vertical “inteligente” seria aquele em
que a area de sec¢do transversal variasse

exponencialmente com a altura ao piso.

Se vocé prestar atencdo vai ver que os postes de concreto utilizados na rede elétrica sdo geralmente

postes de forma cOnica. A idéia dessa forma é a mesma discutida aqui, equalizar a tensdo ao longo da altura
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3

do poste. A escolha especifica da forma conica deve ser ditada =
por outras razbes praticas, como o custo de produgdo. Postes ?
P8 74

ocos podem ser tdo resistentes quanto os postes sélidos, mas R
4 5k

~ . . 2}5
sdo mais leves e mais baratos. A5
a8

Olhando a figura de uma coluna vertebral (Figura ao -;.}L

4y

o)

lado), ou do tronco de uma palmeira alta, vemos que a
natureza apresenta suas solu¢des para a equalizagdo da tensdo

de compressdo devido a agdo do peso. Quais solucdes?

Galileu Galilei foi, como em muitas outras areas,

pioneiro na investigacdo das propriedades mecanicas dos
materiais. Pensando na compressdo devido a acdo do peso, Galileu argumentou que a existéncia na natureza
de arvores, pessoas ou animais gigantes é impossivel. Criaturas como o King Kong e o Godzilla s6 podem existir
na ficcdo. Uma pessoa de, digamos, dez metros de altura, com as mesmas propor¢des de uma pessoa comum,
sofreria fraturas nos ossos das pernas assim que se colocasse
na posicdo vertical. O argumento é simples e pode ser baseado
nas figuras ao lado que ilustram o corpo de uma pessoa
comum, de um gigante “proporcional” e de um gigante
“atarracado”. A forma da pessoa comum pode ser caracterizada
pela sua altura A, sua largura L e sua profundidade P (para
dentro da pagina). O gigante proporcional, por sua vez,

possuiria as mesmas proporgdes da pessoa comum, ou seja, A

tratar-se-ia basicamente de uma ampliacdo isotrdpica, por um
fator a > 1, da pessoa comum. A altura do gigante proporcional -

seria aA, a largura ol e a profundidade aP.

Segue entdo o argumento de Galileu: se o peso da

pessoa comum é p, o peso da gigante seria a3p. Por outro lado, se a drea da secdo transversal do fémur (osso
mais longo da perna), por exemplo, da pessoa comum é A, no gigante essa area seria o’ A. Logo, a tensdo
(devido ao peso) no fémur do gigante seria o vezes a tens3o no fémur da pessoa comum (a’p/a’ A = a p/ A).
Desse calculo se conclui que uma criatura gigante estaria sujeita a tensGes maiores e, portanto, a deformacées
maiores nos 0ssos. Dai o maior risco de fratura. Uma pessoa gigante ampliada por um fator a=10, por
exemplo, pesaria 1000 vezes o peso de uma pessoa comum e teria os ossos 100 vezes mais largos, ossos que
teriam que suportar uma tensdo 10 vezes maior e sofrer deformacgées 10 vezes maiores (dada a lei de Hooke).

Um osso humano submetido a uma tensdo 10 vezes maior que a normalmente suportada se quebraria
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facilmente. Para garantir a sobrevivéncia dessa pessoa gigante, ela teria que ter os ossos feitos de outro
material, diferente e mais resistente que o material de que sdo feitos os ossos de uma pessoa comum. Outra
possibilidade seria a pessoa gigante ser desproporcional quando comparada a uma pessoa comum, como ho
caso do gigante atarracado da Figura acima. De fato, imagine um gigante atarracado com as seguintes
dimensdes: A, alL e aP. Ele tem a mesma altura que uma pessoa comum, mas € mais largo. Para a=10, por
exemplo, suas dimens&es seriam A, 10L e 10P. Nesse caso, o peso seria apenas 100 vezes maior, assim como a
area do fémur, e a tensdo seria a mesma que aquela nos 0ssos de uma pessoa comum. Esse gigante teria,
talvez ndo por acaso, as propor¢Ges de um elefante. Os animais marinhos ndo sofrem tanto a compressao do
peso, pois estdo flutuando na agua submetidas ao empuxo, que é uma forca distribuida. Provavelmente

também por isso, segue o fato de que o maior animal que existe na Terra seja a baleia azul.

As tensoes de dilatacdo e compressdo, assim como outras
tensdes que ndo vamos discutir aqui, podem ocorrer ao mesmo
tempo em um corpo. Por exemplo, considere uma viga de secdo
retangular apoiada apenas em suas extremidades, como na Figura

7.6. Devido a acdo de seu préprio peso, a viga vai assumir uma

forma curva, como a forma de um simples varal de secar roupa.

N i . Figura 7.6: Uma viga encurvada (fletida)
Esse encurvamento (ou flexdo) é, ele mesmo, um tipo de

. ] . ) ] ) pela acdo de seu préprio peso e de seus
deformagdo particular que ndo vamos discutir aqui. Nos
apoios nas extremidades.
concentraremos nas tensdes de compressdo e dilatagao que estdo
ocorrendo na viga. De fato, olhando para a forma curva da viga vemos que sua parte superior esta sendo
comprimida, enquanto que sua parte inferior esta sendo dilatada. O perfil de tensdo seria algo como mostrado

na Figura 7.6 para uma fatia central da viga. A parte superior da

—t—>
fatia, e da viga, é muito comprimida (forgas representadas por

setas verdes), mas a compressdo vai diminuindo a medida que

nos aproximamos do centro da viga. A parte inferior, por sua

vez, é muito dilatada, (setas azuis) mas a dilatacdo vai

diminuindo & medida que nos aproximamos do centro da viga.  figura 7.7: Uma viga de secdo retangular

. . ~ . ~ . apresenta concentracdes de tensdes em suas
Note que ha uma inversdo de sinal na tensdo (no sentido da P s

. . . faces superior e inferior (curva verde). Uma viga
forga) em uma linha central horizontal (linha neutra) que corta a

) ) . ) . . com a secdo em forma de | equaliza a
viga ao meio. Sendo a deformacdo proporcional a tensao,

distribuicdo de tensdes (curva azul).
esperamos entdo que essa viga se deforme muito em suas faces

superior e inferior e esteja livre de deformagdo em sua porgao central.

Nesse sentido, percebemos que a forma retangular para a secdo transversal da viga ndo é uma boa

escolha, do ponto de vista da distribuicao de tensGes. Uma escolha melhor seria uma viga de segdo transversal
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com a forma da letra I, como mostrado na Figura 7.7 acima. Essa forma possui area de secdo transversal
grande onde as forcas de compressdo/dilatacdo sdo grandes e drea pequena onde essas forgas sdo pequenas.
Obtém-se entdo uma viga com distribuicdo mais uniforme de tensdes e deformagdes. Mostramos na figura um
esbocgo do grafico da tensdo em funcdo da posicdo vertical na secdo transversal da viga. TensGes positivas
representam compressao e tensdes negativas dilatagdo. A idéia que queremos passar é que o aumento da
area nas faces superior e inferior da viga reduz o nivel de tensdo nessas regidoes. A parte central da viga, por

sua vez, ndo é muito afetada por uma redugdo na area da segao transversal.

A Figura 7.8 (retirada do livro History of strength of materials

(S. Timoshenko)) mostra o desenho de um experimento proposto e
realizado por Leonardo da Vinci para estudar a resisténcia dos
materiais. O objetivo era testar a resisténcia de um fio de ferro (um
arame), aumentando a forca que ele sustentava, até observar ele se
romper. Para isso, areia caia lentamente em um cesto amarrado a

extremidade do fio e o peso da areia que provocava a quebra do fio

era registrado. Fios de materiais mais resistentes suportavam maior

guantidade de areia no cesto.

Figura 7.8: Um experimento realizado

Hoje em dia experimentos similares sdo realizados em o
por Leonardo da Vinci para estudar a

laboratdrios de resisténcia dos materiais. Um pequeno cilindro (um o .
resisténcia de um fio de ferro.

tarugo) feito de um material cujas propriedades se quer estudar é

colocado em uma maquina que vai aumentando a tensdo progressivamente e medindo a deformacdo. Um

ensaio tipico é aquele em que a tensdo é de dilatacdo e o resultado, um diagrama tensdo-deformacao, é

qualitativamente como mostrado na Figura 7.9 abaixo.

A A A
F/A F/A F/A
P dactil
/
/
/ fragil
/
/
/
0 > 0 i » 0 >
0 AL/L, o deformacdo AL/L 0 AL/L,
permanente

Figura 7.9: Comportamento tipico (qualitativo) da relagdo entre tensdo e deformacdo (diagrama tensao-
deformacdo) obtido em um experimento em que um cilindro de um determinado material é submetido a uma

tensdo de dilatagdo F/A progressiva.
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O primeiro grafico ilustra o comportamento tipico da tensdao versus deformacdo, enquanto a tensao
F/A vai crescendo progressivamente. Nota-se basicamente o que é esperado, a deformag&o vai crescendo com
0 aumento da tensdo. A curva comega linear, curva-se e termina quando o tarugo se rompe. Essa curva possui

tipicamente as seguintes caracteristicas principais:

1. A curva inicia com uma porgdo linear (segmento vermelho) que é uma manifestacdo da validade
universal da lei de Hooke, para pequenas tensdes e deformacBes. A inclinacdo dessa reta Ay/Ax
fornece o valor do mdédulo de elasticidade E (Y) do material. Para materiais em que essa porg¢do linear
da curva é muito limitada (pois a lei de Hooke sé vale mesmo para tensdes/deformagdes muito
pequenas, tipicamente AL/Ly < 0,001), o mddulo de elasticidade pode ser determinado por outros
métodos, como pela medida da velocidade do som nesse material, que é proporcional a VE (o som
esse propaga mais rapidamente nos materiais mais rigidos).

2. A curva termina, no extremo final do segmento azul, porque o cilindro se quebra apds um certo nivel
maximo de tensdo/deformacdo suportavel.

3. As porcoes vermelha e verde da curva compdem o regime eldstico de deformacdo: o regime em que o
material se comporta como o que entendemos por um elastico. O que caracteriza esse regime é a
reversibilidade da deformacdo, ou seja, se nesse regime desligarmos a maquina que estd tensionando
o cilindro/material, este perde totalmente sua deformacdo e volta a ter seu tamanho original. O
cilindro estica e volta, como um eldstico. Ndo ha nenhum efeito de memodria da tensdo/dilatacdo que o
material sofreu durante o processo.

4. A porcdo azul da curva compbe o regime pldstico, que se caracteriza pela irreversibilidade das
deformacdes, conforme ilustramos no segundo grafico da Figura 7.9. Estando o material no ponto P,
ou seja, com a tensdo e a deformacdo correspondentes ao ponto P da curva, se desligarmos a maquina
gue esta tensionando o cilindro/material, este relaxa seguindo a reta tracejada (ou algo similar) e se
estabiliza com uma deformagdo permanente, irreversivel. O material fica esticado/deformado
permanentemente, mesmo ndo estando mais sendo puxado em suas extremidades (F/A vai a zero,
mas AL/Ly ndo) . O material registra permanentemente uma memdria da dilatacdo que ele sofreu

durante o processo.

A reducdo na tensdo na parte final da curva (final da por¢do azul) reflete o processo de ruptura do tarugo,
que comeca a acontecer para grandes deformacdes. O estudo do conjunto das propriedades basicas
mostradas nesse grafico - elasticidade, plasticidade e ruptura/fratura - constitui o ndcleo da ciéncia da

resisténcia dos materiais.

No funcionamento de uma viga em um prédio, por exemplo, seria interessante que esta se mantivesse em

seu regime elastico de deformacdes, pois somente nesse caso ela ndo acumularia deformacdes permanentes

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 7



409

com o passar do tempo, o que poderia levar a um crescente perigo de ruptura do material. De fato, nas
aplicacdes em engenharia pressupde-se sempre que o material vai estar submetido a tensdes dentro do
regime elastico, ou seja, sem o acimulo de deformacdes permanentes. A chamada tensdo segura/permitida,
ou tensdo de trabalho Ty, pode ser convencionada como sendo uma fracdo (1/2, por exemplo) da tensdo
maxima que define a transicao do regime eldstico para o regime plastico (ponto de liga¢cdo da curva verde na

curva azul na Figura acima). Nessa regido de tensdes pode-se assumir também a validade da lei de Hooke.

No terceiro grafico na Figura 7.9 mostramos dois comportamentos tipicos diferentes para os materiais:
os materiais ducteis sdo aquele que apresentam uma curva F/A x AL/L, longa, ou seja, eles se deformam muito
antes de chegarem a ruptura, passando por um regime plastico longo. E uma caracteristica de muitos metais,
como o aco, que apresentam alta maleabilidade. Os materiais frageis sdo aqueles que possuem uma curva F/A
x AL/L, curta, ou seja, logo apds uma pequena deformacio eles se rompem, quase sem passar por um regime
plastico de deformacdo. E o caso do vidro, do concreto, do giz e do ferro fundido. S30 materiais que n3o
avisam que vao quebrar, simplesmente se quebram abruptamente. Um mesmo material pode apresentar um
comportamento ductil ou fragil, dependendo da temperatura. O aco, por exemplo, é normalmente ductil, mas

se torna fragil em baixas temperaturas (T < 0°C).

Os graficos da Figura 7.9 ilustram o que seria o comportamento de um material submetido a uma tensdo
de dilatagdo F/A constante no tempo. A ruptura/quebra do material se d4 quando a tensdo atinge um valor
limite caracteristico desse material. Nos casos em que o material fica submetido a uma tensdo nao constante,
periddica, ciclica ou pulsante, o que é muito comum em mdquinas, pode haver o acumulo de danos
microscopicos, com o passar do tempo, e o material pode se romper com um nivel de tensdo bem mais baixo
que o representado na Figura 7.9. Esse processo de acimulo de pequenos danos/fissuras e concomitante
enfraquecimento do material pela aplicacdo repetitiva de tensGes é chamado de fadiga (fadiga = cansaco). Se
vocé tentar romper um arame de aco com uma tensdo constante, aplicada com suas proprias maos, é muito
provavel que vocé ndo consiga. Se, por outro lado, vocé dobrar e desdobrar esse arame sucessivamente em
um mesmo ponto, a fadiga do material levara facilmente a uma ruptura do arame. Vocé vai vencé-lo pelo

cansaco.

Nossa discussdo anterior se restringiu aos casos em que a forca de tensao estd aplicada ortogonalmente a
uma superficie do corpo, comprimindo-o ou dilatando-o, que sdo as situagdes mais simples. Mas, nao é dificil
imaginar um caso diferente, em que a forca é aplicada paralelamente (tangencialmente) a essa superficie.
Chamamos de tensdo de cisalhamento (ou cortante) aquela resultante de uma forga tangencial a uma dada
superficie de um corpo. Esse é o tipo de tensdo que levamos ao extremo quando cortamos algo com uma faca
ou tesoura. Nesse extremo a deformacgao de cisalhamento é tdo grande que produz a ruptura, ou seja, o corte,

do material. Em geral podemos considerar entdo uma forga obliqua atuando na superficie de um corpo. A
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componente da forca ortogonal a superficie vai levar a uma compressdo/dilatacdo (dependendo de seu
sentido), enquanto que a componente tangencial da forca vai levar ao que estamos chamando de

cisalhamento.

Considere o exemplo de um pino cilindrico de metal, que une duas placas metalicas, conforme ilustrado na

Figura 7.10 que segue. Forgas Fe—F puxam as placas, tentando separa-las, mas o pino impede (por hipdtese)

essa separacdo. Note que nessa situacdo o pino ndo estd sendo comprimido ou dilatado, ele estd sendo

cortado pelas mesmas forcas F e —F que as placas (no equilibrio) transmitem para ele.

_F —F

T

LYJ
Ax

Figura 7.10: llustracdo da deformagdo de cisalhamento (ou simplesmente cisalhamento) em um pino cilindrico
que une duas placas que sdo puxadas em dire¢des opostas. Na terceira figura ilustramos a deformagao

absoluta Ax sofrida pela porgdo do pino localizada entre as duas placas.

Para enunciar a lei de Hooke para o cisalhamento vamos nos concentrar na porg¢ao do pino que sofre a
deformacdo, que estd ampliada na Figura 7.11 abaixo. Nessa Figura mostramos as dimensdes que estdo

envolvidas nas definigdes de tensdo e deformacdo de cisalhamento. A lei de Hooke fica:

F_SAx
A T H

sendo F o mddulo da forga de cisalhamento (ou cortante), A a area onde a forga esta aplicada (a area da segao
transversal do pino no caso da Figura 7.10), Ax a deformacdo lateral do cilindro, H a altura do cilindroe S o

madulo de elasticidade de cisalhamento, ou simplesmente médulo de cisalhamento.

area A

Figura 7.11: Um cilindro sofrendo
cisalhamento devido a agdo das
forgas F e —F que atuam
tangencialmente as suas faces

superior e inferior.
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O cobre, por exemplo, possui médulo de Young Y = 11 x 10'° Pa e médulo de cisalhamento
S = 4,4 x 10'° Pa. Isso significa que o cobre é mais deformavel por tensdes de cisalhamento do que por

tensGes de compressdo/dilatacdo. Essa é uma propriedade comum dos materiais (S = Y /2).

A Figura 7.12 que segue ilustra a acdo das duas laminas de uma tesoura tensionando e cortando uma
folha de papel (em vermelho) por excesso de deformacdo de cisalhamento. As forgas Fe—F sio aplicadas ao
longo das linhas de contato das laminas com o papel, uma lamina empurra para cima e outra empurra para
baixo. A tensdo ndo é simplesmente de compressao porque as laminas ndo coincidem, uma lamina desliza ao

lado da outra. A por¢ao do papel entre as duas laminas sofre cisalhamento, se deforma e finalmente se rompe.

Figura 7.12: llustracdo da acdo das laminas de uma tesoura que cortam uma folha de papel (em vermelho)

através do cisalhamento.
7.3 Exercicios resolvidos

ER 7.1) Uma haste metalica (mdédulo de Young Y) de comprimento inicial L, e drea de segdo transversal 4,
esta imprensada entre duas paredes rigidas (distanciadas de exatamente L,) e tem, portanto, suas duas
extremidades fixas. A temperatura da haste é aumentada de AT e ela tenta se dilatar, pressionando as

paredes. Considere que o coeficiente de expansao térmica linear do metal é a.
Dados: Ly, A,Y,aeAT.
Calcule a tensao na haste produzida pela expansao térmica.
A ideia é que se ndo houvesse as paredes, a haste se dilataria livremente de:
AL = Ly a AT

Estando a haste imprensada, essa dilatacdo ndo vai ocorrer e ela vai ficar submetida a uma tensdo, devido as
forcas de compressdo que as paredes fazem nela. Para calcular essa forca, imaginamos primeiramente que a
haste esta livre e se expande de AL. Agora aplicamos forcas de compressdo de mdédulo F nas extremidades da
haste, de tal forma que ela retorne ao seu comprimento original Ly. Entdo, F deve ser a for¢ca de compressao

que as paredes estao fazendo na haste para mane-la com seu comprimento L.
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Pensando entdo na lei de Hooke para a compressdo, partindo do comprimento inicial Ly + AL e

admitindo uma deformacdo de AL/(Ly + AL) obtemos:

F AL AL Lo a AT
=Y =Y ——

=Y aAT

— =Y — =~y ——
A Ly + AL Lo Ly
Quanto mais rigido o metal (maior Y), mais termicamente expansivel (maior a) e maior o incremento

na temperatura (maior AT), mais tensionada fica a haste.

Esse tipo de “tensdo térmica” pode ocorrer, por exemplo, em um cano de cobre que transporta agua

guente e que esta (o cano) “cimentado” e fixo dentro de uma estrutura de concreto.

ER 7.2) Uma haste de comprimento inicial L, e drea de segdo transversal A, feita de um material de médulo de

Young Y e densidade de massa p, é pendurada no teto e assume uma posi¢do de equilibrio vertical.
Dados: Ly, A,Y ,peg.
Calcule a elongacdo total da haste.

A idéia esta ilustrada na figura ao lado. A haste dilata devido a acdo de // //

seu proprio peso. Mas, cada pequena fatia da haste, como a fatia de

T

comprimento dx mostrada e ampliada na figura, suporta um peso diferente. A

fatia mais no topo da haste, por exemplo, sustenta todo o peso da haste, e deve - dx

x

dilatar muito. l_

A fatia de altura dx localizada na posicao x da haste sustenta o peso da por¢ado de

haste que estd para baixo dela, ou seja: x=0 —
F(x)=pgAx

Estamos desprezando o peso da prépria fatia, que estara sendo dilatada por forgas opostas de magnitudes
iguais a F(x). Usando a lei de Hooke para a dilatagdo, obtemos que essa fatia vai dilatar de uma quantidade

dl(x) dada por:

F(x) _Ydl(x)
A PIYTT T

Portanto:

di(x) = %x dx

Vemos que a dilatagdo cresce com a posicdo x da fatia. Fatias mais altas suportam mais peso e se
dilatam mais. Para encontrar a dilatacdo total da haste basta somar essas dilatacdes sobre todas as fatias, ou

seja, integrar dl(x) com x variando desde 0 até L:
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Lo Lo 2
_ _[°pyg _ Pyl
Al = . dl(x)—f0 v xdx = v 3

Como a massa M da haste é dada por M = p Ly A, podemos escrever também:

Mg Ly

Al_YA 2

Note que YA tem unidade de forca e é geralmente uma for¢ca muito grande. O aco, por exemplo,
possui Y = 200 GPa, ou seja, Y = 2 x 101! N/m” e densidade p = 7.800 kg/m>®. Um vergalhdo de aco de
comprimento Ly, = 10 m, e area de secdo transversal A = 3,14 x 10™* m? (raio de 1 cm) possui um peso
Mg =p gLy A = 240 N, enquanto que YA = 6,28 X 107 N. Portanto, a razio entre as forcas fica Mg/YA =

3,82 x 107°. Esse vergalhio vai dilatar de:

Al=191Xx10"5m

Resultados como esse mostram que a hipétese de corpo rigido ndo é nada muito fora da realidade, para

corpos feitos de uma grande classe de materiais.

Esse resultado se aplica também para uma haste apoiada no chdo, em equilibrio na posicdo vertical. A

idéia é a mesma, basta trocar a dilatacdo pela compressao.

ER 7.3) Uma placa de metal triangular de espessura & (ver Figura) esta
pendurada na vertical, com a base fixa no teto e o vértice sendo puxado
para baixo por uma forga vertical de médulo F. A base da placa tem
comprimento 2A (area = A, = 2A ). A altura da placa é H e o metal de

que ela é feita tem densidade de massa p.

x

Dados: Ap = 2A4,A,6,F, H,peg.

a) Calcule a tensdo na placa em fungdo da variavel x definida na Figura.

A idéia esta ilustrada na Figura ao lado. A placa vai dilatar devido

a acdo de seu prdprio peso e da forga F. Cada pequena fatia da haste, como a fatia de comprimento dx

mostrada na Figura, suporta um peso diferente, o peso do pedaco de placa abaixo dele,

S A
eaindaaforca F.
A
Seja P(x) o peso da porgdo triangular de placa abaixo da posicdo x na placa,
AI

conforme a Figura ao lado (porgdo cinza). Vemos que:

4

? H

1
PC)=pgV)=pg5; 24%) 8

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 7



414

Sendo V(x) = 1/2 (2A’x)& o volume da porgdo triangular de placa em cinza. Sabendo que:
A A’
H x
obtemos finalmente para o peso “pendurado” abaixo da altura x:
1 A
P(x) == —x?
C)=5pg x

Portanto, a tens3o a que um segmento de placa de drea 2 A’6 na altura x estd submetido é:

F+P(x) F+(1/2)pg(Ay/H)x* FH N 1
206 2(0/H)x 6 A x 2P9”

b) Esboce um grafico da tensdo calculada acima, que vamos chamar de ¢ (x), em fungdo de x.

O grafico fica como mostrado ao lado. Considere que 0 < x < H. Note

A
o(x)

que o(x) diverge na ponta da placa, porque ela é infinitamente fina (termo

1/x), o que ndo deve ocorrer na pratica, para uma placa real. Em seguida g (x)

decai e depois cresce novamente devido ao termo linear em x. A tensdo é i
maxima local na face superior da placa (x=H), de area A,, onde ela vale: 0 |l| #x

( H) F N 1 u F+P
g, =0o(x = = —_ - =
MAX 4, " 2 Pa 4,

sendo P o peso da placa.

c) Calcule o valor de x* para o qual a tensdo g(x) é minima. Nessa altura a deformagdo da placa sera minima
(pressupde-se que x* < H, mas isso sé é verdade se valer F < P).

Derivando e igualando a zero obtemos a equacgao:

FH 1
t5pg=0

E“(") - A x2

Portanto:

2FH
Aop g

Note que para valer x* < H devemos ter:

2FH
<H>
Aop g Aop g

1
<H=>F<EpgAOH=>F<P

ER 7.4) Uma haste rigida de comprimento L e massa M é apoiada em duas hastes verticais deformaveis, ambas
apoiadas no piso horizontal. As hastes verticais sdo feitas de materiais diferentes, mas de mesmo

comprimento inicial H, e mesma area de sec¢do transversal A. Uma haste vertical é feita de um material com
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modulo de Young Y; enquanto que a outra é feita de um material com mddulo de Young Y,. Vamos supor,
apenas para ilustrar, que Y; <Y,, ou seja, que a haste 2 se deforme menos que a haste 1. Vamos supor
também que o peso da haste rigida seja muito maior que os pesos das hastes verticais, de tal forma que vamos
desprezar as deformacées dessas hastes devido a acdo de seus proéprios pesos (que foi calculada no exercicio

anterior e que é, por hipétese, desprezivel nesse caso).
Dados: L, M, Hy, A, Y;, Y, eg.
Calcule a inclinagcdo da haste rigida em relagao a horizontal.

A figura ao lado ilustra a ideia de que, devido as deformacgdes
diferentes das duas hastes verticais, a haste rigida vai ficar inclinada
de um angulo 6 em relacdo a horizontal. O retangulo tracejado seria a
posicdo inicial da haste rigida, depositada quando as hastes verticais
possuiam comprimentos iguais. Sob acdao do peso da haste rigida, a

haste 1 contrai de Al; enquanto que a haste 2 contrai de uma

quantidade menor Al,, porque ela é mais dura. Da figura fica claro que:

|AL | — AL
L

sen(8) =

Note que, analisando o equilibrio da haste rigida, na posicdo inclinada, concluimos que o peso dessa

haste se distribuira igualmente entre as duas hastes verticais, ou seja, elas estardo cada uma comprimida por
forcas de magnitude Mg/2. Da lei de Hooke para a compressdo, obtemos para a haste i (i=1,2):

= = 1
A L, 24 H,

F AL M AL;
_ AL Mg AL

Portanto:
Mg Hy
AL)| = — —
|AL;| v, 24

Concluindo, a inclinacdo da haste rigida é:

sen(@) = M(i ! )

2AL \Y; Y,
Note que se Y; =Y, , a haste rigida permaneceria na horizontal (6 = 0), apenas em uma posi¢do mais
baixa, devido as compressdes iguais das hastes verticais. Para duas hastes verticais, uma de aluminio e outra

de aco, teriamos: ¥, = 2 x 10! Pa (aco) e ¥; = 6,9 x 1019 Pa (aluminio). Portanto:

1 1
———=95x1072 Pa’!
non
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Se essas hastes tiverem o comprimento inicial H, = 3 m e area de secdo transversal A = 3,14 x 10™*

m? (raio de 1 cm) e a haste rigida tiver massa M = 100 kg e comprimento L = 10 m, obtemos:
sen(f) = 4,44 x 107° = 6 = 2,5 x 10~ * graus
Uma inclinagdo muito pequena.

ER 7.5) Duas placas sdo unidas por N pinos cilindricos de area de

es1

secdo transversal A feitos de um material com médulo de < Q. Q
| L

|
cisalhamento S. As placas sdo puxadas conforme a figura ao lado | I

(que ilustra o caso N=3) por forcas de médulo F. Suponha que cada

(MAX)
de

pino suporte uma deformagao maxima de cisalhamento , antes de quebrar. Calcule o nimero minimo

Ny n de pinos para que ndo ocorra a quebra de nenhum pino.
Dados: A, S, Fe déMAX) .

A idéia é que a forca F vai se dividir igualmente entre os pinos e que, portanto, a tensdo de

cisalhamento em um pino sera:

F/N

A

Da lei de Hooke, a deformagdo de um pino sera:
_Ax  1F/N

d ()7
7 H s A \SA/N

~ . ~ F - .
Note que na equagdo acima a razédo 55 & uma constante. Vemos que a deformacgdo de cisalhamento em um

( )

do <d EMAX)

As condi¢cOes do problema pedem que:

para que nenhum pino quebre. Portanto:

Fy1 F/SA
(MAX)
(_SA>N<dC $N>—d(MAX)
c
Concluindo:
F/SA F

MIN = =
déMAX) s4 déMAX)
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Notamos entdo que o nimero minimo de pinos aumenta se F aumenta e diminui se o material dos

pinos é mais forte (maior S, material menos deformavel) e/ou se a drea da secdo transversal dos pinos é maior

. ~ s , o . MAX
(maior A) e/ou se a deformagdo maxima suportavel em cada pino é maior (maior dg )).

7.4 Exercicios propostos

EP 7.1) Um cabo com comprimento original de 2 m e raio da secdo transversal igual a 0,2 cm, feito de um tipo
de aco com Y=200 GPa, sofre uma tensdo de dilatacdo e alonga 1 mm. Calcule o médulo (em Newtons) da

forga que tensiona o cabo.

EP 7.2) Um aco (A) tem Y=200 GPa e densidade 7.800 kg/m® e uma madeira (M) tem Y=10 GPa e densidade
500 kg/m>. Considere dois postes cilindricos iguais feitos desses materiais. Calcule a razdo Al,/Al), entre as

compressoes desses postes devido a acdo de seus proprios pesos.

EP 7.3) Um aco (A) tem Y=200 GPa e densidade 7.800 kg/m* e uma madeira (M) tem Y=10 GPa e densidade
500 kg/m?. Considere dois postes cilindricos iguais feitos desses materiais. a) Calcule a razdo ta/ty entre as
tensGes nas bases desses postes devido a acdo de seus proprios pesos. b) Considere agora que os postes
podem ter areas de secdo transversais diferentes. Calcule a razdo entre essas areas A, /Ay, para que os dois

postes tenham a mesma deformacao na base.

EP 7.4) Um poste de forma cilindrica estd submetido a uma
compressdo, conforme a figura ao lado. Y é o mddulo de Young do >

material do poste. a) Qual é a tensdo F/A na posi¢cdo x do poste? b)

Esboce um grafico da tensdo em fung¢do de x. c) Calcule a deformagao | —>
de uma fatia de poste de espessura dx localizada na posi¢do x. d)

Integrando (c), calcule a deformag&o |AL|/L do poste.

EP 7.5) Um poste de forma conica estd submetido a uma compressao,
conforme a figura ao lado. Y é o mdédulo de Young do material do 3 b
poste. a) Calcule a tensdo F/A na posicdo x do poste. b) Esboce um ‘

grafico da tensdo em funcdo de x. c) Calcule a deformacdo de uma fatia

de poste de espessura dx localizada na posi¢do x. d) Integrando (c), 0 X

calcule a deformagédo |AL|/L do poste.

EP 7.6) Considere uma coluna vertical que deve sustentar um peso P em seu topo. A coluna possui alturalL e é
feita de material de densidade de massa p. Vamos supor que a tensdo de trabalho é Ty, ou seja, a tensdo em

uma fatia qualquer da coluna ndo pode ultrapassar Ty, .

a) Suponha uma coluna cilindrica, cuja tensdo na base é T,. Calcule o volume dessa coluna.
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b) Suponha uma coluna de tensdo uniforme Ty, conforme discutido no texto (Ty, = P/A(h = L)). Através de

uma integral, calcule o volume dessa coluna.

c) Para mostrar de uma forma mais simples que a coluna curva gasta menos material que a coluna cilindrica,
mostre que no caso Ty, > p g L, o resultado de (a) se torna:
PL pgL
Vet = =+— (1 + —)
Tw Tw

enquanto que o resultado de (b) se torna:

PL
Vewrv = E
7.5 Respostas dos exercicios propostos
EP7.1) = 1.257N
EP7.2) 0,78
EP 7.3) a) 15,6 b)0,78
A
F/A
F 5x F F 1
EP 7.4) a)m b) | :x C)a——yﬂa2 d ;m
0 L
F/A
F 5x F F o1
EP7.5) a) n(a+(b—a)x/L)? b) A o <) dx Y n(a+(b-a)x/L)? d) Y wab
| T Ll
0 L
PL pot . a pgL
EP7.6) a)——— b)— | eT™w — 1| c)faca expansdes dos volumes em séries de poténcias da razao —.
Tw—pgL pg Tw
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8

Gravitacao de Newton

8.1 Introducgao

Se vocé olhar para o céu limpo a noite vai ver varios pontos luminosos cintilantes, sendo a grande
maioria estrelas da nossa galaxia, a Via Lactea. Se vocé olhar na noite seguinte vai ver o mesmo padrdo de
estrelas, que estdo praticamente fixas, tendo em vista suas distancias incriveis da Terra. Esse padrdo de
estrelas se move muito pouco e lentamente no céu porque a Terra se move, girando em torno de si mesma e
em torno do Sol. Cada estrela é um sol. O Sol propriamente dito é a estrela mais proxima da Terra. Vocé
podera observar também, além da Lua, pontos luminosos que se deslocam no céu: hoje um desses pontos esta
proximo da estrela A, mas, daqui a um més, ele estara proximo de outra estrela B. Esses sdo os planetas do

nosso sistema solar, que os gregos batizaram de “estrelas errantes”.

O interesse em entender o movimento desses planetas e dos demais corpos celestes vem desde a
antiguidade. Uma das razbes para isso, e que perdura até hoje, é a crenca de que o simples movimento dos
planetas é capaz de afetar o cotidiano (sorte/azar) das pessoas aqui na Terra (astrologia). Mas, a astronomia
nasceu por motivos mais nobres, como, por exemplo, um meio de localizagcdo/posicionamento global (o
astrolabio nautico foi um precursor do aparelho moderno de GPS) e a previsdo do inicio e fim das estacdes do
ano. Os egipcios, por exemplo, usavam a posicdo da estrela Sirio (que é a estrela mais brilhante no céu) para

marcar o inicio da estacdo de cheia do rio Nilo.

Na tentativa de entender o que acontecia no céu foram criados modelos. Alguns modelos apelavam
para motivacGes estéticas e misticas, como a idéia de Ptolomeu de que a Terra estava estatica no centro do
universo e de que o Sol, a Lua, as estrelas e planetas estavam fixos em esferas que giravam em torno da Terra.
Trata-se de um sistema geocéntrico com drbitas circulares para os planetas. Uma dificuldade desse modelo era
explicar o movimento retrégrado de alguns planetas. Alguns planetas invertem seu sentido de movimento: por
um certo periodo de tempo eles circulam em um dado sentido no céu, mas as vezes eles voltam no sentido

contrario e depois comecam a se mover novamente no sentido original. Para dar conta disso, Ptolomeu teve
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gue imaginar que os planetas giravam em circulos que rolavam em volta de outros circulos com centro na
Terra. Apds um salto no tempo evolui-se para o modelo de Copérnico, em que o Sol estava no centro das
Orbitas circulares e a Terra era apenas mais um planeta girando em torno do Sol. Trata-se de um modelo
heliocéntrico. Uma das dificuldades na aceitacdo desse modelo estava na afirmacdo que a Terra se move, o
gue parecia absurdo. Em principio, nds - os passageiros na Terra - sentiriamos esse movimento. Veriamos
também as estrelas se moverem rapidamente no céu, a ndo ser que elas estivessem incrivelmente distantes e
fossem incrivelmente brilhantes, o que acontece de fato, mas que parecia absurdo na época. A substituicdo da
Terra pelo Sol como sendo o centro do universo também desafiava os dogmas religiosos de entdo (cerca de
1600). Galileu Galilei quase foi condenado a prisdo perpétua pela heresia de defender o heliocentrismo e
afirmar, como consequéncia, que a Terra se movia. Galileu foi absolvido em 1992. Gragas ao acesso a dados
numeéricos de muitos anos de observacdo dos movimentos dos planetas, Kepler conseguiu formular e
estabelecer suas leis para o movimento dos planetas. A primeira lei afirmava que, o que se observa de fato é
que as Orbitas dos planetas sdo elipses com o Sol em um dos focos e ndo circulos. Ficava entdo provada
experimentalmente a hipotese do heliocentrismo. Além disso, as érbitas perfeitas circulares devem dar lugar

as orbitas elipticas achatadas.

Coube a Isaac Newton propor uma teoria/explicacdo que fosse compativel com o conhecimento
estabelecido que se tinha na época sobre os movimentos dos planetas, basicamente as trés leis de Kepler. Sua
hipétese basica deveria ser a de que nos planetas age uma forga apontando para o Sol, cuja magnitude decai
com o quadrado da distancia (similar a lei de Coulomb para a forga atrativa/repulsiva entre cargas elétricas,
que é posterior a lei de Newton) uma idéia que ja circulava e parecia razodvel na época. Essa teoria é a
gravitacdo de Newton que vamos discutir aqui. Podemos dizer que a teoria de Newton unificou os fenbmenos
celestes com os fendbmenos terrestres, ao estabelecer que a causa da queda de uma maca é a mesma causa da
orbita da Lua em torno da Terra ou de um planeta em torno do Sol. Para mostrar a validade de sua teoria,
Newton teve que desenvolver suas préprias ferramentas: a mecanica classica, que estamos estudando aqui
desde o capitulo 1, e o cdlculo infinitesimal e integral. A mecanica e a teoria de gravitacdao de Newton foram
apresentadas ao mundo no livro Principios Matemdticos da Filosofia Natural, publicado em 1687. A teoria da
gravitacdo de Newton é extremamente precisa, capaz de prever as posi¢cdes dos planetas com vdrios anos de
antecedéncia. Uma prova dessa precisdo foi a previsdo da existéncia do planeta Netuno, feita a partir da
comparagdo entre as Orbitas calculada e observada do planeta Urano. Mais recentemente, podemos
considerar que a chegada do homem a Lua em 1969 seria impossivel sem a grande precisdo da teoria de

Newton no calculo de drbitas.
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8.2 A lei da gravitagao universal

Newton comeca sua teoria da gravitacdo afirmando que ha uma forga atrativa entre todos os corpos: a
forca da gravidade (no latim a palavra gravitas significa pesado, a for¢a da gravidade seria entdo a forca ligada
ao peso). A idéia de que essa forga deveria decair com o quadrado da distancia ja era discutida na época de
Newton, mas apenas como uma hipétese plausivel. Newton adotou esse comportamento para sua lei de forga.
A universalidade da queda livre (independéncia de g com a massa do corpo em queda livre) ja havia sido
estabelecida por Galileu, e Newton supds entdo que a forca da gravidade deve ser proporcional a massa do
corpo que sofre a forca (dai, como F=mdeFé proporcional & massa m do corpo em queda, d se torna
independente de m para um corpo em queda livre, para o qual @ = § ) . Tendo em vista a terceira lei de
Newton (acdo/reacdo), a forca deve ser proporcional também a massa do corpo que faz a forga, vindo dai o

fato de que a forca da gravidade deve ser proporcional ao produto das duas massas envolvidas na interagao.

Para tornar essa idéia mais precisa, considere duas particulas, uma de massa m, e outra de massa m, ,
distanciadas uma da outra de uma distancia r, conforme a Figura 8.1. A lei da gravitacdo de Newton diz que

essas duas particulas se atraem mutuamente com forcas dadas por:

Note que ﬁ2/1 e ﬁ1/2 formam um par agdo-reagao.

Figura 8.1: Duas particulas se atraindo

- >
M Fap Fip M2 lo efeito d idad
-o > - o—> mutuamente pelo efeito da gravidade
x .
I\ ~ ) entre elas. Se partirem do repouso, elas
r vdo se aproximar até se unirem no centro

de massa do sistema de duas particulas.

A constante de proporcionalidade G é chamada constante de gravitagao universal, cujo valor numérico
nao é fixado pela teoria, ele deve ser determinado experimentalmente. Os dados experimentais sobre os
movimentos de planetas ou da Lua ndo ajudam na determinacdo do valor de G, pois ndo conhecemos a priori
as massas desses corpos. Essas massas sé poderdo ser determinadas depois, ja com o conhecimento prévio do
valor de G. Assim sendo, mede-se G com experimentos em laboratdrio que determinam a forca da gravidade
entre pequenas bolinhas de metal, com as massas e distancia entre elas conhecidas (por exemplo, a balanca

de torcdo de Cavendish). Trata-se de um experimento dificil porque a forca da gravidade nesses casos em que
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0s corpos s3o pequenos é muito fraca e dificil de medir. E o que evidencia o valor mindsculo determinado para

aconstante G: G = 6,67 x 1071 Nm?*/kg> .

De fato, a aplicagdo da expressdao de forca acima ndo é evidente para bolinhas de metal, pois essa
expressao sO se aplica a duas particulas, caso em que a distancia r e a linha de agdo (eixo x) estdo bem
definidas. Se vocé se propuser a calcular a forga da gravidade entre uma cadeira e uma mesa, por exemplo, vai
perceber a dificuldade/ambigliidade nas definicdes de r e do eixo x. Note que o conceito de centro de
gravidade (CG), ou a idéia de se substituir o corpo por uma particula em algum ponto no espaco, ndo tem
utilidade geral aqui, pois a posicdo do CG de um corpo sé é facilmente determinada se no interior desse corpo
a aceleracdo da gravidade, ou seja, o campo gravitacional, for uniforme. Nesse caso ja mostramos que o CG
estd no mesmo lugar do centro de massa (CM) do corpo. O campo de gravidade (campo de forgas
gravitacionais) que uma cadeira ou uma mesa geram em suas vizinhancgas esta longe se ser uniforme. Em casos
assim devemos usar o principio da superposicdo. Para calcular a forca gravitacional que a cadeira faz na mesa,
por exemplo, pensamos em cada particula i (&tomo ou proton, etc.) que compde a cadeira fazendo forgca em
cada particula j que compbe a mesa e somamos sobre todas as particulas da cadeira e da mesa.

Matematicamente:

Nc Nm
- mimj .
Fcad/mesa = Z Z G a2 Xij
i=1j=1 9

sendo N, o nimero de particulas na cadeira, N;, o numero de particulas na mesa, d;; a distancia entre a
particula i e a particulaj e 5Eij um vetor unitario ao longo da linha que une as particulas i e j, apontando para a
particula i (para a cadeira). Na pratica, as particulas estdo tdo densamente distribuidas no espago (N, e
N,, = 10%*) que podemos substituir as somas por integrais de volume. Obviamente o calculo dessas integrais
é, em geral, uma tarefa praticamente impossivel. Impossivel e indatil, pois ndo vamos ganhar muita coisa
resolvendo essas integrais. Fato é que a forga ﬁcad/mesa é desprezivel e ndo vemos na pratica nenhum efeito
dela. Mas ela estd 1a. Se levdssemos a cadeira e a mesa para um laboratério, poderiamos mostrar a existéncia
da forga ﬁcad/mesa usando, por exemplo, uma balanga de tor¢do. Mas ndo ganhariamos muito com isso
também. A forca da gravidade sé é importante mesmo quando pelo menos uma das massas envolvidas na
interagdo gravitacional é gigantesca, para dar conta do fator 101! da constante G. Por exemplo, o peso de
uma cadeira é facilmente observado. Ele é fruto da interagdo gravitacional da cadeira com a Terra, que possui

uma massa da ordem de 102> kg.

Mas, enfim, nada nos impede de estimar a forca da gravidade entre uma cadeira e uma mesa. Digamos
que a cadeira tenha massa m,. = 3 kg e que a mesa tenha massa m,,, = 10 kg. A distancia r entre esses dois

corpos é dificil de ser definida, mas digamos que adotemos o valor r=1 m. Entdo (em newtons):
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mcmm
~ ~ -9
Feada/mesa = Gr—2 =2x10

Quanto a dire¢do de Fiqq/mesa NGO NOs arriscaremos a determina-la, mas deve ser algo que aponta
mais ou menos do meio da mesa para o meio da cadeira, seja la o que for isso. Fato é que comparando o valor
de Feqd/mesa €OM 0 peso da cadeira (= 30 N) e o peso da mesa (= 100 N) vemos que se trata de uma forca
desprezivel. Se essa forca atuasse sozinha na mesa, ou seja, se ndo houvesse atrito, peso e nem mais nenhuma

forca na mesa, a aceleracdo que a mesa adquiriria seria:

Fcad _
mesa = 25 = 3 5 10710 s

Se a mesa partisse do repouso e ficasse submetida constantemente a essa aceleracdo, ela demoraria

cerca de 160 anos para atingir a velocidade de 1 m/s.

Os problemas que pretendemos abordar aqui envolvem basicamente a interacdo gravitacional entre
corpos astronémicos (de massas muito grandes) de formas aproximadamente esféricas, como estrelas,
planetas e luas, e entre esses corpos astronOmicos e outros corpos pequenos (de massas pequenas), como
satélites artificiais, projéteis e pessoas. E interessante registrar que a emergéncia natural da forma esférica em
corpos de dimensGes astrondmicas ja é, ela mesma, uma conseqliéncia da simetria esférica da for¢a da
gravidade, que ndo privilegia nenhuma direcdo no espaco. Para calcular a for¢a da gravidade entre esses
corpos, 0s corpos pequenos serdo tratados como se fossem particulas localizadas em seus centros de massa
(j3 que os campos gravitacionais dos corpos grandes sdo basicamente uniformes no interior dos corpos
pequenos). J& vimos essa ideia em um capitulo anterior: se a gravidade é uniforme dentro de um corpo, ou
seja, se §(¥) = g = constante dentro desse corpo, entdo CG=CM (o ponto de aplica¢do do peso estd no CM).
Quanto aos objetos esféricos, pequenos ou grandes, ndo precisaremos fazer nenhuma aproximacao.

Trataremos esses corpos também como particulas, gracas ao teorema das cascas, que enunciaremos a seguir.

O teorema das cascas afirma que uma casca esférica de massa M (algo parecido com uma bola de
pingue-pongue, que é uma casca esférica de pldstico com uma espessura bem pequena. Uma casca esférica
mesmo é um objeto ideal, de espessura nula) atrai uma particula de massa m que esta fora dela como se fosse
ela mesma uma particula de massa M localizada em seu centro. O teorema afirma também que uma casca
esférica de massa M ndo exerce nenhuma forga gravitacional em uma particula de massa m que esta dentro

dela. A idéia esta ilustrada na Figura 8.2.

O fato da casca ndo exercer forca sobre uma particula dentro dela é surpreendente e soé vale para
forcas que decaem com o quadrado da distancia, como no caso da gravidade (vale também para a forga

eletrostdtica entre cargas elétricas). Ndo nos preocuparemos em demonstrar esse teorema aqui, pois sua
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demonstracdo consiste basicamente na solucdao de integrais. O importante é entender seus significado e suas

conseqliéncias.

casca esférica

de massa M m m
X X M
M 5 m
_ FM/m=_G_2 X
= r
r r
X - —

Figura 8.2: llustracdo do teorema das cascas para
uma casca de massa M e raio R. Ndo confunda a
casca esférica (algo como uma bola de pingue-

pongue) com um circulo.

Podemos estender esse resultado para uma esfera macica (algo como uma bola de sinuca), que pode
ser pensada como uma sucessdo de infinitas cascas esféricas concéntricas. A Figura 8.3 abaixo ilustra o

resultado do teorema das cascas aplicado para esferas macicas.

A idéia é que uma esfera macica de massa M atrai uma particula de massa m que esta fora dela (r > R)
como se fosse, ela mesma, uma particula de massa M localizada em seu centro. Para uma particula dentro da
esfera macica, em um raio r < R, como um tatu enfiado em um buraco na terra, por exemplo, somente a esfera
macica com raio r atrai a particula (as cascas externas, com raios > r, ndo atraem a particula). Essa esfera de

raio r contém uma massa M (r) que é uma fungdo crescente do raio r.

Esfera macica

de massa M m m
X X M
M S m _
_ Fym=—-G— X%
= r
r r
- M(r)m
m o
X M(r) X Mm=—G—5—%
o

Figura 8.3: llustragdo da extensdo do
teorema das cascas para uma esfera
macica (algo como uma bola de sinuca)

de massa M e raio R.
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Para uma esfera maciga de densidade de massa p uniforme, podemos escrever a densidade de massa

p e amassa M(r) na forma:

3

M M(r r
p= = ()=>M(r)=M(—)
4 3 4 4 R

§ R §T[T'

Substituindo esse M (r) na expressdo de ﬁM/m (para uma particula dentro da esfera) obtemos:

o M(@r)m _ r\dm Mm
Fum=—G6—5—2=—GM(3) 52=-CG—z %

Vemos que a forga gravitacional que a esfera macica faz em uma particula localizada dentro dela
cresce linearmente com o raio r (o raio da particula) e que em seu centro (r=0) essa forca é nula, que é o

resultado que poderiamos esperar tendo em vista a simetria dessa situacao.

O resultado desse teorema pode ser estendido para duas esferas: duas esferas macicas de massa M; e
M, se atraem mutuamente como se elas fossem duas particulas, uma de massa M; localizada no centro da
esfera 1 e outra de massa M, localizada no centro da esfera 2. Essa afirmacdo é equivalente a dizer que o CG
de um corpo esférico A mergulhado na gravidade de um outro corpo esférico B estd no centro geométrico
desse corpo A (que coincide com o CM do corpo A). O teorema das cascas s6 é valido para esferas macigas
com densidades de massa uniformes ou de simetria esférica, ou seja, de densidades de massa p(r), que
dependem apenas do raio r em relagdo ao centro da esfera maciga. Para um objeto esférico assimétrico,
como, por exemplo, uma esfera macica composta de um hemisfério de ferro colado a um hemisfério de
aluminio, o teorema nao se aplica. Isso porque esses corpos ndo podem ser pensados como uma sucessdo de

cascas de massas uniformes (um hemisfério teria mais massa do que o outro).

Portanto, na aproxima¢dao em que o Sol e a Terra sdo esferas macicas, de densidades de massa com
simetria esférica (p(r)), o teorema das cascas diz que a forga de atragdo gravitacional que o Sol exerce sobre a

Terra é dada por:
o M¢My
Fspp=G—53=%
sendo Mg a massa do Sol, M a massa da Terra, r a distancia entre o centro do Sol e o centro da Terra e X um

vetor unitdrio ao longo da reta que passa pelo centro do Sol e o centro da Terra, apontando para o Sol.

Analogamente, a for¢a que a Terra faz em um satélite artificial é (considerando que a Terra é uma

esfera macica e o satélite artificial € uma particula localizada no CG/CM dele):

Mm
X

FT/sat =G 2
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sendo My a massa da Terra, m a massa do satélite, r a distancia entre o centro da Terra e o centro de massa

do satélite e X um vetor unitario ao longo da reta que passa pelo centro da Terra e o CM do satélite,

apontando para a Terra.

Da mesma forma, a for¢a que a Terra faz em uma maca pendurada no pé é (considerando que a Terra

€ uma esfera macica e a macga é uma particula localizada no CG/CM dela):

Mrm

a

FT/ma(;ﬁ =G r2

sendo My a massa da Terra, m a massa da maga, r a distancia entre o centro da Terra e o centro de massa da

maca e X um vetor unitdrio ao longo da reta que passa pelo centro da Terra e o CM da mac3d, apontando para

a Terra. Essa forca é o que chamamos de peso da maca.

Esses trés exemplos (Terra/Sol, Terra/satélite e Terra/macd) ilustram a universalidade da lei de

gravitacao de Newton.

Para mostrar explicitamente que a lei de gravitacdo leva a uma o6rbita eliptica dos planetas em torno
do Sol e as outras duas leis de Kepler, devemos resolver a equacao de movimento (segunda lei de Newton + lei

da gravita¢do) de um planeta P na gravidade do Sol:

MMp d? .
(02 7#(t) = Mp Wr(t)r(t)

Fsp(t) = —G

sendo Mp a massa do planeta e 7(t) = r(t)#(t) a posi¢cdo do planeta em relagdo ao centro do Sol (suposto
estatico). Note que o vetor unitario radial #(t) é comumente definido apontando do centro do Sol (a origem)
para o centro do planeta (dai o sinal negativo na forca). Esse vetor muda de direcdo a medida que o planeta se
move e por isso é uma fungdo do tempo. O mesmo vale para o raio r(t): a distancia entre os centros do
planeta e do Sol varia com o tempo. A massa Mp esta dos dois lados da equagdo e vai desaparecer,
significando que a equacdo de movimento é a mesma para qualquer planeta. O que vai diferenciar o
movimento de um planeta do outro sdo as condigGes iniciais (posicdo e velocidade iniciais) do movimento, que
foram, em principio, definidas arbitrariamente na época em que o sistema solar se formou a partir da
condensacdo de uma nuvem de gas.

De fato, a equacdo:

65 by &
@2 T dee

r(t)r(t)

em que 7(t) = r(t)7(t) é a posi¢do do corpo em rela¢do ao centro do Sol, descreve o movimento de qualquer
corpo que gravita em torno do Sol, seja ele um planeta, um asterdide, um cometa ou um satélite artificial. A

diferenca estd nas condicdes iniciais do movimento. Ao escrever essa equacao, que é a segunda lei de Newton
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para o corpo que orbita o Sol, estamos assumindo que o (centro do) Sol, que é o referencial/origem onde
nasce o vetor 7(t), é um referencial inercial, ou seja, que o centro do Sol estd em repouso ou em MRU (n3o
estd acelerado). Essa condicdo ndo é estritamente verdadeira, mas, tendo em vista que a massa do Sol é muito
maior, por hipdtese, que a massa do corpo em drbita em torno do Sol, a aceleracdo do centro do Sol (em torno
do CM do sistema corpo+Sol) pode ser desprezada sem conseqliéncias mais sérias. No caso dos planetas,
asterdides e cometas a condicdo de que a massa do Sol é muito maior que a massa desses corpos é
claramente verdadeira. Jupiter, que é o planeta mais massivo do sistema solar, tem uma massa préxima de um

milésimo da massa do Sol.

Da mesma forma, a equacdo:

62 sy = Lo
—G——= 1(t) = =—=r)7r

r(t)?2 dt?

em que 7(t) = r(t)7(t) é a posicdo do corpo em relacdo ao centro da Terra (suposta estatica ou em MRU),
descreve o movimento de qualquer corpo em queda livre sob acdo da gravidade da Terra, seja ele a Lua, um
satélite artificial, ou uma maca. Essa foi a unificacdo que herdamos de Newton, dos fenémenos celestes com

os fendbmenos terrestres.

N3do pretendemos resolver essas equagoes diferenciais aqui, tendo em vista que sua complexidade

foge do contexto.
8.3 A aceleragao da gravidade

Nos capitulos anteriores ja tivemos oportunidade de mencionar o fato de que a aceleragdo da
gravidade ndo é uniforme na vizinhanga da Terra. Podemos entender essa afirmac¢do de forma simples no do
contexto da teoria de Newton da gravita¢do. A aceleragdo da gravidade g é definida como sendo a aceleragdo

que um corpo adquire quando ele estd em queda livre, ou seja, somente sob acdo de seu préprio peso. O peso

P de um corpo de massa m aqui na Terra é a forca da gravidade que a Terra faz nesse corpo, ou seja:

Mrm

A

r

P=—-G—3

sendo 7 a distdncia do CM (que coincide com o CG) do corpo ao centro da Terra e # um vetor unitario na
direcdo radial que passa pelo centro da Terra e pelo CM do corpo, apontando da Terra para o corpo (dai o
sinal negativo). A direcdo de 7 que acabamos de definir é a direcdo que chamamos no dia-a-dia de vertical. E
interessante notar que ndo existe uma vertical, a direcdo vertical é a direcdo do raio que passa pelo centro da
Terra. Essa é a direcdo que um pedreiro determina experimentalmente usando um aparelho simples chamado
prumo, que consiste basicamente em uma pequena massa pendurada na ponta de um barbante. A vertical no

polo norte, por exemplo, é ortogonal a vertical na linha do equador.
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Da segunda lei de Newton concluimos que para um corpo em queda livre:

P=-G

A - - - A
2 f=ma=mg =2g9g=—-G—71

Notamos da equagdo acima que a magnitude da aceleracdo da gravidade g decai com o quadrado da
distancia ao centro da Terra. Nesse sentido a aceleracdo da gravidade no telhado de uma casa é mais fraca do
que no chdo. Esta claro que a expressao acima so6 se aplica a um corpo que estd fora da Terra, ou seja, para o
qual 7 = Ry, sendo Ry o raio da Terra. Para um corpo enfiado dentro da Terra, em um tunel, por exemplo,
devemos descontar as massas das cascas externas, conforme o teorema das cascas. Portanto, a equacdo para
g acima so6 se aplica a pontos do espaco fora do planeta Terra, suposto esférico de densidade de massa

esfericamente simétrica.

Podemos escrever a magnitude da aceleragdo da gravidade em termos da altura A de um ponto em

relagdo a superficie da Terra. Basta fazer r = R + h (R é o raio da Terra) e, portanto:

(h) = G 2.
T =T Ry + 02
Na Figura 8.4 ilustramos essa mudanca de variaveis.
g . .
M\ Figura 8.4: Um ponto no espaco (bolinha preta)
'\ estd a uma distancia r do centro da Terra e a
h uma altura h da superficie da Terra. Entdo:
=Ry +h.
r T T +

Na Figura 8.5 esbogamos o comportamento de g(h) em fungdo da altura h. Na superficie da Terra vale
g(0) =98 m/s’. Mostramos também, para efeito de comparacdo, o valor da aceleracdo da gravidade na
altura de 400 km em relagdo a superficie da Terra, que é basicamente a altura da 6rbita da Estagdo Espacial

Internacional (EEI).

g(h) (m/s%) ,

9,8
Figura 8.5: Esboco do comportamento da

aceleragao da gravidade com a altura em

8,7 relagdo a superficie da Terra.

400 h (km)
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Fica claro que o decaimento da aceleracdo da gravidade com a altura é bem lento, o que justifica nossa
hipétese de que na vizinhanca da superficie da Terra a aceleracdo da gravidade é uniforme, ou seja, tem o
mesmo valor g(0) = 9,8 m/s” em todos os pontos do espaco. La na EEl os astronautas estdo submetidos a
uma aceleragdo da gravidade g(400 km) = 8,7 m/s’ , apesar de se sentirem na auséncia de peso. J4 tivemos
oportunidade de discutir esse aparente paradoxo. Resumidamente: um astronauta na EEl esta em queda livre,
assim como a proépria EEl e tudo que estd dentro dela. Tudo ja estd caindo e ndo tem como o astronauta
observar algo que é solto de sua mao cair. Da mesma forma, uma balanca na EEl vai medir peso nulo para
qualquer corpo colocado em cima dela, pois a balangca ndo mede o peso do corpo diretamente, mas sim a
forca de contato balanca/corpo e a balanca também estd em queda livre. Mesmo que as balangas ndo
funcionem dentro da EEl, existe a necessidade de se monitorar a massa corporal de um astronauta que estd I3
no espaco, para conferir periodicamente seu estado de saude. Como medir a massa do astronauta sem o uso
de uma balanca? Uma maneira é construir um oscilador bloco-mola, em que o bloco é o astronauta

(estudaremos esse oscilador no préximo capitulo). Ao ser colocado para oscilar, esse oscilador oscila com

freqliéncia angular w = /k/M sendo k a constante de mola (dureza da mola) e M a massa do bloco, ou do

astronauta nesse caso. Medindo-se w e conhecendo-se k, obtém-se a massa M do astronauta.

Concluindo: a gravidade aparente na EEIl é nula. Mas ha gravidade 13 e é essa gravidade da Terra que

faz com que a EEl e o astronauta orbitem a Terra.

A uma distancia infinita da Terra g se anula, significando que a influéncia gravitacional da Terra deixou

de existir nesse lugar.

A funcdo §(7) definida em todos os pontos 7 na vizinhanga de um corpo (planeta, estrela etc.) é o que
chamamos de campo gravitacional do corpo. O campo gravitacional da Terra, por exemplo, é dado pela

funcao:

sendo M; a massa da Terra, e 7 = r #* 0 vetor posi¢do de um ponto no espaco, exterior a Terra, com origem
no centro da Terra, ou seja, r é a distancia do ponto ao centro da Terra e # é um vetor unitario na dire¢do
radial que passa pelo centro da Terra e pelo ponto, apontando da Terra para o ponto (dai o sinal negativo). A
figura 8.6 que segue ilustra algumas setas que representam o campo gravitacional § na vizinhanca de um
corpo esférico (o teorema das cascas diz que esse campo gravitacional é o mesmo de uma particula localizada

no centro do corpo esférico, concentrando toda a sua massa).

Note, g(¥) n3o é a aceleracdo do ponto 7, um ponto n3o acelera. () é a aceleracdo que uma
particula abandonada na posi¢do 7 vai adquirir, se deixada em queda livre. Equivalentemente, m g(7) é a

forca da gravidade que uma particula de massa m colocada na posi¢3o 7 vai sofrer, devido a atrac3o da Terra.
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Figura 8.6: llustracdo de alguns vetores representando o

campo gravitacional § na vizinhanca de um corpo esférico de

.\ densidade de massa uniforme. A cada ponto do espago 7
(bolinhas pretas) podemos associar um vetor g(¥), que
aponta radialmente para o centro do corpo e cuja magnitude
L7 decai com o quadrado da distancia do ponto ao centro.

./v Considere que essas setas podem ser desenhadas no espacgo
tridimensional. Infinitas setas apontando radialmente para o

centro.

Resumindo: a idéia é que g(7) representa a influéncia gravitacional que um corpo produz no espago
ao seu redor: uma particula de massa m solta na posi¢do 7 do espago vai cair com aceleragdo §(7) devido a
gravidade desse corpo. O campo gravitacional de um corpo esférico com densidade de massa esfericamente
simétrica é relativamente simples, como ilustrado na figura 8.6. E um campo radial que decai com o quadrado
da distancia. J4 o campo gravitacional de um corpo de forma arbitraria (com uma cadeira) pode ser bastante
complicado e dificil de calcular. Fato é que para calcular, por exemplo, o peso de uma cadeira de massa m,
precisamos considerar apenas o campo gravitacional da Terra, que é simples (supondo que a Terra é esférica)
e considerar que a cadeira é uma particula localizada em seu CM (7,,), ja que o campo gravitacional da Terra

varia lentamente no espaco e é, portanto, uniforme dentro do volume da cadeira (o que implica que CG=CM).

O peso dessa cadeira é simplesmente: P= m G(7cy). Podemos simplificar mais ainda e dizer que P=
m g(7) sendo 7 qualquer ponto da cadeira, ja que g(7*) = g(#¢p) . Podemos ir além e simplificar um pouco
mais dizendo que P= m g sendo g a aceleragdo da gravidade na vizinhanga da superficie da Terra, que é
basicamente uniforme. Para efeito de torque, a seta de P deve ser representada em 7¢y,. Em contraste, se
queremos calcular a forga gravitacional que uma mesa faz em uma cadeira, como no exemplo que ja
discutimos, temos que considerar o campo gravitacional da mesa, que estd longe de ser simples. A idéia de
que o CG da cadeira nesse campo ¢ igual ao CM da cadeira ndo funciona mais, pois a aceleragdo ()
produzida pela mesa é (muito) diferente em cada ponto da cadeira. Conforme ja discutimos, ndo hd muito

interesse em se calcular a forca da gravidade entre uma cadeira e uma mesa: ela é desprezivel.

A expressdo da magnitude da aceleragdo da gravidade da Terra g(h) envolve a massa e o raio da
Terra, que ndo sdo parametros simples de serem conhecidos. Uma estimativa para o valor do raio da Terra ja é
conhecida desde a Grécia antiga. Erastétenes de Alexandria estimou o raio da Terra medindo o comprimento
das sombras de hastes fincadas na terra em duas cidades diferentes. Conhecendo a distancia entre essas duas
cidades e usando geometria/trigonometria, ele chegou proximo do valor real que é Ry = 6.400 km (apenas
para comparacio, a distancia rodoviaria entre as cidades de Porto Alegre e Manaus é de cerca de 4.500 km).

Quanto a massa da Terra, seu valor sé péde ser medido com precisdo apds o surgimento da teoria de Newton
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da gravitacdo. A teoria de Newton possibilitou que se pesasse a Terra. Para isso, podemos medir a aceleracao
de queda livre g de uma pequena pedrinha e entdo calcular a massa da Terra por:

g R%
G

MT=

que vai fornecer o valor aproximado M; = 6 x 102* kg. Um método mais simples é medir o periodo de
oscilacdo de um péndulo e dai calcular diretamente a massa da Terra. Portanto, gracas a teoria de Newton,
podemos medir My usando apenas um crondmetro. Discutiremos sobre o movimento oscilatério de péndulos

no préximo capitulo.

Conhecendo a massa e o raio da Terra, podemos fazer uma estimativa da densidade de massa da
Terra, e especular sobre sua composicdo de matéria. Na época de Newton ja havia a idéia de que o nucleo da
Terra é composto basicamente de ferro, o que permitiria explicar a origem do campo magnético da Terra (a

densidade do ferro é aproximadamente 8 g/cm?).

A densidade média do planeta Terra é dada por:

My
Pr =72

37 R7

Utilizando os valores definidos anteriormente obtemos: pr = 5,5 g/cma, ou seja, a teoria de Newton
prevé que se a Terra fosse uma esfera macica de densidade uniforme, sua densidade de massa seria 5,5 g/cm’.
Isso significa que um pedacinho da Terra de forma cubica com aresta igual a 1 cm deve ter massa préxima de
5,5 g. Podemos verificar experimentalmente a validade dessa previsdo, medindo a densidade de massa de
qgualquer coisa que compd&e a Terra, desde um copo de agua, um pedregulho até um galho de arvore.
Obviamente, ao fazer isso, vamos obter materiais de vdrias densidades diferentes, mas apenas materiais
coletados na superficie da Terra. Fazendo uma média sobre todos esses materiais obtemos uma densidade
média bem menor que a calculada acima. As pedras que encontramos por ai, por exemplo, possuem uma
densidade média de 2,7 g/cm>. A dgua possui densidade 1 g/cm®. A conclusdo que chegamos é que a Terra é
menos densa em sua superficie do que no seu interior. Esses resultados estdo de acordo com a idéia de que a
Terra ndo é de fato uma esfera de densidade uniforme, pelo contrario, a Terra possui uma estrutura de
camadas: basicamente uma crosta menos densa em volta de um nucleo mais denso formado de metais
pesados, principalmente o ferro. Essa estrutura de camadas da Terra é explicada pela teoria de formacdo do
sistema solar, que afirma que a Terra (e os outros planetas) teve origem na condensacdo de uma nuvem de
gas, ha bilhdes de anos. Durante essa condensacdo, a Terra passou por uma fase quente/liquida quando os
materiais mais densos foram afundando e se concentrando na regido central do nucleo, pela acdo da

gravidade. Na superficie ficaram flutuando os materiais menos densos. Com o resfriamento lento da Terra,
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essa estrutura de camadas se cristalizou. Nesse sentido, podemos dizer que a teoria da gravitacdo de Newton

esta de acordo com esse modelo de formacdo do Sistema Solar.
8.4 Energia potencial gravitacional

Ja tivemos oportunidade de ver as vantagens do uso dos conceitos de energias cinética e potencial na
interpretacdo e solucdo de problemas de mecéanica. Em particular, os problemas de gravitagdo envolvem
tipicamente apenas duas energias (mecanicas): a cinética (K) e a potencial gravitacional (Uy). Idealmente ndo
ha dissipacdo de energia (arraste/atrito), pois os corpos astronémicos se deslocam no vacuo e sdo rigidos.
Assim sendo, os problemas de gravitagcdo se encaixam no que ja denominamos de problemas conservativos,

gue sdo aqueles em que a energia mecanica do sistema se conserva:
K+ Ug = constante

Pensando no problema da translacdo dos corpos, ou seja, se nos concentramos nos calculos de érbitas
e deixarmos de lado as questdes ligadas a rotacdo dos corpos celestes (podemos pensar também que as
energias cinéticas de rotacdo sdo constantes, pelo fato da for¢ca da gravidade ser central e ndo produzir
torques), o problema se resume ao de particulas submetidas a forca da gravidade de Newton. Nesse caso, s6

precisamos considerar a energia cinética de translacao dos N corpos do sistema:

N N
K= ZKL = Z
i=1 i=1

Quanto a energia potencial gravitacional, j4 mostramos que para uma particula de massa m em uma

m; Viz

N| =

altura h dentro de uma regido com acelerag¢do da gravidade uniforme g é:
Ug=mgh
Obviamente ndo podemos usar essa expressao para problemas de gravitacdo envolvendo érbitas que
percorrem milhares de quildbmetros no espago, pois nesses casos g ndo pode ser considerado uniforme, ou
seja, com um valor constante ao longo de todo o movimento. A expressdo acima para U, s6 pode ser aplicada

com confianga nos casos em que 0os movimentos sdo curtos, como o movimento de um pequeno projétil na

vizinhanga da superficie da Terra.

O que devemos fazer aqui € deduzir novamente a expressdo de U, para uma particula dentro do
contexto da teoria de gravitacdo de Newton, ou seja, considerando que, para uma particula que orbita em

torno da Terra, por exemplo, a aceleracdo da gravidade nao é constante, posto que ela é dada por:
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Apenas para relembrar, o conceito de energia potencial estd associado a for¢as conservativas, cujo
trabalho independe da trajetdria. Assim sendo, o trabalho dessas forcas é dado por uma fungdo da posicao
apenas (mais especificamente pela variacdo de uma funcdo da posicdo), que chamamos entdo de energia
potencial. Essa funcdo, a energia potencial, permite computar o trabalho da forca antes mesmo que esse

I”

trabalho se realize, dai o nome “potencia

Consideremos a situagdo mostrada na Figura 8.7 abaixo: uma particula de massa m vai de A até B pela
trajetdria dada pela curva vermelha, que estd toda mergulhada no campo gravitacional da esfera de massa M

(suposta estatica).
A Figura 8.7: Uma particula de massa m percorre
dZ’ uma trajetoria (curva vermelha) entre os pontos A
e B, dentro do campo gravitacional da esfera de

- massa M e raio R. Por exemplo, um satélite
B

artificial (a particula) viaja em torno do planeta
Terra (a esfera), desde A até B. A curva é apenas
ilustrativa e ndo representa necessariamente uma

trajetodria real de queda livre.

Para efeito de comparagdo, vamos deduzir novamente a expressdo U; = m g h e somente depois
deduzir a nova expressdo de Uy . Para chegarmos em U; = m g h devemos desprezar a variagdo de g coma
posicdo no espaco. Assumimos entdo que § possui médulo, direcdo e sentido fixos. A dire¢do unica de g é o
que chamamos de vertical. Essas hipdteses sdo razoaveis se a orbita de A até B mostrada na Figura 8.7 for
pequena, ou seja, se a distancia entre A e B ndo for muito grande. Nesse caso a aceleracdo da gravidade (setas
verdes) na vizinhanca da 6rbita AB fica uniforme, como ilustrado na Figura A A
ao lado. Adotando um referencial em que o eixo y (a direc3o vertical) estdao Y g dl
longo da dire¢do de g, apontando para cima (para fora da Terra), obtemos:

g =—g7. Portanto, o trabalho do peso da particula de massa m na

trajetdria de A até B (curva vermelha) fica:
B

ng(A—>B)=f —mgj/-dz
A

sendo dI um vetor deslocamento tangente a trajetdria da particula. O produto escalar é uma operacao de
projecdo, ou seja, podemos entender o produto A -B como sendo a projecdo de A ao longo de B (e vice-
versa). Portanto, o produto j - dléa projecdo de um deslocamento qualquer (df) ao longo do eixo y, ou seja,

A~

y- dl = dy. Logo:
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B

ng(A—>B)=f -mgdy=-mgyli=-mg (g~ ya)
A

Podemos apenas fazer uma mudanca de linguagem e passar a chamar a coordenada y de h, a altura

de cada ponto. Assim, obtemos finalmente:
Wmg(A > B) = mgh, — mghg

Estd claro na expressdo acima que o trabalho do peso independe da trajetédria, ele s6 depende das
posicdes dos pontos A e B (no caso, apenas das posices verticais). Nesse sentido o peso (constante) é uma

forga conservativa.

A energia potencial U; de um corpo é definida como sendo a capacidade que o peso dele tem de

realizar trabalho. Portanto, podemos construir a seguinte equacgao:
Uy(B) = Uy(A) — “gasto” de Uy no percurso AB

Como um corpo “gasta” sua energia potencial U,? Sendo U, a capacidade do peso de realizar

trabalho, o “gasto” de U, € exatamente o trabalho do peso. Portanto:

Ug(B) = Ug(A) - Wmﬁ(A - B)
Logo:
Uy(B) — Ug(A) = mghg — mghy

Dai vem a expressdo U, = m g h, que vale como aproximacdo se a trajetdria de A até B é curta, ou
seja, se a trajetdria de A até B estd limitada a uma regido do espaco onde as variacbes de g no espaco sdo
despreziveis. Note que de fato a expressdo acima nos permite dizer que U; =m g h+ C, sendo C uma
constante arbitraria. C é a energia potencial do corpo quando este estiver na posicdo com h = 0. Como altura
€ um conceito relativo, fica claro que o préprio valor de h é arbitrario, ele depende da referéncia de medicéo

de alturas. Portanto, podemos escolher arbitrariamente C = 0 para simplificar a expressdo de U,.

A teoria de Newton da gravita¢do nos ensinou que g de fato varia no espaco e essa varia¢do ndo vai
passar despercebida ao longo do movimento de um satélite, asterdide, cometa ou planeta. Agora podemos
considerar que a drbita de A até B na Figura 8.7 é gigante e que a distancia
entre A e B é de milhares ou mesmo milhGes de quilometros. Portanto, agora A
a situacdo é como ilustrado na Figura ao lado. A acelera¢do da gravidade l dl /

(setas verdes) na vizinhancga da orbita AB decai com o quadrado da distancia

ﬂ»/«m
A/

B
e ndo tem uma diregdo Unica. Pelo contrdrio, ela aponta na dire¢do do raio r l
gue passa em cada ponto do espacgo. O trabalho do peso da particula de

massa m na trajetdria de A até B (curva vermelha) fica:
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B

Mo .
ng(A%B)=L—mGr—2T'dl

- -
Novamente, o produto escalar 7 - dl é uma projecdo de dl ao longo de 7, ou seja, ao longo do raio.

Segue que 7 - dl = dr e, portanto:

B M Bdr 1 1
ng(A—>B)=f -mG—dr=—-GmM —2=GmM<———)
A r AT g Ta
Logo:
GmM GGmM
Uy(B) — Uy(A) = — —
Tp Ta
Segue que:
GmM
Ug(r) ==
r
De fato, a solu¢do mais geral da equagdo acima é:
GmM
Ug(T‘) = —T-I- C

sendo C uma constante arbitraria, que desaparece quando fazemos a diferenca Ug(B) - Uy (4). O significado
dessa constante é simples, tomando r — oo, obtemos:
Ug(0) =C
Ou seja, C é a energia potencial que uma particula tem quando estd a uma distancia infinita da esfera
de massa M. Como a constante é arbitrdria, podemos arbitra-la como sendo zero, o que nos da finalmente:

GmM
T

Ug (T') ==

Note que a energia potencial da particula de massa m é sempre negativa, mas cresce com o
crescimento da “altitude” r, que é o que devemos esperar (um corpo em uma altura maior possui mais energia
potencial). O fato da energia ser sempre negativa esta ligado a nossa escolha da constante C como sendo zero
e ndo tem nenhum outro significado além disso. De fato, mesmo na aproximagdo em que U, =mgh a
energia ja podia ser negativa, bastando para isso que a particula de massa m estivesse abaixo da referéncia de
altura h=0, ou seja, que a particula tivesse altura negativa (profundidade). Note também que a expressdo
acima para Uy (1) s6 se aplica para pontos com raio r maior do que R, ou seja, para pontos externos a esfera
de raio R e massa M. Para considerar pontos internos, teriamos que levar em conta o desconto das massas das
cascas externas, conforme o teorema das cascas (ndo vamos perder tempo com isso porque ndo
consideraremos Orbitas interiores). A Figura 8.8 que segue ilustra o comportamento da funcao Ug(r) com o

raio . Note que a curva so esta definida pela funcdo acima para r > R (fora da esfera de raio R).
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Ug(r)A
R Figura 8.8: comportamento da energia
0 : #r potencial Uy(r) para um par de corpos de
E massas m e M separados por uma distancia
i r. A energia é mondtona crescente com a
GmM i “altura” r.
- B ,

Apesar de chamarmos U, (r) de “energia potencial da particula de massa m”, é interessante frisar que
Ug(r) é de fato a energia potencial gravitacional do par de massas M e m, pois essa energia estd ligada a
interacdo mutua gravitacional entre essas duas massas. O raio r ndo é uma propriedade absoluta da massa m,
mas sim a distancia entre os centros do par m e M. Quando usamos a linguagem simplificada “energia
potencial da particula de massa m”, o fazemos porque geralmente estamos interessados apenas no
movimento da massa m, em um referencial em que a massa M estd estatica, como, por exemplo, quando

estudamos a orbita de um planeta (se movendo) em torno do Sol (suposto em repouso).
Voltando a Figura 8.7, a conservagao da energia mecanica nos permite escrever:

V: Mm VZ Mm
E(A)=E(B)>m—-G =m—=-G
2 T4 2 Tg

Essa equacdo foi escrita no referencial em que a massa M estd parada (ndo hd o termo de energia
cinética de M), supondo que estamos interessados apenas no movimento da massa m em relagdo a massa M.
Note que a massa m estd em todos os termos e pode ser eliminada. A equacdo independe da massa do corpo

que estd se movendo (as propriedades da queda livre independem do corpo que esta em queda):

Vi M Vi M

2 2 Tg
8.4.1 Velocidade de escape

Um problema interessante que pode ser resolvido facilmente utilizando os conceitos de energia em
gravitacdo é o da velocidade de escape. A velocidade de escape é a velocidade minima que um corpo de massa
m em queda livre deve ter para escapar da atracdo gravitacional de um corpo de massa M. Imagine que uma
pessoa lance uma pedra para cima (vamos desprezar a influéncia do ar). A pedra sobe, se afasta da Terra,
atinge uma altura maxima e cai de volta na Terra. A pedra ndo conseguiu escapar da atracdo gravitacional da
Terra. Imagine que essa pedra seja langada com uma velocidade inicial maior. Ela vai se afastar mais da Terra,
vai atingir uma altura maxima maior e enfim, cair de volta na Terra. Fato é que existe uma velocidade, a
chamada velocidade de escape, tal que, se a pedra for lancada com essa velocidade (ou com velocidade

maior), ela vai subir, subir e nunca mais voltar. Ela escapa da atragao gravitacional da Terra. Como a influéncia
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gravitacional (o campo gravitacional) de um corpo se estende por todo o espaco em volta dele, a condigédo de
escape é basicamente que a altura maxima seja infinita. Somente nesse caso a massa m vai estar a uma

distancia infinita da massa M e vai deixar de ser atraida por ela: a massa m vai escapar da gravidade de M.

Para calcular a velocidade de escape podemos nos basear na Figura 8.7. Suponha que um corpo X, de

massa m, inicie seu movimento de queda livre no ponto A, com velocidade inicial V. Ele conseguira escapar da

gravidade de M? Obviamente estamos supondo aqui que o vetor I7A estd apontando para uma diregdo tal que
exclui a possibilidade do corpo X colidir com a esfera de massa M. Da equacdo da conservacao da energia
mecanica para a Orbita de X:

Vi M Vi M

2 T4 2 Tg

Note que essa equacdo independe da massa m do corpo X que estd orbitando M. Para analisar a
possibilidade de escape, tomamos o ponto B no infinito, ou seja, tomamos rz = o0 na equag¢do acima. Ficamos

com:

Essa equacdo diz que se o corpo X chegar a se afastar uma distancia infinita da massa M, ele vai chegar
14 no infinito com a velocidade V,,. Suponha que arbitremos alguns valores para V4, r, e M na equagao acima.
E facil ver que, devido ao sinal negativo, alguns conjuntos de valores vio levar a um valor negativo dentro da
raiz quadrada, o que levard a uma velocidade V,, imaginaria (por exemplo, V,, =+v—100=10i m/s).
Concluimos que com essa velocidade inicial V4, partindo dessa distancia (raio) inicial 74, o corpo X ndo escapa
de M, pois ndo ha possibilidade disso ocorrer conservando a energia mecanica. Suponha que arbitremos
outros valores para Vy, 1, e M e que dessa vez seja gerado um nimero positivo dentro da raiz quadrada, ou
seja, que haja uma solugdo real para V,, (por exemplo, V,, = /100 = 10 m/s), nesse caso concluimos que
com essa velocidade inicial ¥V, o corpo X conseguiu escapar da gravidade de M, partindo de 7,4. Ele escapou e
vai chegar ao infinito com uma velocidade tal que fara com que ele continue se afastando indefinidamente de
M, j& que seu movimento no infinito serd um MRU (livre de forcas). E facil ver que a transicdo entre n3o
escapar/escapar esta na mudanca de sinal do termo dentro da raiz quadrada na expressdo de V,,. De fato,

quando valer:

) M
Vi—2G6—=0
Ta
o corpo X vai chegar no infinito e atingir o repouso (V,, = 0), ndo voltando nunca mais a se aproximar de M.
Essa equacdo define, portanto, a velocidade minima que o corpo X tem que ter para escapar da gravidade do

corpo cuja massa é M. Essa velocidade (minima) é a velocidade de escape Vgg. que é dada por:
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, M 26 M
VOO:O:VESC_ZGEZO:VESC(r): "

Recapitulando: Vgs-(r) € a velocidade minima que o corpo X deve ter (essa velocidade ndo depende
do corpo X, ou seja, da massa m, ela é uma propriedade do corpo de massa M) para escapar da gravidade do
corpo cuja massa é M partindo de um raio r. Note que a velocidade de escape depende do corpo de quem se
estd tentando escapar (M) e também da distancia inicial r. Se o corpo X ja parte de uma distancia r grande, seu
escape serda mais facil, pois a velocidade de escape serd menor. Um astronauta na Estacdo Espacial
Internacional, por exemplo, precisaria de uma velocidade menor para escapar da Terra do que uma pessoa
aqui na superficie da Terra. Isso porgque o astronauta ja estd, de certa forma, mais préximo do infinito do que
uma pessoa na superficie da Terra, mais préximo por cerca de 400 km, que é a distancia aproximada da
estagdo espacial até a superficie da Terra. Se o corpo X for langado de r com velocidade menor que Vg (1),
ele ndo consegue se afastar infinitamente da massa M, ele esta preso na gravidade de M. Se o corpo X for
langado de r com velocidade maior que Vgg-(7), ele escapa e chega ao infinito com folga, com velocidade

sobrando, a ponto de continuar se afastando de M indefinidamente, em MRU.

J4 comentamos que para discutir rigorosamente o movimento dos planetas devemos resolver a
equacdo diferencial (que é a segunda lei de Newton para um corpo de massa m que orbita um corpo de massa

M, suposto em repouso):

2

d
F(t) =m ﬁr(t)f(t)

Boo(t)= —ga™
nm®) = =6

sendo M a massa do corpo orbitado e 7(t) = r(t)#(t) a posi¢do do corpo (de massa m) que orbita, em
relacdo ao centro do corpo de massa M. O vetor unitdrio #(t) aponta ao longo do raio que une os centros do
corpo que orbita e do corpo orbitado, apontando para o corpo que orbita (dai o sinal negativo na forga, pois
ela é atrativa). A massa m desaparece da equacdo, que vale entdo para qualquer corpo, um planeta, um
cometa, um satélite, uma pedra, uma maca etc. O que difere um movimento do outro sdo as condi¢Ges iniciais
sobre a velocidade e o raio. Mas, as condig¢des iniciais definirdo também se o corpo em questdo possui
velocidade inicial maior, igual ou menor que a velocidade de escape de M a partir daquele raio onde seu
movimento comega. Nesse contexto, é possivel mostrar que a equagdo acima admite trés solugdes diferentes,
conforme as condi¢des iniciais sobre r (ou seja, 1y) e V(r), ou seja, conforme V(1) seja maior, igual ou menor

que a velocidade de escape Vg (15):
1. SeV(ry) > Vggc(1y): ocorre o escape e a 6rbita de m é uma hipérbole, que é uma curva aberta.
2. SeV(ry) = Vggc(1y): ocorre o escape e a orbita de m é uma pardbola, que é uma curva aberta.

3. SeV(ry) < Vgsc(rp): ndo ocorre o escape e a 6rbita de m é uma elipse, que é uma curva fechada.
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A Figura 8.9 ilustra essa idéia. Imagine uma pedra que é lancada em queda livre (desprezamos a influéncia
de uma possivel atmosfera do planeta) a partir do ponto A, que estd a uma distancia 1 do centro do planeta
de massa M. Essa pedra é langada com uma velocidade inicial de mddulo V. Para escapar da influéncia de M,
a pedra deveria ter, no minimo, a velocidade de escape:

2G6M

To

Vesc (o) =

Segue entdo que se V, > Vs (1,), a pedra escapa, ela se afasta indefinidamente de M, seguindo uma
curva aberta que é uma hipérbole (curva verde). Se V, = Vgsc(1p), a pedra escapa também, seguindo uma
curva aberta que é uma parabola (curva azul). Na figura mostramos apenas um pedaco dessas curvas, elas sdo
curvas abertas que se estendem até o infinito, a partir da posicdo ry. Se Vy < Vggc (1), @ pedra ndo consegue
escapar da gravidade de M, ela fica presa, girando em torno de M em uma curva fechada que é uma elipse

(curva vermelha).

Figura 8.9: Uma pedra é lancada em queda livre
na vizinhanga de um corpo de massa M (circulo
preto). Dependendo do valor da velocidade
inicial V,, a pedra pode se afastar
indefinidamente de M (curvas azul e verde) ou
ficar aprisionada na vizinhanca de M (curva
vermelha). Ela pode também cair em M, mas
essas Orbitas ndo sdo mostradas. As curvas sao

apenas esbogos, ndo sdo trajetdrias calculadas.

Note que a direcdo da velocidade ndo tem influéncia no fato de um corpo escapar ou ndo da gravidade

de outro corpo. Diferentes direcdes de VO definirdo apenas diferentes érbitas hiperbdlicas, parabdlicas ou
elipticas, de acordo com o valor do mdédulo V, quando comparado a Vggq (7). Desde que ndo haja

possibilidade de colisdo, um corpo com V(r) = Vgs-(r) vai escapar da gravidade do corpo de massa M,

gualguer que seja a direcdo do vetor I7(r).

Note que ha também a possibilidade da trajetdria ser retilinea, no caso especifico em que I70 tem a

direcdo radial (para cima).

Todos os corpos que fazem parte do Sistema Solar, planetas, asterdides e cometas estdo aprisionados
a gravidade do Sol. Suas velocidades orbitais em qualquer ponto de suas drbitas, que sdo elipses, sdo inferiores

a velocidade de escape do Sol a partir desse ponto. Os corpos que no passado possuiam velocidades orbitais
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iguais ou superiores a velocidade de escape do Sol em um dado ponto de suas 6rbitas, seguiram a partir dai
Orbitas abertas e escaparam do Sistema Solar, ao longo dos bilhGes de anos de sua existéncia. Esses corpos, de
certa forma, evaporaram do Sistema Solar. O que sobrou, ndo pode escapar mais. O cometa Halley, por
exemplo, possui uma érbita gigantesca, que demora cerca de 75 anos para ser percorrida. Ele se afasta muito
do Sol, mas como ele ndo possui velocidade para escapar, ele retorna a cada 75 anos em um véo rasante
proximo do Sol, época em que ele pode ser visto da Terra. Analogamente, o planeta Netuno possui um
periodo orbital de cerca de 175 anos, se afastando muito do Sol (menos que o cometa Halley, pois sua 6rbita é
mais redonda), mas sempre retornando, pois ele ndgo consegue escapar da gravidade do Sol. Da mesma forma,
podemos dizer que a Lua ndo pode escapar da gravidade da Terra, pois ela tem velocidade orbital sempre
menor que a velocidade de escape da Terra Vgg-(7) 14 no raio r em que a Lua estd. Analogamente, os anéis do
planeta Saturno sdo basicamente cristais de gelo com tamanhos da ordem de 1 cm. Esses cristais ficam 13
orbitando Saturno porque suas velocidades orbitais sdo sempre menores que a velocidade de escape de

Saturno a partir do raio r desses anéis.

Note que, com esse resultado, fica provado que a teoria da gravitacdo de Newton é compativel com a
primeira lei de Kepler (que discutiremos mais adiante), que afirma que as drbitas dos planetas sdo de fato
elipses. O circulo é uma elipse, e nesse sentido a teoria de Newton permite que planetas tenham érbitas
circulares, conforme idealizaram Ptolomeu e Copérnico. Mas, a realizagdo de uma érbita exatamente circular
requer uma condig¢do inicial muito especial sobre a velocidade e o raio, uma condi¢do rara de acontecer ao
acaso na natureza. Por isso, ndo se espera que uma o6rbita natural exatamente circular seja encontrada em
algum lugar. Mesmo assim, muitos planetas possuem drbitas elipticas bem préximas de um formato circular,

como o caso da Terra. Comentaremos mais sobre isso quando discutirmos os movimentos dos planetas.

A velocidade de escape da Terra, para um corpo na superficie da Terra é dada por:

2G M,

Vesc (RT) = R
T

Sendo My = 6 X 10%* kg e R = 6.400 km, obtemos:
Vpse(Ry) = 11 km/s = 40.000 km/h

Portanto, se langarmos uma pedra para cima, em qualquer angulo (sem a possibilidade de colisdo),
com velocidade igual ou maior que 11 km/s, a pedra vai subir, desaparecer no horizonte e nunca mais voltar
(se desprezarmos a influéncia do ar). Ela vai se afastar infinitamente da Terra. Analogamente, a velocidade de
escape da Lua, para um corpo que esta |Ia na superficie da Lua é (considerando que R; = R /4 e M, =

M /80):

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 8



441

2G My _ Vesc(Rr)
R, 420

Vesc(Ry) = = 2.5 km/s = 8.800 km/h

Vemos que é muito mais facil escapar da superficie Lua do que da Terra. Esse é um dos principais
motivos que explicam a auséncia de atmosfera na Lua, pois a forca que mantém a atmosfera ligada a um
planeta é a gravidade. As particulas que compdem a atmosfera se comportam como pequenos projéteis, que
sobem e caem de volta intercalando colisbes e queda livre. As velocidades dessas particulas estdo
determinadas basicamente por suas massas e pela temperatura do planeta. Quanto maior a temperatura T e
menor a massa m, maior a velocidade V (basicamente mV?/2 =3 kg T/2, sendo kg a constante de
Boltzmann). Assim sendo, na Terra as condi¢des de temperatura e gravidade levam a velocidades moleculares
médias menores que a velocidade de escape e, portanto, a presenca de uma atmosfera. Na Lua, a gravidade é
muito fraca para impedir o escape de moléculas e, portanto, a presenca de uma atmosfera é impossivel. Da
mesma forma, no planeta Mercurio, que é o mais préximo do Sol, a alta temperatura e a baixa velocidade de

escape impossibilitam a presenca de uma atmosfera.
8.5 Orbitas de satélites

Um satélite artificial € um artefato construido pelo homem que orbita um corpo celeste, como por
exemplo, a Terra, a Lua ou o Sol. Suas aplicacGes sdo variadas, como, por exemplo: telecomunicac¢des, previsao
do tempo, localizacdo global (GPS) e espionagem militar. Satélites podem contribuir também para o avanco da
ciéncia, como a Estacdo Espacial Internacional, onde astronautas podem ficar alojados orbitando a Terra, e 0
telescépio espacial Hubble. O primeiro satélite artificial foi o Sputnik, langcado em 1957, dando inicio a corrida
espacial, que culminou com a chegada do homem a Lua em 1969. Os satélites sdo levados até suas orbitas
através de foguetes e depois permanecem |3, em queda livre, orbitando um corpo celeste. Eles ndo precisam
gastar energia para orbitar, pois viajam no vacuo. Geralmente os satélites possuem baterias, recarregadas por
painéis solares, para alimentar os circuitos eletronicos e pequenos foguetes que sdo acionados
esporadicamente para ajustes de drbita. Os satélites com drbitas muito baixas em torno da Terra, por
exemplo, podem cair apds um tempo, devido a influéncia, bem pequena, da atmosfera terrestre. A gravidade
da Lua também modifica lentamente as érbitas de alguns satélites que orbitam a Terra. Um pequeno foguete
pode ser usado para corrigir a drbita de tempos em tempos. Com um pouco de paciéncia, podemos observar
satélites a olho nu, transitando em torno da Terra. Logo apds o anoitecer, um satélite pode refletir a luz do Sol
e ser visto como um pequeno ponto brilhante, parecido com uma estrela, mas se movendo rapidamente no

céu. Quando ele entra na regido de sombra da Terra, desaparece.

Os satélites tém orbitas elipticas, como previsto por Newton, mas, muitos satélites possuem,

propositalmente, drbitas aproximadamente circulares. Como esse é um caso mais simples, vamos analisar o
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movimento de um satélite de massa m em uma érbita circular em torno de um corpo esférico de massa M.
Conforme o teorema das cascas, e sendo o satélite um corpo relativamente pequeno, podemos considerar que
esse problema envolve duas particulas, a particula de massa m (no CM/CG do satélite) orbitando a particula de
massa M (no centro da esfera), que suporemos fixa no espaco. Como a energia mecanica do sistema é
constante, segue que o movimento circular é uniforme (MCU), ou seja, o satélite possui velocidade de mdédulo
constante. Ja estudamos o MCU e sabemos que a principal caracteristica desse movimento é que a aceleragdo
da massa m é centripeta e, portanto, a segunda lei de Newton e a lei de Newton da gravitacdo juntas dizem
gue, para o satélite:

Mm V2
=m —
r2

Reent =macens = G

sendo r o raio da drbita. Chegamos entdo a uma relacdo simples entre os parametros orbitais V e r de um

satélite em uma érbita circular de raio r com velocidade V em torno de um corpo esférico de massa M:

M
V2= G —
r

Note que a massa do satélite desapareceu, ou seja, qualquer que seja o satélite, a relacdo entre Veré

a mesma. E interessante notar que essa velocidade é igual & velocidade de escape a partir do raio r dividida

por um fator v/2.

Por exemplo, considere a Estacdo Espacial Internacional (EEI), que orbita a Terra a cerca de 400 km de
altura, em uma drbita aproximadamente circular. Qual a velocidade orbital da EEI? Fazendo r = Ry + h na
relacdo entre velocidade e raio deduzida acima, obtemos:

My

V=G —0—
Ry + h

sendo Ry = 6.400 km e My = 6 X 10%* kg o raio e a massa da Terra.
Fazendo h=400 km obtemos V = 7,7 km/s. A Figura 8.10 ao lado mostra
uma sequéncia de imagens da EEl em sua érbita vista aqui da Terra, tendo
o Sol ao fundo. A estacdo estd em queda livre com a velocidade incrivel

de 7,7 km/s = 28.000 km/h.

Satélites de comunicacdo, como os de transmissdao de TV, por

exemplo, devem ser geoestacionarios, ou seja, devem ser vistos estaticos

no céu a partir de um observador na Terra. SO assim podemos apontar

uma antena parabdlica fixa na Terra para eles. Para que um satélite seja
Figura 8.10: A O¢rbita da Estacdo

geoestacionario ele deve, basicamente, compartilhar a rotacdo da Terra, ) )
Espacial Internacional em torno da
Terra, tendo o Sol ao fundo. Fonte:

https://www.nasa.gov/ .
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ou seja, girar em uma orbita circular com velocidade angular w; = 2m rad/dia no

mesmo sentido da rotacdo da Terra. Ele deve também ter o mesmo eixo de rotacdo da wr

Terra (que passa pelos pélos), ou seja, a drbita do satélite deve ser um circulo no plano Ws
equatorial. Dessa forma, a Terra, a antena parabdlica e o satélite giram juntos (como

um so corpo rigido), resultando que o satélite ndo se move, em relagao a antena fixa na

Terra. A Figura ao lado ilustra a Terra (em azul), a linha do equador (tracejada) e a

orbita de um satélite (em preto). Se Wy € a velocidade angular da Terra (ao longo do eixo que passa por seus
polos) e Wy é a velocidade angular do satélite em sua érbita circular em torno do centro da Terra, entdo, para
que o satélite seja geoestaciondrio deve valer: wg = Wy, ou seja, a 6rbita deve estar no plano do equador.
Qual deve ser a velocidade orbital de um satélite geoestacionario? Supondo uma orbita circular de raio r, a
velocidade orbital é simplesmente:

V=wrr

Mas, ndo conhecemos o raio da érbita. Qual o raio da drbita de um satélite geoestacionario? Sabemos que

para uma orbita circular:

Portanto:

Obtemos r = 42.000 km que corresponde a uma altura h = 36.000 km. A velocidade orbital é IV = 3 km/s
= 11.000 km/h.

A Lua é o satélite natural da Terra, compondo, juntamente com a Terra, uma espécie de haltere que
orbita o Sol. Esse haltere gira em torno de seu CM, que esta dentro da Terra, por que a massa da Terra é cerca
de 81 vezes a massa da Lua (M = 81 M, ). Portanto, podemos dizer que, aproximadamente, a Lua gira em
torno da Terra, quando vista por um observador externo, fora do sistema Terra+Lua. Além disso, a érbita é
pouco achatada e pode ser aproximada por um circulo. Nessa aproximacao, podemos dizer que a Lua possui
uma orbita circular em torno do centro da Terra. Qual o raio dessa orbita? O periodo orbital da Lua, ou seja, o
tempo que a Lua demora para percorrer um circulo completo em torno da Terra é T, = 27 dias
(aproximadamente um més). Portanto, a velocidade orbital da Lua é:

_27rr
L= T,

sendo r o raio da érbita circular. Como sabemos que para drbitas circulares vale em geral:

M
Vi= G —
r
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concluimos que:

21r\? M
i= (5 =
Ty, T
Segue que:
GM
3 _ T p2
T T g L

Sendo a massa da Terra M; = 6 X 10%* kg, obtemos r = 380.000 km. Para a velocidade orbital
obtemos V; = 1 km/s. Os primeiros astronautas que pisaram na Lua levaram cerca de dois dias para percorrer
esses 380.000 km que separam a Terra da Lua. Foi uma viagem rapida. As marés que observamos nos
oceanos (elevagdo e declinio periddicos do nivel do mar) sdo produzidas principalmente pela gravidade da Lua,
mas também tem uma contribuicdo da gravidade do Sol. Quando a Lua esta nas fases cheia ou nova, os efeitos
se somam e as marés sdo mais intensas. Veremos na préxima se¢do que a orbita da Lua é de fato uma elipse, e
por isso ela se aproxima e se afasta periodicamente da Terra. As maiores marés ocorrem quando a Lua estd no

seu ponto de aproximacdo maxima da Terra (perigeu).
8.6 Orbitas de Planetas: Leis de Kepler

Nosso Sistema Solar originou-se da condensacao de uma nuvem de gas ha cerca de 4,5 bilhdes de anos
e possui atualmente oito planetas (em ordem a partir do Sol): Mercurio, Vénus, Terra, Marte, Jupiter, Saturno,
Urano e Netuno. Plutdo ja foi considerado um planeta, mas hoje é classificado como um planeta-ando. Essa
reclassificacdo se deveu a descoberta de que Plutdo estd em uma regido onde existem varios outros corpos
similares a ele (cinturdo de Kuiper) que podem ainda colidir entre si e se fundirem dando origem a novos
corpos celestes. Nesse sentido, sé sdo considerados planetas aqueles corpos cuja vizinhanca estd limpa (com
excecdo das luas), exatamente por eles serem o resultado final e estavel de um processo de colisdes/fusdes
impulsionado pela gravidade. Mesmo apds essa limpeza, restam ainda milhares de asterdides e meteordides
vagando em torno do Sol. Um asterdide é basicamente um pedaco de rocha com tamanhos desde 1 metro a
milhares de metros. Um meteordide é uma pedra menor. As milhares de crateras na superficie da Lua
registram as cicatrizes de seus encontros com asterdides/meteordides ao longo de sua histéria. A Terra ndo
estd livre desses impactos, mas os processos naturais/climaticos de erosdo e vegetacdo acabam por

esconder/apagar as crateras deles resultantes.

As principais caracteristicas dos movimentos dos planetas foram extraidas por Johannes Kepler de
dados experimentais acumulados ao longo de muitos anos, e estdo enunciados na forma das trés leis que
estudaremos em seguida. Vale a pena enfatizar que as leis de Kepler sdo propriedades da gravidade e nao

valem, portanto, apenas para o movimento dos planetas. Elas valem também para o movimento de Luas em
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torno de planetas e planetas, cometas e asterdides em torno de estrelas. Valem também para a queda de uma

pedra ou de uma maca aqui na Terra, na aproximagdo em que desprezamos o atrito do ar (queda livre).
As leis de Kepler sao:
12) As drbitas dos planetas sdo elipses, com o Sol em um dos focos.

Isso significa que a drbita de um planeta é uma curva plana achatada, como na Figura 8.11 que segue.
A elipse é uma curva plana definida em termos de dois pontos, os focos F; e F,. Os pontos P que pertencem a

elipse (curva vermelha) satisfazem a seguinte propriedade:

r, + r, = constante

Por isso, a maneira mais facil de se esbocar uma elipse em uma folha de papel é fixar dois alfinetes onde se
deseja que sejam os focos. Amarram-se as duas extremidades de um barbante de comprimento L nos

alfinetes. Tensionando o barbante com uma caneta e riscando no papel, traga-se uma elipse comr; + r, = L.

»
>
»
>

= =52

Figura 8.11: Propriedades basicas de uma elipse: focos (F; e F,), semi-eixos (a e b) e excentricidade (€).

As dimensdes da elipse podem ser caracterizadas pelo semi-eixo maior a e pelo semi-eixo menor b,
que sdo as distancias maximas do centro da elipse ao longo de seus dois eixos de simetria. Nao é dificil mostrar
que 1y + 1, = 2 a. O achatamento da elipse estd caracterizado pela diferenca entre a e b, se valer a = b,
entdo a elipse se torna um circulo. Outra grandeza que pode caracterizar o achatamento de uma elipse é a
excentricidade &, definida de tal forma que €a é a distancia de um foco qualquer até o centro da elipse.

Quanto maior o valor de € (0 < € < 1) mais achatada é a elipse. Uma elipse com & = 0 é um circulo com raio

r =a = b, para a qual os focos F; e F, colapsam no centroer; =1, =r.Noteque b = V1 — &2 a.

Ndo demonstraremos a primeira lei de Kepler aqui porque para demonstra-la temos que calcular a
Orbita de um planeta a partir da segunda lei da dindmica e da lei da gravitacdo de Newton. A complexidade da
solucdo dessa equacdo foge do nosso contexto. Vale a pena ressaltar que a primeira lei de Kepler é
consequéncia direta do fato da for¢a da gravidade decair com o quadrado da distancia: a existéncia de érbitas
elipticas para os planetas é conseqliéncia direta do fato da forca entre o Sol e os planetas decair com o

guadrado da distancia entre eles.
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Conforme nosso comentario anterior, sobre a generalidade das leis de Kepler, podemos afirmar que a
Orbita do cometa Halley é uma elipse com o Sol em um dos focos. As érbitas da Lua e da Estagdo Espacial
Internacional sdo elipses com a Terra em um dos focos. A drbita de uma pedra langada para cima em uma
direcdo obliqua em relacdo a vertical € um segmento de elipse com a Terra em um dos focos (desprezando o
atrito com o ar). A primeira lei de Kepler sé ndo vale para corpos em queda livre com velocidades maiores ou

iguais a velocidade de escape, para os quais as érbitas sdo hipérboles ou parabolas.

As drbitas dos planetas do Sistema Solar, com exce¢do de Mercurio, sdo bastante circulares. A drbita
da Terra, por exemplo, possui excentricidade e = 0,017. Supondo entdo que a drbita da Terra é circular

obtemos para o raio da orbita (conforme visto na secdo anterior):

_GMs
42T

3

r

sendo Mg = 2 x 103° kg a massa do Sol e Ty = 365 dias o periodo orbital da Terra. Obtemos r = a = 1,5 X
108 km. Com esses valores numéricos concluimos que a distancia do centro da érbita da Terra até um dos
focos é era = 0,017 X 1,5 x 108 km = 2,6 x 10° km (2,6 milhdes de quildmetros). Essa distancia é muito
pequena, quando comparada ao tamanho do raio da érbita a = 1,5 X 108 km (150 milhdes de quildmetros).
Enfim, é fato que a Terra se aproxima e se afasta um pouco do Sol, que estd em um dos focos de sua érbita
eliptica. A distancia maxima da Terra até o Sol (raio do Afélio) é a+era = (1 + €r)a = 1,523 x 108 km
(usando a estimativa para a distancia a obtida anteriormente) enquanto que a distdncia minima da Terra até o
Sol (raio do Periélio)) é a—era = (1—e€p)a=1,475%x 108 km. Note que esses afastamentos e
aproximacgdes da Terra ao Sol ndo tém nenhuma relagdo com a sucessdo das esta¢des do ano. A sequéncia de
estacOes do ano é conseqiiéncia da inclinacdo do eixo de rotacdo da Terra, em relacdo ao plano da érbita
eliptica da Terra. Essa inclinacdo afeta o angulo de incidéncia da luz do Sol na superficie da Terra, afetando a
transferéncia de energia e a temperatura. Mesmo se a 6rbita da Terra fosse um circulo, haveria as diferentes
estacOes do ano. Somente em um planeta de drbita muito excéntrica podemos esperar uma influéncia orbital

no clima produzida pela aproximacgao e afastamento do planeta em relacdo ao Sol. Esse ndo é o caso da Terra.

A Lua também possui uma 6rbita bastante circular em torno da Terra, pois €;, = 0,05. J& estimamos
que para a Orbita da Luar = a = 380.000 km. Isso significa que a distancia do centro da érbita da Lua até um
dos focos é €; a = 0,05 x 380.000 km = 19.000 km. Portanto, a Lua se aproxima e se afasta um pouco da
Terra, que estd em um dos focos (admitindo que My > M; ), ao invés de girar em um circulo. A distancia
maxima da Lua até a Terra (raio do apogeu) é a + ¢, a = (1 + ¢€;)a = 400.000 km enquanto que a distancia

minima da Lua até a Terra (raio do perigeu)éa — ¢, a = (1 —¢;)a = 360.000 km.
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No caso da Estagdo Espacial Internacional (EEI), egg; = 0,0008, o que corresponde a uma 6rbita quase

circular (trata-se de uma érbita artificial nesse caso). Para uma érbita com essa excentricidade, se a altura

mdxima da EEl é de hy; = 410 km, a altura minima h,, serd (sendo R o raio da Terra em km):

a+ €Egppr A4 = (1 + EEEI)a = RT + 410

a—é€ggra = (1 —e€gg)a=Rr+hy

Portanto, dividindo uma equacao pela outra obtemos a estimativa:

(L+epm) _Rr+410 (1 —€gp)410 — 2655 Ry

= 399,1 km

(1—€ggr)  Rr+hpy " 1+ €ggy

A altura da EEl em relacdo a superficie da Terra varia apenas cerca de 10 km, por causa da baixa

excentricidade da orbita.

O planeta Mercurio é o que possui 6rbita de maior
excentricidade no Sistema Solar, €y = 0,21, e por isso a
aproximacdo de 6rbita circular pode ndo fazer muito sentido para
esse planeta. Na Figura 8.12 ao lado mostramos duas elipses com
semi-eixos menores iguais: a elipse vermelha é um circulo (€=0)
enquanto que a elipse preta possui excentricidade préxima da de
Mercurio (e, = 0,21). Vemos que mesmo no caso de Mercurio,

pelo menos visualmente, a érbita ndo difere muito de um circulo.

A queda de um projétil, na auséncia de atrito com o ar
(queda livre), também segue uma trajetoria eliptica, mais
especificamente um segmento de elipse, tendo em vista que ele
colide com o chdo. Nao ha contradicdo dessa afirmacdao com nossa
discussdo anterior da queda livre, quando fizemos a aproximacao de
que a acelera¢do da gravidade é constante. De fato, se g é constante,
ou seja, se g € um vetor que ndo muda de dire¢do/sentido e tem
magnitude que nao depende do raio, podemos aplicar as leis da
cinematica com aceleragdo constante e mostrar facilmente que as
Orbitas dos projéteis sdo parabdlicas (com exceg¢do dos projéteis com
velocidade inicial nula ou vertical, que seguem trajetdrias retilineas).
Na Figura 8.13 ao lado esbogcamos trés trajetérias de um projétil
iniciando no mesmo ponto na superficie da Terra. As trajetdrias sdo

elipses com o centro da Terra em um dos focos. As porcdes das

Figura 8.12: Uma elipse de baixa
excentricidade (curva preta) é semelhante

a um circulo (curva vermelha).

Figura 8.13: Projéteis langados da
superficie da Terra possuem Orbitas

que sdo segmentos de elipses.
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elipses que estdo dentro da Terra devem ser desprezadas. O projétil sai e bate de volta na superficie da Terra.
A trajetéria azul é, dentre as trés, a trajetdria de maior alcance. A idéia da aproximagdo com g constante é que
se a elipse for bem pequena, invisivel na escala da Figura 8.13, o segmento de elipse que esta para fora da

Terra, ou seja, a trajetdria atual do projétil, ndo difere muito de uma parabola.
22) Lei das areas.

A segunda lei de Kepler afirma que o raio que vai do Sol ao planeta varre areas iguais em tempos

iguais. A idéia estd ilustrada na Figura 8.14.

Nessa figura, suponha que a bolinha preta seja um planeta
orbitando o Sol (bolinha laranja no foco F;) no sentido anti-
horario. At é um intervalo de tempo qualquer (digamos At =1
més) e t e t’ sdo dois instantes quaisquer. A segunda lei de Kepler
diz que as duas areas hachuradas sdo iguais, porque o raio r(t)

que vai do Sol ao planeta varre dreas iguais em intervalos de

tempo iguais. Essa afirmacdo é equivalente a dizer que a

Figura 8.14: O raio do Sol ao planeta

velocidade com que o raio r(t) varre drea (de setor de elipse) é . N L
varre areas iguais em tempos iguais. E o

constante. Essa velocidade, com que o raio r(t) varre area, é que afirma a segunda lei de Kepler.

chamada de “velocidade setorial”. Se A(t) é a drea que o raio

r(t) estd varrendo instantaneamente no instante t, entdo, a segunda lei de Kepler diz que:

dA(t)
dt

= constante

Apenas para introduzir a idéia usada na demonstracdao dessa lei, vamos considerar primeiro um
planeta em uma 6rbita circular de raio R com velocidade de méddulo

t+ At
constante V. Na Figura 8.15 ao lado ilustramos a area hachurada varrida

pelo raio R em um intervalo de tempo At (uma espécie de pedaco de V(;)
pizza). O raio do Sol ao planeta se assemelha ao ponteiro de um relégio .“\

nesse caso, s6 que girando no sentido anti-horario na figura. A area

varrida é basicamente a area de um triangulo isdceles com dois lados de

comprimento R (lados verdes) e a base de comprimento V At (lado azul),

que é o comprimento de arco que o planeta percorre no intervalo de ~ Figura 8.15: Para planetas em

. Orbitas circulares, o raio do Sol ao
tempo At. Apesar desse lado azul ser curvo (um arco), no limite At — 0 ’

. , . ; planeta varre setores de circulo.
ele vai se tornar reto e a area hachurada vai ser de fato a area de um

tridngulo iséceles, ou seja:
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1 1
AA(t)zERVAt =>dA(t)=ERth

Portanto:

dA(t) RV
dt 2

Vemos que nesse caso simples do movimento circular a velocidade setorial é constante, como afirma a

segunda lei de Kepler, pois R e V sdo constantes.

O produto R V sugere uma relacdo entre a velocidade setorial e 0 momento angular do planeta. De
fato, se tomarmos um eixo z ortogonal ao plano da drbita e passando pelo centro do Sol, apontando para fora

da pagina, o momento angular do planeta de massa m ao longo desse eixo é:
L,=mRYV

Esse momento angular é constante, pois R e V sdo constantes. De fato, ja sabemos que a variagdo de

L, estd dada por:

:TZ

dt

sendo 7, o torque das forgas que atuam no planeta. Mas, sendo a forga da gravidade do Sol a Unica forga no
planeta, e sabendo que essa for¢ca aponta diretamente para o Sol e que ndo possui, portanto, braco de
alavanca, concluimos facilmente que 7, = 0, confirmando e ao mesmo tempo explicando o fato de L, ser
constante. Vemos entdo que a constancia da velocidade setorial estd diretamente relacionada a constancia do
momento angular do planeta em relacdo ao Sol, ja que:

dA(t) L,
dt  2m

Podemos imaginar que se essa relacao entre a velocidade setorial e o momento angular do planeta em
relacdo ao Sol é geral, ou seja, se ela vale também para
planetas em drbitas elipticas, entdo a segunda lei de Kepler é,
em geral, conseqiiéncia direta do fato da forca da gravidade
ser uma forga central, uma for¢ca que aponta ao longo da

linha que conecta o Sol ao planeta, conforme enunciado por

Newton. De fato, tomando como base a Figura 8.16 ao lado,

que utiliza as mesma ideias do caso da drbita circular, é facil

Figura 8.16: A adrea de um setor de elipse

A Uy A ” . .
mostrar que a area hachurada do “tridngulo” no limite em  converge para a area de um triangulo escaleno

que At — 0 é: no limite em que At - 0.

dA(t) = %r(t)V(t)sen((p(t)) dt
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sendo @(t) o angulo entre a velocidade 17(1:) e o raio r(t) do planeta (note que a altura do tridngulo é
V(t) dt sen(m — @(t)) = V(t)dt sen(¢(t))). No caso da orbita circular, por exemplo, valem: r(t) =R,

V(t) =V e@(t) =90 todos parametros constantes. Aqui eles dependem do tempo.

Portanto, segue que:

dA 1
d(f) = STV Osen(p(©)

Novamente, tomando um eixo z ortogonal ao plano da elipse, passando pelo Sol, e apontando para

fora da pagina concluimos que (conforme ilustrado na

Figura 8.17 ao lado):

b =r(t)sen(p(t)) .
L,(t) = mr(©V (©sen(p(t) V(O ()

Portanto, como ja havia sido sugerido para o

caso da érbita circular:

dA(t) _ Ly (1)

dt 2m
Esse resultado mostra a validade da segunda Figura 8.17: O braco de alavanca do momento
lei de Kepler em geral, dado que o momento angular linear do planetaé b = r(t)sen(¢(t)).

L,(t) =mr()V(t)sen(p(t)), mesmo que isso ndo

seja evidente, ndo depende do tempo t (L,(t) = L,).

Resumindo, a segunda lei de Kepler é conseqliéncia unicamente do fato de que a forca da gravidade
entre duas particulas esta ao longo da linha que conecta essas particulas, conforme enunciado por Newton.
Nesse sentido, a segunda lei de Kepler vale também para as drbitas parabdlicas e hiperbélicas dos corpos que
possuem velocidades iguais ou superiores a velocidade de escape. De forma andloga a primeira lei, a segunda
lei ndo se restringe ao movimento dos planetas. Podemos afirmar que: o raio que vai do centro do Sol ao
centro do cometa Halley varre areas iguais em tempos iguais; o raio que vai do centro da Terra ao centro da
Lua varre dareas iguais em tempos iguais; o raio que vai do centro da Terra ao centro de massa da Estacdo
Espacial Internacional varre areas iguais em tempos iguais; o raio que vai do centro da Terra ao centro de

massa de uma maca em queda livre varre dreas iguais em tempos iguais etc.
32) Lei dos periodos

Os movimentos dos planetas sdo periddicos, ou seja, se repetem indefinidamente. O periodo orbital T,
ou simplesmente periodo, é o tempo que o planeta demora para percorrer uma vez sua trajetéria completa
em torno do Sol. No caso da Terra, por exemplo, esse periodo é de 1 ano, cerca de 365 dias. A lei dos periodos

de Kepler relaciona o periodo com o tamanho da drbita de um planeta, mais especificamente com o semi-eixo

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 8



451

maior a. Quanto maior a drbita (maior a) maior o periodo T. Mais especificamente, a terceira lei de Kepler diz
gue para todos os planetas de um sistema planetdrio, o quadrado do periodo é proporcional ao cubo do semi-
eixo maior, ou seja:

T? =kad

sendo k uma constante de proporcionalidade, caracteristica do sistema planetario. Se fizermos um gréfico de

T? versus a3, vamos enxergar uma reta que passa pela origem, de inclinagéo k.

A demonstracdo da validade da lei dos periodos para o caso particular de drbitas circulares é simples e
de fato ja foi feita anteriormente, quando discutimos o movimento de satélites. Vamos repetir essa
demonstracdo aqui. Suponha um planeta de massa m orbitando uma estrela de massa M em uma érbita

circular. Entdo, o raio R da ¢rbita e a velocidade orbital V do MCU do planeta estdo relacionados por:

Mm V2 M
_—= — = =G —
Rz - MR R

J4 usamos esse resultado outras vezes, mas vale a pena ressaltar que ele sé vale porque a forga da

gravidade é proporcional a massa m do planeta, que aparece dos dois lados da equacgao e entdo desaparece.

Sabemos também que para uma drbita circular (de comprimento 2  R):

_ 2mR
T
Portanto, essas duas equacoes levam a:
oM (ZnR)Z
R \T
Segue que:
4 2
TZ — R3
GM

Ou seja, a constante k introduzida por Kepler para os planetas que orbitam M é:

_4n2

k=——
GM

Note que ndo se trata de uma constante universal, pois envolve a massa M do corpo que estd sendo
orbitado (uma estrela, por hipétese). Trata-se de uma constante no sentido de que ndo depende da massa m

do planeta. A razdo entre T? e R3 é a mesma para todos os planetas que orbitam M.

A demonstracdo da validade da lei dos periodos em geral, ou seja, para drbitas elipticas, requer o
calculo de viérias grandezas relacionadas a esse movimento, cdlculo que ndo faremos aqui, dada sua

complexidade. Assim sendo, apenas deixaremos registrado, sem demonstracdo, que a lei dos periodos tem
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validade geral: para um planeta de massa m orbitando uma estrela de massa M em uma orbita eliptica de
semi-eixo maior a vale:
4 1

_ 3
cm ¢

TZ
Que é o resultado para orbitas circulares apenas trocando o R por a (a massa m do planeta ndo aparece nessa
relacdo).

Podemos dizer que a lei dos periodos de Kepler é conseqiiéncia da proporcionalidade entre a for¢a da

gravidade e a massa do corpo que sofre a forga, conforme estabelecido por Newton.
Para os planetas do nosso sistema solar vale:

_4An?
TG M

TZ 3

a

sendo Mg a massa do Sol. A lei dos periodos permite entdo a medida da massa do Sol, a partir do
conhecimento dos periodos e dos semi-eixos maiores das orbitas dos planetas. A distancia média da Terra ao
Sol, por exemplo, pode ser estimada através de cdlculos geométricos (triangulacdo). Sendo ar essa distancia

média, sabemos que ar = 1,5 X 10 m. Como para a Terravale Ty = 1 ano (= 3,15 X 107 s), obtemos:

4 2 41203
T? = 3> Mg=——7=2%x10%k
™™ G M ar 57 GTZ? &

Observando o movimento do planeta Mercurio, vemos que seu periodo orbital é T, = 88 dias.

Portanto, da lei dos periodos de Kepler segue que:

O que leva a:

3 Tm\* 3
aM:(T)aT
T

Logo, o semi-eixo maior da érbita eliptica de Mercurio é ay, = 0,4 ar,

ouseja, ay = 5,8 X 101% m.

Com base nesses resultados, e sabendo que a érbita de
Mercurio possui excentricidade €y, = 0,21, podemos fazer uma figura
em escala mostrando as o¢rbitas da Terra e de Mercurio, para
comparacdo. Na Figura 8.17 ao lado mostramos essas érbitas. A curva
vermelha é basicamente um circulo, e representa a drbita da Terra

em torno do Sol, que estaria no centro desse circulo. A 6rbita de  Figura 8.17: llustragdo em escala das
Orbitas da Terra (vermelha) e de

Mercurio (preta).
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Mercurio é um pouco achatada (curva preta) e tem semi-eixo maior igual a 40% do semi-eixo maior da drbita

da Terra.

Vale aqui a mesma observacdo que ja fizemos sobre as outras duas leis de Kepler. A lei dos periodos é
consequéncia da lei da gravidade e ndo vale apenas para planetas. Podemos dizer que para todos os corpos
que orbitam a Terra (de massa M), ou seja, a Lua e todos os satélites artificiais em volta da Terra, vale:

4 2

T2 =
G My

3

a

Por exemplo, ja sabemos que a Estacdo Espacial Internacional (EEI) estd a cerca de 400 km de altura
(h) em uma 6rbita quase circular. Qual o periodo da érbita da EEI? Note que o raio da drbita é agg; = Ry + h,

portanto:

4 2
Tég = G_MT (Rr +h)?

Usando os valores numéricos que ja definimos anteriormente (My = 6 X 10%*kg e Ry = 6.400 km) obtemos:
Tggr =1,5h
Em apenas 1,5 h (1 h e 30 minutos) a EEl d4 uma volta completa em sua érbita em torno da Terra.

Resumindo tudo que estudamos nesse capitulo, podemos dizer que a forca da gravidade entre o Sol e
um planeta faz com que esse planeta orbite periodicamente o Sol em uma trajetdria eliptica, percorrendo essa
orbita mais rapidamente quando préximo do Sol e mais lentamente quando distante do Sol. As leis da
natureza determinantes para esse movimento sdo a lei de for¢a que decai com o quadrado da distancia, a

conservacao da energia mecanica e a conservacdao do momento angular.

Sabemos que o movimento é relativo e alguém poderia argumentar que ndo estavam errados aqueles
gue, no passado, afirmavam que o Sol orbita a Terra. Afinal, se a Terra orbita o Sol, entdo o Sol orbita a Terra.
E verdade, tanto como quando um motorista de dnibus afirma que as arvores e as casas estdo se movendo, e o
Onibus estd parado, em relacdo a ele. Nos aqui na Terra vemos tudo se mover em torno de nds, a Lua, os
planetas, o Sol e as demais estrelas. Dai deve ter vindo a quimera de que estdvamos estaticos no centro do

universo.

Um observador na Terra vé o Sol descrever uma drbita eliptica em torno da Terra. Um observador no
Sol vé a Terra descrever uma 6rbita eliptica em torno do Sol (esse foi o referencial que escolhemos para
discutir os movimentos dos planetas). Quem esta certo? Todos estdo certos, o0 movimento é relativo. Mas,
poderiamos pensar no que diria um observador mais neutro, que ndo estivesse nem na Terra e nem no Sol,
que estivesse observando esse par de corpos la do espaco. O que ele diria sobre o movimento da Terra e do

Sol? Ele diria que o Sol orbita a Terra? Nao. Ele diria que a Terra orbita o Sol? N3o. Ele diria que a Terra e o Sol
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orbitam ao mesmo tempo o centro de massa do sistema Terra+Sol. Ja discutimos essa ideia no capitulo 4. A
ideia é simples: o Sol faz forga na Terra, digamos F e a Terra adquire uma acelera¢do F /My na diregdo do Sol.

A Terra, por sua vez, faz for¢a no Sol, —F e o Sol adquire uma aceleragdo —ﬁ/MS na diregdo da Terra. 0 CM
desse sistema ndo esta nem ai para isso, pois somente forgas externas ao sistema Sol+Terra podem exercer
influéncia (acelerar) nesse CM. Dai, se desprezarmos essas forgas externas (que sdo exercidas pelos outros
planetas, pela Lua, pelo centro da galaxia etc.), concluimos que o CM fica em MRU, ou em repouso,
dependendo do observador inercial, enquanto que a Terra e o Sol giram em torno desse CM, gracas as suas
aceleragdes. Note, como Mg > My, segue que a aceleragao do Sol é muito, muito mesmo, menor que a
aceleracdo da Terra. De fato, o CM do sistema Sol+Terra estd bem préximo do centro do Sol e, por isso,
enquanto a Terra percorre uma 6rbita eliptica grande, o Sol percorre uma 6rbita eliptica bem menor. O

Observador neutro externo pode até olhar e, inadvertidamente, dizer que ele vé a Terra orbitando o Sol.

As Leis de Kepler se referem a esse movimento, da Terra e de todos os planetas, em drbitas elipticas
com o CM do Sistema Solar em um dos focos, movimento que seria observado por um observador neutro
externo ao Sistema Solar. Um observador que ndo vai privilegiar nenhum dos corpos que fazem parte desse
sistema. Ao afirmar que os planetas orbitam o Sol, estamos fazendo essa aproximacgao, de que o CM do

Sistema Solar esta no centro do Sol, apesar disso nao ser estritamente verdadeiro, e que o Sol, portanto, é um

referencial inercial (em MRU, —ﬁ/MS = (). Ao fazer essa aproximagdo vamos cometer alguns erros nos
calculos das érbitas dos planetas, erros que sdo muito pequenos e que, por isso, ndo poderiam ser percebidos
por Kepler em sua época. A primeira lei de Kepler afirma que os planetas orbitam o Sol, o que ndo estd muito
distante da verdade. Um calculo mais preciso das érbitas dos planetas deve levar em conta que o Sol é apenas
mais um corpo nesse sistema, que sofre forca, acelera e também tem sua érbita. O CM desse sistema estd no

foco de todos os movimentos.

A lei dos periodos de Kepler, por exemplo, fica modificada quando levamos em conta o movimento
orbital do Sol, em torno do CM do Sistema Solar. A proporcionalidade entre T? e a2 fica:

4 112

=— 43
G (Mg +m)

TZ
sendo M a massa do Sol e m a massa do planeta. Note que nesse caso a lei deixa de ser igual para todos os
planetas, que é o que ocorre quando desprezamos m pelo fato de valer m << Mg em geral. Essa aproximagao
estd implicita na lei dos periodos de Kepler, pois, como ja mencionamos, Kepler afirmou que o Sol estd no foco
das drbitas e ndo o CM do sistema solar. Novamente, o erro que cometemos aos desprezar m na lei dos

periodos é pequeno e ndo poderia ser percebido por Kepler em sua época.
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8.7 Exercicios Resolvidos

ER 8.1) Dois planetas esféricos se atraem mutuamente pela acdo da gravidade. O planeta A possui massa M e
raio R e o planeta B possui massa 9M e raio 3R. Os centros dos planetas estdo separados por uma distancia

1000R.
Dados: M, Re G.
a) Calcule o médulo da forga gravitacional que atua no planeta A.

De acordo com a lei da gravitacdo de Newton e o teorema das cascas:

MaMg
r2

FA =G
comMy =M,Mz =9 Mer =1000 R. Portanto:

9 M? M?

Ff=———=-G—5=9%X10"%G—
A (1000)ZGR2 Ix 107G s

b) Calcule o médulo da forga gravitacional que atua no planeta B.

A forca que A faz em B e a forga que B faz em A formam um par agdo-reagdo, de acordo com a terceira
lei de Newton. Portanto:
MZ
FB=FA=9X10‘BGF
c) Calcule a razdo entre as aceleragdes da gravidade nas superficies dos planetas Ae B, g4/g5.

Sabemos que a aceleragao da gravidade na superficie de um corpo esférico de massa M e raio R é:

M
gM,R) =G Rz
Portanto:

ga _ gM,R) GM (3R)* _
gs g(OM,3R)  R?2 GOM

ER 8.2) A massa da Terra é 81 vezes a massa da Lua (M; = 81 M;) e o raio da Terra é 3,7 vezes o raio da Lua
(Rr = 3,7 R;). Uma bolinha de massa m é solta a partir do repouso de uma pequena altura h da superficie da
Terra. Imediatamente antes de tocar o solo, a velocidade dessa bolinha é Vr. Essa mesma bolinha é solta a
partir do repouso da mesma altura h da superficie da Lua. Imediatamente antes de tocar o solo, a velocidade
dessa bolinha é V.. O fato da altura h ser pequena permite considerar que a aceleracdo da gravidade é
constante durante a queda da bolinha e desprezar o arraste com o ar aqui na Terra. Calcule o valor numérico

para a razdo Vy/V..
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Dados: MT =81 ML e RT = 3,7 RL .
Desprezando O arraste com o ar aqui na Terra, pOdemOS apelar para a Conservagﬁo da energia

mecanica na queda da bolinha:
K + Ug=constante

No contexto em que desprezamos a variacao da aceleragdo da gravidade g com a altura, podemos

considerar que U; = m g h. Portanto, para a queda aqui na Terra, da conservagdo da energia mecanica,

obtemos:
1 2
0O+mgrh= EmVT

sendo gr a aceleragdo da gravidade na vizinhanga da superficie da Terra. Concluimos que

VT=1/ZgTh

Analogamente, para a queda na Lua (onde ndo precisamos desprezar o arraste do ar porque ndo ha

atmosfera):
1
O+mg,h= EmVL

sendo g; a aceleragdo da gravidade na vizinhanga da superficie da Lua. Segue que:
VL = 4/ 2 gL h

Portanto:
Ve _ o
Vi gL

Sabendo que a aceleracdo da gravidade na superficie de um corpo esférico de massa M e raio R é:

M
g(M,R) = Gﬁ

Obtemos:
My M,
dr = G R% e gL = GR_f
Portanto:
V. gL Ry |[M;, 3,7R; M; 3,7

Note que a razdo entre as acelera¢Oes da gravidade na Lua e na Terra é:

IT ~ (2,4)? = 5,76
gL
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ER 8.3) Um projétil de massa m é lancado da superficie de um planeta de massa M e raio R com velocidade de
modulo V, na direcdo radial (direcdo vertical local). Calcule a altura maxima, em relacdo a superficie do

planeta, que o projétil atinge. Considere que o planeta ndo possui atmosfera.
Dados: m, M, R, Vg .

Ndo havendo atrito com o ar, podemos apelar para a conservagao da energia mecéanica na queda do
projétil (queda livre):

K+ Ug= constante

Mais especificamente:

1 Mm
EmV2 — G == constante

Comparando entdo a posicdo de partida, onder = Re V =V, , com a posicdo de altura maxima, onde

r=R+ hyax eV =0, segue que:

1 ) Mm Mm
Mo — G =06 e
Portanto:
V¢ —26—=-2G M
R R+ hyax
Simplificando:
1 1
R+hysx R 2MG
Concluindo:
hyax = ;2 —R
1 Vo
R 2MG

Definindo 13,4x como sendo o raio maximo do projétil em relagdo ao centro do planeta (hyax =
Tyax — R) obtemos:

1 2MG

TmMax = 2 = 12 2
W Vise — Vs

1
R™2MG

fz MG . . :
sendo Vgg. = — @ velocidade de escape da massa M a partir do raio R.

O resultado original para hy4x nos permite calcular a velocidade de escape a partir da superficie do

planeta de massa M. Fazendo hy;4x — o obtemos:

1 R 1 1 4 0oy =V 2MG
— 20> —— > 0 > — — - U= = = |/
1 V2 1 V2 R 2MG 0 TESC R
R 2MG R~ 2MG
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ER 8.4) Observa-se um cometa de massa m passando na vizinhanc¢a do Sol. Medig¢des precisas indicaram que

no instante em que o cometa estava a uma distancia R do centro do Sol, sua velocidade (em relagdo ao Sol)

, ’GM
era, em moédulo, V = 3 RS, sendo M a massa do Sol.

G Mg
3R

Dados: R, Mg eV =

a) Mostre que esse cometa ndo estd em uma drbita circular em torno do Sol.

Se a ¢drbita do cometa fosse circular, teria que valer em qualquer instante a relagdo entre os

parametros orbitais que deduzimos no texto para drbitas circulares, qual seja:

Os dados experimentais indicam que vale, no momento da observacao:

Mg
V2=G—
3R

Segue que a 6rbita do cometa ndo é circular. Ela é, portanto, eliptica.

b) Mostre que a energia mecanica desse cometa é negativa (assim sendo, o cometa nunca vai escapar da

atragdo gravitacional do Sol).

A energia mecanica do cometa é:

1 2 Msm
E=K+Ug=5mV -G R
Portanto:
1 M Mg m 5 M¢m
E== (G—)—G = —=G
2™\"3R R 6 R

Note que energias mecanicas negativas correspondem a velocidades menores que a velocidade de escape.

De fato, a velocidade de escape da gravidade do Sol a partir de uma posicao distanciada R do centro do Sol é:

2G Mg
Vesc = R

Portanto, a energia mecanica de um corpo de massa m, velocidade V e distancia R do centro da esfera

de massa Ms pode ser escrita como:

1 Mcm 1
E=K+Ug=§mV2—G 2 =§m(VZ—VEZSC)
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Da expressdo acima vemos que se E < 0, entdo VV < Vgg., de onde concluimos que esse corpo esta
em uma Orbita eliptica (ou circular, como caso particular). Analogamente, um corpo com E = 0 (V = V)

tem 6rbita parabdlica e finalmente E > 0 (V' > Vi) corresponde a uma drbita hiperbdlica.

c) Calcule a forga, em maodulo, que o Sol faz no cometa no instante em que a velocidade do cometa atinge o

2G Mg
3R

valor Vy =

Essa forga vai ser dada pela lei da gravidade de Newton:

Msm
R%

F=aG

sendo Ry a distancia do cometa ao centro do Sol no instante em que sua velocidade é Vy. Ndo conhecemos o
valor de Ry , mas podemos apelar para a conservag¢do da energia mecanica do cometa para relacionar Ry com

R . Igualando as energias mecanicas do cometa na posi¢do R e na posi¢cao Ry obtemos a equagdo:

1 ) Mm 1 ) Mm
EmV —GT=§mVX -G E
Substituindo V? = GgﬁR e V= 623—1: obtemos:
G£—26%= Gﬂ—ZG K
3R R 3 Ry Ry
Ou seja:
S1_ 41
3R 3Ry
Concluindo:
1 51
Ry
Portanto:
Pt g (31) < Beln
R} 4R 16 R?

ER 8.5) Uma nave espacial esta inicialmente em uma érbita circular a uma altura h, da superficie da Terra.
Liga-se um foguete acoplado a essa nave para leva-la a uma outra érbita circular, de altura maior hj. Calcule o

trabalho que esse foguete deve realizar para produzir essa mudanca de 6rbita.
Dados: G, M (massa da Terra), R (raio da Terra), m (massa da nave), hy e hg.

O foguete deve realizar um trabalho igual a variacdo na energia mecéanica da nave nessa mudanca de

Orbita. A energia mecanica da nave é dada por:
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1 Mm
E=-mV?—-G——
2 r

com r = R + h. Note que o enunciado do problema se refere apenas a variagdo na altura da nave, mas sua
velocidade também varia nessa mudanca de érbita. De fato, para uma drbita circular de raio r em torno da

Terra sabemos que vale o vinculo entre Ver:

M
V2 =G6—
r

Portanto, a energia mecanica em uma drbita circular é dada por:

1<M) GMm_le
r 2 r

O trabalho W do foguete serd entdo:

Mm _( 1 Mm)_GMm{ 1 1 }

1
W = E(hg) —E(hy) = —=G -=G = -
(hr) = E(ho) 2 R+h 2 R+hy R+hg

2 R+ hg

Note que W é positivo, pois estamos supondo que hp > h, . Gasta-se energia para realizar essa

mudanca de 6rbita.

ER 8.6) Uma nave espacial estd em uma drbita circular a uma altura h da superficie do Sol. Calcule o valor
numeérico da razdo V/Ves entre a velocidade orbital (V) da nave e a velocidade de escape (Vesc) que essa nave
deveria ter para escapar da atracdo gravitacional do Sol, a partir de sua érbita de altura h.

Para uma drbita circular de raio r em torno de M a velocidade orbital V deve ser tal que:

M
VZ=G6—
r

Por outro lado, a velocidade de escape da gravidade de M a partir de uma distancia (raio) r é:

2G6M
r

Vese =

Portanto, qualquer que seja a altura h definida no enunciado, a razdo entre as velocidades é:

Vo GM ro 1
Vesc A T \lsz_ﬁ

ER 8.7) Dois asterdides (A e B) em drbitas circulares em torno do Sol possuem energias mecanicas iguais, mas a

velocidade orbital do asterdide A é o dobro da velocidade orbital do asterdide B. Calcule a razdo m,/mg entre

as massas dos asterdides.

A energia mecanica de qualquer um dos asterdides é:
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1 Mm
E=-mV?—-G——
2 r

sendo M a massa do Sol. A energia depende da velocidade e do raio da drbita r. Podemos expressar essa

energia em termos apenas da velocidade utilizando a relagdo entre V e r para uma érbita circular:
Ficamos com:

Igualando entdo as energias dos dois asterdides obtemos:

1
—mgV2

E, =Ep > —-m,V? =3

2

Portanto:

m, (VB)Z
mpg B Va

Conforme o enunciado, V, = 2 V. Concluimos entdo que:

m_(V_Bf_

1
my  \2Vg/) 4

ER 8.8) Um asterdide gira em torno do Sol em uma érbita eliptica cujo semi-eixo maior é quatro vezes maior
gue o semi-eixo maior da érbita da Terra. Calcule o valor numérico do periodo orbital do asterdide, em anos.
A lei dos periodos de Kepler diz que para todos os corpos que orbitam o Sol:
T? = ka3
sendo k uma constante (que depende da massa do Sol). Portanto, para a Terra vale:

2 _ 3
T =kar
Analogamente, para o asterdide vale:
2 _ 3
Ty =kay

Dividindo uma equacgado pela outra obtemos:

T,\? as\3 a,\3/?
) =) =m=) ™
Ty ar ar

Portanto, sendo Tr = 1 ano e a4 = 4 a;, obtemos:

4ar

T, = (a_r)3/2 1 =T, =8anos

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 8



462

ER 8.9) Dois asterdides pequenos (de massas M, e Mg) estdo se atraindo mutuamente no espacgo vazio.
Inicialmente (t=0) os asterdides estdo em repouso e separados entre si por uma distancia L. Eles sdo entdo
soltos e passam a se aproximar devido a atragdo gravitacional entre eles. Calcule os médulos das velocidades

dos asterdides, V4 e Vg, quando a distancia entre eles for apenas L/ 2.
Dados: My, Mg, G e L.

Vamos tratar os asterdides como particulas. A idéia é que os asteréides vdo se atrair mutuamente com

a forga da gravidade de magnitude dada por:
M, Mp

FIO =6 oy

sendo r(t) a distancia entre os asterdides no instante t. A forga entre os asterdides vai ficando mais intensa, a
medida que eles se aproximam um do outro. Suas acelera¢des sdo, portanto, funcdes do tempo, assim como
suas velocidades. Este é um problema tipico em que a abordagem do ponto de vista dos conceitos de energia
é mais simples do que a abordagem pelas forgas, aceleracOes e trajetérias. De fato, ndo havendo forgas

externas no sistema de dois asterdides, sua energia mecanica se conserva, ou seja:

MyMpg 1 2 1 2 Mm
= EMAVA +§MBVB — Gm

E(ANTES) — E(DEPOIS) =>0+4+0-G

Portanto, as velocidades dos asterdides distanciados por L/ 2 se relacionam por:

MyMp
L

MVZ + MgV2 =G

A auséncia de forgas externas no sistema de dois asterdides garante também a conservacdo do

N
momento linear P do sistema. Os momentos lineares dos dois asterdides estdo ao longo do eixo que passa por

eles, que chamaremos de x, apontando do asterdide A para o asterdide B. A conservagdo de P, leva a:

M
pANTES) = pPEPOIS) 5 0 4 0 = My V) — Mg Vg = Vp = o Va
B
Substituindo esse resultado na equacdo da energia obtemos:
My \* MMy Mg G G/L
M VE+M (—V) =G >Vy= |—F—=Mz [———
AVA BMBA A 1+%L B MA+MB
M
B
Analogamente:
M, G G/L
Vg = |——=My |———
B 1ML A My + My
M
A
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ER 8.10) Considere um planeta em uma drbita eliptica. No periélio (o ponto da érbita mais préximo do Sol) a
distancia entre o planeta e o Sol é igual a rp; no afélio (o ponto da drbita mais afastado do Sol) essa distancia é
igual a ra. Levando em conta o grafico abaixo, que mostra a distancia do planeta ao Sol, r(t), em funcdo do
tempo t, em um periodo orbital T do planeta, esboce nos sistemas de eixos abaixo as curvas do mddulo da
aceleracdo a(t), da energia potencial gravitacional U(t) e da energia cinética K(t) do planeta, em func¢do do
tempo t. Ao lado de cada gréfico escreva as leis (equagdes) que justificam sucintamente seu raciocinio.

r(t) 4

a4

v

O grafico de r(t) mostra que a distancia do planeta ao Sol oscila periodicamente com o tempo. Em t=0
o planeta estava em sua distancia minima r, em relacdo ao Sol. Com o passar do tempo ele foi se afastando do
Sol, até atingir uma distdncia maxima r, e retornar, se aproximando novamente do Sol e assim

sucessivamente.

Na proxima pagina repetimos esse grafico do raio e esbogamos os graficos das outras grandezas

orbitais em funcdo do tempo.

Resumindo, enquanto o planeta oscila, se aproximando e se afastando do Sol, a magnitude de sua
aceleragdo oscila também. Quanto mais préoximo do Sol, maior a aceleragdo do planeta. As energias potencial
gravitacional e cinética também oscilam. Quando o planeta se aproxima do Sol sua energia cinética aumenta,

enquanto que sua energia potencial diminui. A energia mecanica, por sua vez, se mantém constante.
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a(t) 4

U(t) A

K(t) 4

ER 8.11) A figura ao lado ilustra a érbita eliptica do cometa Halley. A 6rbita

possui excentricidade € e semi-eixo maior a.

Dados: € e a.

A forga que o Sol faz no planeta, que é, por hipdtese
a forcga resultante no planeta, é dada por:

Msm
(r(©)?

sendo Mg a massa do Sol e m a massa do planeta.

Fit) =G

De acordo com a segunda lei de Newton:
F(t) =ma(t)

Portanto, esbocamos a(t) tendo em vista a relagdo:

1
o0 = Gy

A energia potencial gravitacional do planeta é:

Msm
r(t)

Portanto, esbogamos U(t) tendo em vista a relagdo:

Ut) =-G

1

A energia mecanica do planeta é constante, o que
leva a relagdo:

K(t) + U(t) = constante =C

Portanto, esbogamos K(t) tendo em vista a relagdo:

1
K(t) x %4— c

Vale lembrar também que K (t) é sempre positiva.

1
—ca—»

a) Calcule as distancias r4 e rp do cometa ao Sol no afélio (ponto da érbita mais

afastado do Sol) e no periélio (ponto da drbita mais préximo do Sol).
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Da figura ao lado vemos que:
m=a+ca=0+¢)a

rp=a—ca=0-¢&a

s L . <4+“— a —» .

Note que para € = 0, obtemos 14 = rp = a, valido para uma orbita circular N y
: ‘ Y
de raio a. Tp ™

b) Usando a conservacdo do momento angular, calcule a razdo Vp/ V, entre

os médulos das velocidades do cometa no periélio (Vp) e no afélio (Va).

Considere um eixo z saindo ortogonalmente da pagina,

1
N . —Ega—»
passando pelo Sol. Como nao ha torques no cometa ao longo desse eixo, oo
N
. . ~ . 4
jd que a forca da gravidade no cometa ndo possui brago de alavanca, L A
concluimos que ha conservagdo do momento angular L, do cometa,
conforme ja discutimos no contexto da lei das areas de Kepler. Portanto: p a —»

L(ZA) _ L(Zp)
Sendo m a massa do cometa, obtemos, de acordo com a figura ao lado:

murVy=mrpVp
Portanto:

Vp 1y 1+e
Vi 1, 1-—c¢

Note que para € = 0, obtemos V, = Vp, valido para uma 6rbita circular (MCU).

c) Sendo G a constante de gravitacdo universal e M a massa do Sol, use a conservacdo da energia mecanica

para calcular o médulo V, da velocidade do cometa no periélio em termos de €, a, G e M.

A conservagdo da energia mecanica leva a:

1 ) Mm 1 ) Mm
EA=EP ﬁszA _G rA =§mVP _G rP

Podemos eliminar V, através da relagdo obtida em (b):

Tp
V,=—1Y,
A ™ P
Portanto:
T, 2 M
(—P VP> —26—=VE-2G6—
Ta Ta Tp
Segue que:
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Finalmente:
v ZGM(%—%) GM1+e
P 1_(1;_5)2 ] a 1-¢

A velocidade no afélio é dada por:

V_rp 1—¢ GMl-l-E GMl—e
A_rA Ve = 1+¢ a 1—6

Note que para € = 0, obtemos:

gue é o resultado vélido para uma érbita circular de raio a.

E interessante registrar aqui que notamos nessa questdo uma tendéncia em se utilizar a expressdo da

aceleragdo centripeta para calcular a velocidade Vp, através de:

Vi
QAcen (P ) = ;

Utilizando-se para a aceleragdo centripeta a expressao da aceleragdo da gravidade de M em 1p:

GM
P)=—-
acen() rP
Obteriamos:
Vz_GM_GM 1 SV = GM 1 S GM1+e
P_rp_al—e P=la 1-¢ a 1-¢€

Que, como podemos ver, é um resultado diferente do que obtivemos anteriormente. E um resultado errado. E

errado porque a expressdo correta para a aceleracdo centripeta em P é:

Sendo Rp o raio de curvatura da drbita, ou seja, da elipse, no ponto P (Rp é o raio do circulo osculante
a elipse em P). A fonte de erro aqui esta na ideia equivocada de que vale Rp = 1p. Mas note, essa mesma ideia

levaria a conclusdo de que no afélio vale Ry, = 1,4, ou seja, que Rp # Ry, 0 que seria um absurdo, dada a
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simetria da elipse. E claro que deve valer R, = R, pois a metade direita da elipse é exatamente igual & metade

esquerda. Resumindo, é verdade que:

V2 GM
acen(P) = é € ac‘en(P) = ?

Portanto, é verdade que:

JGMRy /G MR,
Tp T a(l—¢)

Vp = v acen(P) Rp =

O problema aqui é que ndo conhecemos o raio de curvatura Rp, que nos permitiria calcular Vp.

Entdo, podemos inverter a questdo e calcular Rp, utilizando o resultado correto para V/p. Segue que:

GM1+e +/GMR,

P~ g 1—-€¢ a(l—e)

Portanto:
Rp=(1+e)1—-6a=1-¢€%)a
Segue também que:
Ry=Rp=(1-¢%a
ER 8.12) Um projétil de massa m é lancado da superficie de um planeta de massa M e raio R com velocidade
de médulo Vo em uma direcdo que faz um angulo 6 com a horizontal. Calcule o raio maximo, em relagdo ao

centro do planeta, que o projétil atinge. Considere que o planeta ndo possui atmosfera.
Dados: M, R, V, e 6.
Esse exercicio é parecido com o 8.3, mas |& consideramos apenas o caso particular 6 = 90°

(lancamento vertical).

Ndo havendo atrito com o ar, podemos apelar para a conservagao da energia mecéanica na queda do
projétil (queda livre):

K+ Ug= constante

Comparando entdo a posi¢do de partida, onder = Re V =V, , com a posi¢do de altura maxima, onde
r =Tyax €V =V (note que agora ndo podemos admitir que Vr = 0, como fizemos no exercicio 8.3, pois la o

lancamento era vertical e aqui ele é obliquo) , segue que:

1 V2 GMm_l /2 GMm
2™ R 2™ T
Portanto:
) 2GM ) 2GM
Vy ———= Vf —
R Tmax
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Ja introduzindo a velocidade de escape da superficie do planeta:

2GM

V, =
ESC R

Obtemos:
2GM

Tmax

VE — Vise = VF —

Ha duas incdgnitas nessa equagdo: Vr e 1y 4. Para obtermos mais uma equagdo podemos apelar para
a conservacao do momento angular do projétil, ao longo de um eixo (z) que passa pelo centro do planeta e é

ortogonal ao plano da érbita do projétil. Obtemos:
Lo = Lzr > mV,R cos(8) = m Vg 1y cos(90°)

Note que na altura maxima o projétil possui velocidade com componente /
radial nula, pois ele parou de se afastar de M e, portanto, a velocidade nesse
instante é ortogonal ao raio (trata-se do apoastro do projétil = ponto de
afastamento maximo de um astro, analogo ao afélio para um planeta orbitando o
Sol). Essa idéia esta ilustrada na figura ao lado. A curva vermelha é a drbita eliptica que o projétil vai percorrer,
sendo que a porcdo de elipse que estd dentro do planeta (representado pelo circulo verde) deve ser
desconsiderada. O projétil vai percorrer um arco de elipse até cair de volta na superficie do planeta. As setas
representam os vetores velocidade 170 e V}. Na expressao acima usamos que a componente tangencial do
momento linear inicial do projétil € m V, cos(8) (com brago de alavanca R) e que a componente tangencial do

momento linear final do projétil € m V¢ (com brago de alavanca ry).

Obtemos entao que:

VoR cos(@
. _ VoR cos()

f
TmAx

Substituindo na equacgdo da energia obtemos uma equagdo quadratica para 1 4x:
(Visc = VAITZEax — 2GM 1yyax + VER?*cos?(0) = 0

cuja solugdo (maior) é:

GM 4 1
TmMax =
VEZSC - Vo2 ngsc - Vo2

J (GM)2 — (Vi — VEVER? cos2(8)

Estamos admitindo nessa equagdo que Vy < Vggc, pois sé nesse caso faz sentido em se falar em altura

ou raio maximo finito (note que se Vo = Vigge = Tyax = ©).

Para 6 = 90° recuperamos o caso do langamento vertical:
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26 M
T, =
Max VEZSC - Voz

A equacgdo quadratica acima para 1y 4x tem duas solugbes, sendo que 1y 4x € @ maior delas. A outra

solugdo (a menor):

GM 1
= - GM)? — (VZsc — VEIVER? cos?(6
™IN ngsc — VOZ VEZSC — Voz J( ) ( ESC 0) 0 cos?(6)

corresponde a posicdo mais préxima do projétil em relagdo ao centro do planeta, ou seja, ao periastro do
projétil (ponto de aproximagao maxima de um astro, andlogo ao periélio para um planeta orbitando o Sol).
Nesse instante também ocorre a condicdo de que a velocidade do projétil é ortogonal ao raio do projétil ao

centro do planeta, que foi nossa hipotese nos calculos acima.
8.8 Exercicios propostos

EP 8.1) Supondo que a Terra seja uma esfera macica de densidade uniforme, raio Ry e massa My, calcule a

aceleragdo da gravidade no fundo de um buraco de profundidade P.

EP 8.2) A ¢rbita da Terra é caracterizada por semi-eixo maior ar e periodo orbital Tr. A 6rbita da Lua é
caracterizada por semi-eixo maior a; = 0,0026 a e periodo orbital T, = 0,075 T. Com base apenas nessas

informacdes, calcule a razdo Ms/M; entre a massa do Sol e a massa da Terra.

EP 8.3) Sendo My (M,) a massa da Terra (da Lua) e D a distancia entre a Terra e a Lua (centro a centro), calcule
a distancia que uma particula de massa m deve ficar do centro da Terra para permanecer em equilibrio

estatico sob efeito simultaneo da gravidade da Terra e da Lua (supostos estaticos).

EP 8.4) Um cometa possui uma Orbita eliptica em torno do Sol de tal forma que sua distancia ao Sol no afélio
d, e sua distancia ao Sol no periélio dp obedecem a relacdo: da/dp = @, sendo a uma constante maior que 1. a)
Calcule a excentricidade da 6rbita do cometa. b) Calcule a razdo Ka/Kp entre as energias cinéticas do cometa no

afélio e no periélio.

EP 8.5) Um asterdide pequeno se aproxima do Sol (massa Ms) vindo de

uma distancia infinita com velocidade de mddulo Vg, conforme a figura Vs
ao lado. A distancia inicial b é o “brago de alavanca” do momento linear b{
Sol
e s . A . o
inicial do asterdide (conhecido como parametro de impacto). Calculea = A------ommmm oo o

distancia minima r que o asterdide vai se aproximar do Sol (raio do periélio), antes de escapar.

EP 8.6) Um satélite de massa m deve mudar de uma drbita circular de raio R para uma outra érbita circular de
raio R+A em torno da Terra (de massa My). Calcule o trabalho minimo necessario para essa mudancga de érbita.

Considere A<<R.
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EP 8.7) Um satélite de massa m deve mudar de uma érbita circular de velocidade orbital V para uma outra
Orbita circular de velocidade V+A em torno da Terra (de massa My). Calcule o trabalho minimo necessario para

essa mudanca de drbita. Considere A<<V.

EP 8.8) O Doutor Manhattan, da série de quadrinhos/filme Watchmen, demonstrando poder sobrenatural,
afirmou ter caminhado na superficie do Sol. a) Sendo a massa do Sol igual a 330.000 vezes a massa da Terra e
o raio do Sol 109 vezes o raio da Terra, calcule a aceleragdao da gravidade que o Dr. Manhattan enfrentou. b) Se
a massa do Dr. Manhattan é 100 kg, calcule a “massa aparente” dele no Sol (13 ele se sente como se tivesse

essa massa aparente, mas, obviamente, a massa dele ndo mudou).

EP 8.9) Suponha que um buraco negro seja um objeto esférico que tem velocidade de escape de sua superficie
igual a velocidade da luz ¢ = 300.000 km/s. a) Sendo a massa do Sol Ms = 2 x 103° kg e o raio do Sol
Rg = 696.000 km, calcule a razdo Rgy/Rs, sendo Ry 0 raio que o Sol deveria ter para ser um buraco negro

por esse critério. b) Calcule a aceleragdo da gravidade na superficie desse buraco negro.

EP 8.10) Suponha que aqui na Terra vocé consiga dar um salto de altura H (sendo H pequeno, vocé nao precisa
considerar a variacdo de g durante esse salto, nem o arraste do ar). Calcule o raio que a Terra deveria ter para,
com esse mesmo salto, vocé conseguir escapar da gravidade da Terra (desprezando a atmosfera). Sua resposta

vai ficar expressa em termos do raio atual da Terra (Ry) e de H.

8.9 Respostas dos exercicios propostos

EP 8.1) GR”;T (1 - RiT)

EP 8.2) (%)2 (%)3 =~ 320.000

EP8.3) D/(1 + Z—i) = (9/10)D

EP8.4)a)(a—1)/(a+1) b)l/a?

EP8.5)r=Va?+b2—a com a= G Mg/V¢

GMm A

2 R?

EP 8.6)
EP8.7)-mV A

EP 8.8) a) =272 m/s> b) =2.778 kg
EP8.9)a) 4,3 x 107°b) 1,5 X 103 m/s’

EP 8.10) RZ2/H
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9

Oscilagoes

9.1 Introducgao

Nesse ultimo capitulo estudaremos sistemas simples que apresentam movimentos oscilatérios
repetitivos ou periddicos. Trata-se de um movimento bastante comum, que pode ser observado facilmente em
muitos corpos que possuem elasticidade. Ao serem tensionados, esses corpos oscilam para ca e para I3, até
voltarem ao repouso. Por exemplo, se arquearmos um pouco uma régua e soltarmos, vamos vé-la vibrar por
alguns instantes. O mesmo acontece com uma corda de violdo dedilhada ou com uma ponte ou um prédio,
gue podem ser tensionados pela acdo de uma ventania. Dificilmente vamos enxergar as vibragbes de um
prédio ou de uma ponte, mas podemos ter certeza de que elas estdo |a. Um exemplo simples de sistema
mecanico com elasticidade é o bloco-mola, que consiste em um bloco atado a extremidade livre de uma mola.
ApOds receber um peteleco, o bloco passa a oscilar, enquanto a mola se dilata, relaxa, se comprime, relaxa, e
assim por diante. O sistema bloco-mola serd nosso protétipo de um sistema mecanico oscilatério simples.
Essas oscilacbes no sistema bloco-mola sdo chamadas de naturais, ou livres, porque acontecem
espontaneamente no sistema, apds ele receber um impulso inicial. Em contraste, as oscilagdes forcadas, que
nao discutiremos em detalhes aqui, ocorrem em um sistema submetido a um estimulo peridédico externo. Por
exemplo, quando uma pessoa balanca uma crianga em um balan¢o pendurado em uma darvore, empurrando
ela periodicamente, as oscilagGes (pendulares) da criancga sdo oscilagdes forcadas (forcadas pela pessoa, que é
um agente externo nesse caso). Se a crianga for deixada balancando sozinha, as oscilagbes serdo naturais (ou

livres), amortecidas pelo arraste com o ar.

Um outro exemplo de oscilacdo forcada é a que é produzida por um forno de microondas, com o
objetivo de aquecer os alimentos. Basicamente, dentro do forno de microondas existe uma forga oscilatdria
(um campo elétrico oscilatério) que forga oscilagdes das moléculas de agua que existem dentro dos alimentos

(pois essas moléculas possuem polaridade elétrica). As moléculas de dgua transmitem essa vibragdo/agitacédo
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para o restante do alimento, aumentando sua energia (cinética) interna e,
concomitantemente, aumentando sua temperatura. Trata-se de um sistema
em que existe um acoplamento entre oscilagbes eletromagnéticas e
oscilagGes mecanicas, como as que vamos estudar aqui. Muitos fenébmenos
térmicos podem ser entendidos se pensamos a matéria como um
aglomerado de blocos/massas (representando os atomos) e molas
(representando as ligagdes quimicas). A Figura 9.1 ao lado ilustra essa
ideia/modelo, representando um pedaco de matéria por esferas (atomos)
ligadas por molas. Nesse sentido, aquecer a matéria é colocar essas esferas
para vibrar mais vigorosamente. O aumento na amplitude das vibracdes vai

implicar em uma expansao térmica do material (oscilacdes anarmodnicas).

Las
e

Figura 9.1: Um modelo eldstico
para a matéria: esferas (dtomos)
ligadas por molas (ligacGes

quimicas).

A presenca de elasticidade ndo é condicdo para a existéncia do movimento periddico. Um péndulo, por

exemplo, oscila para la e para cd, sem que essas oscilagdes estejam relacionadas com alguma elasticidade no

sistema. A condicdo para que um sistema mecanico apresente movimento oscilatério é que ele possua uma

posicdo/configuracdo de equilibrio estavel. Podemos definir o equilibrio estavel através de um exemplo

simples. Considere uma bolinha em repouso no fundo de um buraco no
chdo, como ilustrado na Figura 9.2. Essa posicdo é de equilibrio para a
bolinha porque o peso (seta verde) e a normal (seta azul) estdo se
cancelando mutuamente. A posicdo de equilibrio é estavel? Para
responder a essa pergunta precisamos imaginar a bolinha recebendo
pequenos petelecos (perturbagdes), que expulsam ela momentaneamente
da posicdo de equilibrio no fundo do buraco. Logo apdés um peteleco, a
bolinha vai subir um pouco na parede do buraco e vai atuar nela uma forca

resultante apontando na direcdo do fundo do buraco, fazendo com que ela

Figura 9.2: Uma bolinha em um
buraco no chdo: exemplo de

equilibrio estavel.

retorne a posicdo de equilibrio. A bolinha vai retornar e passar pela posi¢do de equilibrio, subindo para o outro

lado, e caindo de volta, ou seja, apds o peteleco ela vai passar a oscilar
eternamente em torno da posi¢do de equilibrio no fundo do buraco. Se
houver algum atrito na bolinha, por menor que ele seja, apds um tempo a
bolinha vai atingir novamente o repouso no fundo do buraco. Essa posicdo
de equilibrio é estavel. Ela é estavel porque é circundada por uma forga
resultante restauradora em sua vizinhanga, uma for¢ca que aponta sempre
para essa posi¢do de equilibrio, onde quer que a bolinha esteja, tornando-a
um ponto atrator da bolinha, ou da drbita da bolinha. Apenas para

comparacdo, considere uma bolinha em repouso no alto de um pequeno
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monte de terra, como ilustrado na Figura 9.3. Novamente, essa posicdo é de equilibrio para a bolinha porque
nela o peso e a normal estdo se cancelando mutuamente. A posi¢cdo de equilibrio é estavel? Imaginamos a
bolinha recebendo pequenos petelecos, que expulsam ela momentaneamente da posicdo de equilibrio no alto
do morro. Logo apds um peteleco, a bolinha vai descer acelerando e se afastando do alto do morro, porque
atua nela uma forga resultante apontando na dire¢ao oposta a do alto do morro. A bolinha ndo vai retornar
espontaneamente para a posic¢do inicial. Essa posicdo de equilibrio no alto

do morro é instdvel. Ela é instavel porque é circundada por uma forga

repulsora em sua vizinhanga, uma for¢ca que aponta para longe dessa
posicdo de equlibrio, onde quer que a bolinha esteja, tornando-a um

ponto repulsor da bolinha, ou da érbita da bolinha. Finalmente, podemos Figura 9.4: Uma bolinha em um

. . . L. piso horizontal: exemplo de
considerar um bolinha em repouso apoiada em uma superficie plana,

. . . equilibrio indiferente.
como na Figura 9.4. Nesse caso, a bolinha ndo é nem atraida nem repelida
para a posicdo inicial, ou seja, o equilibrio é indiferente. Nao ha forca

resultante, nem atratora nem repulsora.

Concluindo: sé ha possibilidade de movimento periddico (oscilagdes) na vizinhanga de um

ponto/configuracdo de equilibrio estavel.

Considere entdao que adotemos um eixo x na horizontal com
origem na posicao de equilibrio estdvel da bolinha que esta no buraco. A
Figura 9.5 ilustra esse referencial. Apds receber um peteleco, a

coordenada x da bolinha vai oscilar, vai assumir valores positivos, passar T

pelo zero, assumir valores negativos e assim por diante. Na auséncia de 0 X
atritos, a bolinha oscilard eternamente. Um comportamento possivel e

Figura 9.5: Um referencial adequado

esperado para a funcdo horaria da posicdo x(t) da bolinha nesse o
para descrever as oscilagGes de uma

referencial seria como mostrado na Figura 9.6 que segue (x(t) versus o )
bolinha em um buraco.

tempo t), supondo que a bolinha recebe um peteleco inicial para a

direita (regido com x>0). Nessa figura estamos imaginando um buraco assimétrico, em que o lado direito (x>0)
fosse mais ingreme que o lado esquerdo (x<0). Como a bolinha sobe a mesma altura maxima dos dois lados
(dada a conservacdo da energia mecanica), ela se afastaria menos da origem ao longo de x no lado mais
ingreme. Dai a assimetria na funcdo x(t). Para um buraco simétrico, a funcdo x(t) seria simétrica como
mostrado na segunda curva na Figura 9.6. Vamos nos concentrar aqui em movimentos oscilatérios simétricos,
gue sdo os mais simples. Usamos as cores nesses graficos para evidenciar a periodicidade do movimento.

Inicialmente a bolinha faz o movimento de ida e volta, representado pela curva vermelha, e em seguida repete

esse movimento indefinidamente. Chamamos de ciclo um desses movimentos de ida e volta.
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|

Com base nesse grafico de x(t) versus t podemos X(t)

definir as caracteristicas basicas do movimento periddico, /\ /\
conforme ilustrado na Figura 9.7. 0
1. O movimento periddico é a repeticdo continua de
A

~+ VvV

A
um movimento bdsico, que chamamos de ciclo. Na figura 9.7 x(t)

o ciclo seria o movimento representado, por exemplo, pela

curva vermelha. A bolinha sai da origem com velocidade V>0, \/ \/ \/

se afasta para x>0, volta, passa pela origem com velocidade

~+V

V<0, vai para a regido com x<0, volta e passa pela origem Figura 9.6: Comportamentos

novamente com V>0. Completou-se entdo o primeiro ciclo. esperados para a posicdo x(t) da

- . . . bolinha no buraco em fung¢do do
Depois disso, a bolinha apenas repetird esse movimento, em

N . tempo t: buraco assimétrico e buraco
uma sucessao de ciclos.

simétrico.
2. Durante um ciclo a bolinha tem um afastamento

maximo da origem (que é a posicdo de equilibrio estavel no (1)
X

. . I o ¢j 0 ¢j 2 (j
nosso referencial), que chamamos de amplitude da oscilacédo, 1 C'CIO: ciclo ciclo
A |

representado pelo simbolo A. A unidade natural de A é o 0 >
| t
metro. E \/ \/

3. Um ciclo tem uma dura¢do, que chamamos de

T
periodo da oscilagdo, representado por T. A unidade natural

, , Figura 9.7: As principais caracteristicas
de periodo é o segundo.

de um movimento periddico: ciclo,

4. A repeticdo do movimento se caracteriza por uma amplitude e periodo.
freqliéncia f, que é a taxa de repetigdo de ciclos por unidade
de tempo, ou seja: f =(numero de ciclos em At)/At. Por exemplo, se um ciclo dura T=1s, entdo f = 1/1 sLA
unidade s é chamada de hertz e representada pelo simbolo Hz. Portanto, se T=1's, entdo f = 1 Hz (1 ciclo por

segundo). Em geral, para uma oscilagdo de periodo T, a quantidade de ciclos em At é At/T, ou seja:

At/)T 1
At T
Analogamente, se At = T, entdo, o numero de ciclos em At é igual a 1 (por defini¢do) e, portanto: f = 1/T.

Se T é dado em segundos (s), f é dado em hertz (Hz).

5. Ja antecipando que as oscilagdes mais simples serdo descritas por funcées seno e cosseno, que sao

funcbes naturais de angulos, podemos associar ao movimento oscilatério uma freqiiéncia angular w, que é a
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taxa de repeticdo de ciclos considerando que a cada ciclo corresponde a varredura de um angulo 2m rad, ou

seja: w = 2m(numero de ciclos em At)/At. Portanto:

w=2nf

A unidade natural de w é o rad/s.

Descrever um movimento oscilatdrio é basicamente calcular a equacdo horaria x(t) que vai fornecer a
amplitude, o periodo e as frequéncias f e w das oscilagdes de um sistema (note que T, f e w podem ser
obtidos um do outro, e por isso sé precisamos calcular/medir apenas um deles). E o que faremos em seguida

para alguns sistemas simples.
9.2 Oscilador bloco-mola (ou massa-mola)

Considere um sistema formado por um bloco de massa M

atado a extremidade livre de uma mola ideal (sem massa) de constante Mmm.
|
I

de mola k. A outra extremidade da mola esta fixa em uma parede. O

»
»

0 X
bloco desliza apoiado em uma superficie horizontal sem atrito. A

Figura 9.8 ilustra esse sistema. O bloco possui uma posicdo de Figura 9.8: Um oscilador bloco-

L .. - ) mola: um bloco apoiado em uma
equilibrio, que corresponde a situagcdo em que a mola esta relaxada.

superficie horizontal sem atrito e
Nesse caso, a mola ndo faz forca no bloco e o peso e a normal se .
atado a extremidade livre de uma

cancelam mutuamente (esse cancelamento vai acontecer em qualquer .
mola ideal.

posicdo do bloco). Se puxarmos o bloco um pouco para a direita, a

mola dilata e nasce uma forca de mola que puxa o bloco de volta para a esquerda. Se empurrarmos o bloco
um pouco para a esquerda, a mola comprime e nasce uma forca de mola que empurra o bloco de volta para a
direita. Vemos assim que a posicao central do bloco, com a mola relaxada, é uma posicdo de equilibrio estavel.

A forga resultante restauradora é a propria for¢ga de mola no bloco.

Para descrever o movimento do bloco, sujeito a essa forca restauradora, vamos adotar um eixo x como
mostrado na Figura 9.8, com origem x=0 na posicdo de equilibrio estavel do bloco. Esperamos entdo que, apds
receber um peteleco, a coordenada x(t) do bloco oscile em torno do valor x=0. Nosso objetivo é exatamente
encontrar a fungdo x(t) que é a equacgao hordria da trajetéria do bloco. Para isso vamos usar a segunda lei de

Newton e a lei de Hooke para as molas:

2

d
R,=Ma = —-kx(t)=M Wx(t)

Note que ha uma coincidéncia entre a variavel x que da a deformagdo da mola (em —k x(t)) e a

d? . = . - .
coordenada x do bloco (em Fx(t)). Se a mola esta deformada de x, entdo o bloco esta na posicdo x, pois o

bloco esta atado a extremidade livre da mola.
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Portanto, a fungdo x(t) é solugdo da seguinte equacdo diferencial:
d? k
—x(t) = —— x(t
T2 X0 = 1 x(©

Qual a fungdo real x(t) que satisfaz essa equagdo? A fungdo x(t) é tal que quando derivada duas

vezes resulta nela mesma, multiplicada pela constante negativa —-k/M. S6 hd duas fungbes reais (ndo
constantes) que satisfazem essa propriedade. Sdo as fungdes f;(t) = Bsen(a t) e f,(t) = C cos(B t) sendo

B, C, @ e 8 constantes. De fato:

2 2

d d
- — _2 e - — _p2
10 B sen(at) a“B sen(a t) 10 Ccos(Bt) B“C cos(B t)

Vemos entdo que f; e f, sdo solugBes da equacdo diferencial para x(t) somente se:

k

A solugdo geral para x(t) € uma combinagdo linear de f;(t) e f,(t):

k k
x(t) = B sen Mt + C cos Mt

com B e C constantes arbitrarias.

Podemos fazer uma mudanc¢a de varidveis e mostrar que x(t) pode ser escrita na forma mais

compacta e elegante:

k
t)=A — t
x(t) cos I +o

sendo A e @ novas constantes (no lugar de B e C). A mudanca de varidveis é simples e se baseia na identidade

trigonométrica cos(U + V) = cos(U) cos(V) — sen(U)sen(V). De fato:

k k k
x(t) = A cos i t+ ¢ | = [Acos(p)] cos i t | + [~A sen(¢p)]sen M t

Portanto, as duas formas para x(t) sdo iguais se B = —A sen(@) e C = A cos(p).

E facil notar que como a fungdo cosseno oscila dentro do intervalo [-1,1], a funcdo x(t) oscila dentro
do intervalo [—A, A] e, portanto, o deslocamento maximo do bloco é A. Logo, a constante A introduzida
acima é exatamente a amplitude do movimento do bloco: A = A. Levando isso em conta, a fungdo hordria

x(t) fica:
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k
t)=A — t
x(t) cos| |os + ¢

sendo A a amplitude do movimento e ¢ o chamado angulo de fase. Como veremos, essas duas constantes
serdo definidas pelas condi¢des iniciais do movimento oscilatério. Elas sdo as constantes que vao ajustar a

solugao geral do movimento do bloco a um movimento particular.
Qual o periodo das oscilagdes do bloco? Sabemos que a funcdo cosseno possui periodo 27, ou seja:
cos(60 +2m) =cos(B) V6
Quanto ao periodo T, é definido por:

x(t+T)=x() Vt

Portanto:

k k k k
x(t+T)= Acos M(t+T)+g0 = A cos \/;t+(p+\/;T = x(t) = A cos Mt+<p

k
= A cos Mt+<p+2n

O que leva finalmente a igualdade:

k
—T=2n>T-=

Segue também que:
w=2nf=—7= |=

Concluindo: um bloco de massa M atado a extremidade de uma mola ideal de constante k oscila em

uma superficie horizontal sem atrito de acordo com a equacao horaria:
x(t) = Acos(wt + @)
sendo A a amplitude do movimento, w = /k/M a frequéncia angular e ¢ o angulo de fase. As constantes A e

@, podem assumir valores arbitrérios, sendo A > 0, porque A é um deslocamento maximo, e ¢ € [0,2m), dada

a periodicidade da fungdo cosseno (ou ¢ € [—1t/2,t/2] ).

Os valores de A e ¢ estdo definidos pelas condig¢des iniciais do movimento do bloco: posicdo inicial x,
e velocidade inicial V. De fato:

Xo = x(t =0) = Acos(p)
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A velocidade do bloco é:
d
V() = ax(t) =—-Awsen(wt+ @)

Portanto, a condicdo inicial sobre a velocidade leva a:
Vo =V({t=0)=—Awsen(p)

Dessas duas equagdes que envolvem x, e V,; deduzimos que:

Vo

V 2
tan(e) =~ ; a= i+ ()

Por exemplo, considere que o bloco parta da posi¢cao x, = X > 0 do repouso, ou seja, V; = 0. Isso
ocorreria se puxassemos o bloco, dilatando a mola, até a posicdo X e em seguida soltdssemos o bloco do

repouso. Qual a equagdo hordria da posicdo desse bloco? Das equagdes acima obtemos imediatamente:
A= JXTT (0 =X
tan(p) =0= ¢ =0

Portanto, esse bloco oscila de acordo com:

x(t) = Xcos(wt) x(t) A

X ____________________
O grafico da func3o x(t) versus t é mostrado na Figura 9.9. \ /\ /\
Outro exemplo: considere que o bloco receba em \/ \/ t
_X ___________________

peteleco e parta da origem com velocidade inicial V < 0. Entdo:

xg=0 e Vo=V =—|V|. Isso ocorreria se déssemos um Figura 9.9: Comportamento da
peteleco no bloco langando ele no sentido de x < 0 (no sentido posicdo em fungdo do tempo t de um
da compressdo da mola), partindo da posicdo em que a mola esta bloco que partiu do repouso da
relaxada. Obtemos: posigdo X > 0.
M (v 1
A= Jor+ () ===
W ) W

Note que Vz? = |z|. Vale também:

V 4 T
(@) =-25"0 " *2 973
0

Portanto, esse bloco oscila de acordo com:

v T 1%
x(t) = —— cos (w t +—) =—sen(wt)
w 2 W

O grafico da func3o x(t) versus t é mostrado na Figura 9.10 que segue.
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Com esses exemplos procuramos enfatizar que os valores

especificos da amplitude A e do angulo de fase ¢ ndo sdo x1(]t)
caracteristicas intrinsecas de um oscilador bloco-mola de massa M~ ""/K ____________
e constante de mola k. Pelo contrario, um dado oscilador bloco- :t
mola pode oscilar com amplitude e angulo de fase arbitrarios, ZJ\,_/______\Z____V__
w

conforme a vontade de quem imprime nesse sistema a condigdo

inicial do movimento. Se deformamos mais a mola (aumentamos Figura 9.10: Comportamento da posicao

. . em fungdo do tempo t de um bloco que
X) ou aplicamos um peteleco mais forte no bloco (aumentamos ¢ P g

. o . estava na origem e recebeu um peteleco
V), a amplitude das oscilagdes subsequentes aumenta. A Unica

langando-o para o sentido de x<0. Note
limitagdo que impomos na amplitude das oscilagdes esta ligada a ) ]
que V é negativo.
validade da lei de Hooke. Sabemos que a lei de Hooke sé vale no
regime de pequenas deformacdes da mola. Assim sendo, esta
implicito aqui o pressuposto de que as condi¢cbes iniciais sejam tais que resultem em uma amplitude das

oscilacdes suficientemente pequena para ser compativel com a validade da lei de Hooke para a mola.

Quanto a frequéncia w das oscila¢Ges, dada por:

w=k/M

observamos um carater totalmente diferente daquele discutido para a amplitude A e o angulo de fase ¢.
Acabamos de descobrir que o movimento oscilatério do sistema bloco-mola é isdcrono (iso=mesmo, igual e
crono=tempo), ou seja, sua freqiéncia (e também o periodo) estd definida somente pelos pardametros
mecanicos do sistema: M e k. Podemos alterar de acordo com nossa vontade a amplitude A e o angulo de fase
¢ de um dado oscilador bloco-mola, através da condi¢ao que inicia o0 movimento, mas ndo podemos alterar a
frequéncia w. Essa frequéncia estd determinada no momento em que construimos o sistema, escolhendo um
bloco (M) e uma mola (k). Se quisermos que o oscilador oscile com freqliéncia diferente, teremos que trocar o
bloco, a mola, ou ambos. Esta é a propriedade marcante do movimento que estamos discutindo aqui e que
nos permite vislumbrar a fabricagdo de um relégio mecanico, ou seja, um dispositivo puramente mecanico

com um ritmo préprio de TIC-TAC, um ritmo robusto, insensivel aos fatores externos incontrolaveis.

Galileu Galilei foi quem primeiro descobriu a isocronia no movimento oscilatério, ndo de um sistema
bloco-mola, mas de um péndulo. Diz a lenda que Galileu estava na catedral de Pisa observando o movimento
oscilatério das luminarias penduradas no teto. As lumindrias eram basicamente um corpo pesado pendurado
em uma corda ou corrente, com a outra extremidade fixada no teto, que é o que chamamos de péndulo. As
luminarias eram iguais, mas uma oscilava com uma amplitude diferente da outra, ao acaso (cada lumindria
teve uma condicdo inicial diferente em seu movimento, provocada pelo vento ou algo similar). Galileu mediu

os periodos das lumindrias, usando sua pulsacdo cardiaca como reldgio, e conclui que todas as lumindrias

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 9



480

oscilavam com o mesmo periodo (dado que eram todas iguais). Dai a isocronia do péndulo (diferentes
amplitudes, mas mesmo periodo). Galileu teve entdo a idéia de projetar reldgios mecanicos baseados nas
oscilagdes do péndulo. Os reldgios de péndulo construidos na época proporcionaram um avango na precisao
da medida do tempo, gracas a isocronia. De fato, para que um relégio mecanico mantenha seu ritmo, e seu
sincronismo com outros reldgios similares, ele deve ter uma frequéncia de oscilagdes insensivel a pequenas
perturbacdes externas no movimento. Por exemplo, um pequeno atrito no movimento pode produzir um
decaimento na amplitude das oscilagdes. Sendo o movimento isdcrono, essa variagdo na amplitude ndo tera

nenhum efeito na frequéncia das oscila¢des, ja que ndo existe dependéncia de w em A.

Pensando no sistema bloco-mola como um oscilador que define o ritmo de um reldgio mecanico,
podemos imaginar uma maquina que requer que o oscilador oscile com periodo T igual a 1 segundo. A cada
segundo o bloco deve completar um ciclo, que se traduzirda em um TIC ou um TAC do ponteiro dos segundos
desse reldgio. Qual a mola e qual o bloco que podemos usar para construir esse oscilador? Sendo T =1 s,
segue que:

2m k
w = T = 21 =628 i =~ (6,28)% = 39,4851
Portanto, se comegarmos pela mola, que é o componente mais dificil de definir, podemos medir a constante k
e escolher um bloco de massa igual a k/39,48 . Por exemplo, se escolhemos k = 100 N/m, podemos construir
um bloco com M = 2,53 kg e dai obter um oscilador bloco-mola com T = 1 s. Qualquer que seja a condig¢do
inicial que imprimirmos nesse oscilador, ele oscilard com T = 1 s. Mesmo que a fonte de energia do reldgio
(que pode ser uma massa pendurada que vai caindo e liberando energia potencial gravitacional) va se

gastando e acabando, o ritmo do relégio ndo mudara. Dai sua precisdo.

Em um oscilador nao-isécrono o periodo e a frequéncia dependem da amplitude do movimento.
Quanto maior a amplitude, maior o periodo. O ritmo do TIC-TAC de um relégio construido com esse oscilador
ficaria cada vez mais rapido, a medida que sua amplitude de oscilagdo fosse diminuindo com o passar do

tempo. N3do seria um reldgio confiavel.

O movimento que acabamos de estudar, apresentado pelo oscilador bloco-mola, é chamado de
movimento harmonico simples (MHS) e ndo é exclusividade do oscilador bloco-mola. Qualquer sistema que
oscile por causa de uma forca restauradora proporcional ao deslocamento da posicao de equilibrio estavel,
como a lei de Hooke, serd capaz de se mover em MHS. A principal caracteristica do MHS é, como ja
mencionamos, a isocronia das oscilagGes, ou seja, a freqliéncia (ou o periodo) das oscilacGes é independente
das condigdes iniciais do movimento, ela depende apenas dos pardmetros mecanicos do sistema: massa e

constante de mola (no caso do oscilador bloco/mola).
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9.2.1 Energia no oscilador bloco-mola

No oscilador bloco-mola, enquanto o bloco oscila para |4 e para c3, ele ganha e perde energia cinética.
Ao mesmo tempo, enquanto a mola comprime, relaxa e dilata, ela ganha e perde energia potencial elastica.
Podemos enxergar entdo as oscilagdes nesse sistema como uma troca constante de energia, entre o bloco e a
mola. Quando a mola realiza trabalho no bloco (trabalho positivo da for¢ca de mola), ela perde energia elastica
e o bloco ganha energia cinética. No caso oposto, quando o bloco realiza trabalho na mola (trabalho negativo

da forga de mola), o bloco perde energia cinética e a mola ganha energia el3stica.
A energia cinética do bloco no instante t é:
1 2
K(t) = EmV(t)
A energia potencial eldstica armazenada na mola no instante t é:
1 2
Ug(t) = 5 kx(t)
Na auséncia de atrito ou outras forcas externas no sistema (além do peso e da normal que nao
realizam trabalho nesse caso), a energia mecanica é conservada, ou seja:
Kt)+Ug(t)=C

sendo C uma constante. C ¢é a energia total acumulada no sistema e é definida pela condicdo inicial das
oscilacdes, ja que, em t=0:

K(0) +Ug(0) =C
Por isso, vamos fazer C = E, sendo a energia mecanica constante que foi aramazenada no sistema no instante
(t=0) em que suas oscilagBes iniciaram.
Obtemos entdo a equacgao:

1 1
EmV(t)z + Ekx(t)z =E

Se derivarmos essa equag¢do no tempo, lembrando que a derivada da constante E é igual a zero e que

V(t) = dx(t)/dt , obtemos novamente a equagdo fornecida pela segunda lei de Newton:
d?
mmx(t) +kx(t)=0
que leva a solugdo ja conhecida x(t) = A cos(w t + ).
Para encontrar a relacdo da energia E no sistema com a amplitude A das oscila¢es, basta considerar

os instantes em que x(t) = A. Nesses instantes o bloco estd momentaneamente parado, ou seja, V(t) = 0 e,

portanto:
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0+1kAZ—E:,aE—1kA2
2 2
Vemos entdo que:

1 1 1
E= EkA2 = K(0) + Ug(0) = EmVO2 +§k x&

Portanto (lembrando que k/m = w?):
2

V.
A? = (—0> + x3
W
Que é uma relacdo que ja haviamos deduzido em outro contexto.

Nos instantes em que x(t) = 0 ocorre o contrdrio, ou seja, o bloco estd com velocidade maxima, em

modulo, e a mola esta relaxada. Se V4 € 0 médulo dessa velocidade maxima, obtemos:

1 2

Portanto:

1
EmV,E,AX =E = EkAZ SVyux =wA

Ja tivemos contato com essa relagdo, quando deduzimos que:

d
V(t) = Ex(t) =—wAsen(wt+ @)
De fato, como a fungdo seno oscila no intervalo [-1,1], a fungdo V(t) oscila no intervalo [—wA, wA ], ou seja,
wA é a amplitude da velocidade do bloco e, portanto, Vi 4x = w A.

Apenas para ilustrar os conceitos que discutimos aqui, considere um sistema bloco-mola em que o
bloco estava na origem (x, = 0) e recebeu um peteleco que resultou na velocidade inicial V; =V > 0 (o bloco

foi empurrado para a direita, no sentido da elongacdo da mola). Entdo:

2 1% 3n
A= 02+<Z) =V e tan(<p)—>—6—>—oo:><p:—
w

© 2

Portanto, o bloco oscila de acordo com:

1% 3n v
x(t) = — cos (a) t+ —) =—sen(wt)
w 2 W

A velocidade do bloco sera dada por:
d
V() = %x(t) =7V cos(wt)

A energia cinética do bloco variard de acordo com:
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1 1
K() = EmV(t)2 = Emvzcosz(a) t)

A energia potencial eldstica acumulada na mola sera:

2

Ug(t) = %kx(t)2 = %k (V) sen?(w t)

W
Como w? = k/m, obtemos:

1
Ug(t) = Emvzsen2 (wt)
Portanto, como nao poderia deixar de ser:
1 2 2 2 1 2
K@) + Ug(t) = EmV (cos?(w t) +sen?(w t)) = EmV =F
Essa equacdo mostra que o peteleco inicial introduz no sistema bloco/mola a energia mecéanica inicial

E = mV?/2 e que essa energia permanece constante ao longo do tempo: E = K(t) + Ug(t) Vt > 0.

Na figura 9.11 abaixo ilustramos os comportamentos dessas funcGes posicdo, velocidade e energias

cinética e potencial elastica ao longo do tempo t.

Figura 9.11: Esbogo dos comportamentos da
posicdo, da velocidade e das energias

cinética e potencial elastica em funcdo do

tempo t para o caso em que o bloco, que
estava na origem, recebeu um peteleco

langando-o para o sentido de x>0. Considere,

por exemplo, o instante t = T /4 (um quarto
do periodo). Nesse instante, o bloco esta
afastado o mdaximo da origem, com
velocidade instantdanea nula. A energia
cinética é nula e a energia potencial é
maxima, pois a mola esta dilatada o maximo.

Em outro instante, por exemplo, t =T, o

bloco estd passando pela origem, com
velocidade positiva de mddulo maximo. A
energia cinética é maxima e a energia

potencial é nula, pois a mola esta relaxada.
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9.3 O oscilador bloco-mola angular

O oscilador bloco-mola angular é uma versao rotatéria do
oscilador bloco-mola. A mola cilindrica helicoidal é substituida por
uma mola espiral e o bloco é substituido por um cilindro (ou disco)
que pode girar livremente em torno de um eixo fixo (eixo z para fora
da pagina). O sistema fica como ilustrado na figura 9.12. A casca o)
cilindrica e os quatro raios (em vermelho) formam um corpo rigido

(um volante) que pode girar livremente em torno do eixo fixo z.

Mas, ao girar, esse volante torce uma mola espiral. A mola espiral
deformada aplica um torque restaurador no volante e enfim, este

. . . .. . . Figura 9.12: Um oscilador bloco-mola
oscila girando alternadamente nos sentido horario e anti-horario. J

. , - . . , . rotatorio: mola espiral + volante.
Este oscilador é comumente utilizado para ditar o ritmo de reldgios

mecanicos.
Supondo a validade de uma lei de Hooke para a mola espiral, ou seja:
7,(0) =—k6

sendo 6 (em radianos) o angulo de giro do volante (positivo no sentido anti-horario), que coincide com a
deformag&o na mola, 7,(0) o torque restaurador que a mola espiral produz no volante e k a constante elastica
da mola (constante de torgdo). O sinal negativo indica que quando 8 > 0, o torque restaurador é negativo e
estd, portanto, para dentro da pagina (oposto ao eixo z). Quando 8 > 0, a mola forca o volante a voltar para a
posicdo de equilibrio 8 = 0. Da mesma forma, quando 8 < 0, o volante esta deslocado no sentido horario, o

torque é positivo (para fora da pagina) e forga o volante de volta para sua posicdo de equilibrio.

A equacdo de movimento para o volante pode ser obtida da segunda lei de Newton da rotacdo:

dZ
,0t) =—-kO@t)=Ta(t)=1 We(t)
sendo I o momento de inércia do volante em relagdo ao eixo z.

Portanto, obtemos:
2 k
W@(t) = —79(1,')
gue é uma equacdo de movimento tipica do movimento harmdnico simples. Ndo precisamos solucionar
novamente essa equacao, ja que isso ja foi feito para o sistema bloco-mola linear. Concluimos imediatamente

que:

0(t) = Acos(wt+ @)
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com:
w = k/I

e as constante A e ¢ definidas pelas condigdes iniciais. Note que nesse caso a amplitude A = © é dada em
radianos, para que 6 seja dado também em radianos: 0(t) =0 cos(wt + ¢). A velocidade angular

(oscilatéria) do volante é dada por:
d
Q@) = %G(t) =—-0wsen(wt+ @)
As condigdes iniciais 6 e {1y definem:

Qg 2

Se quisermos um oscilador bloco mola angular oscilando com periodo igual a 1 segundo, por exemplo,

devemos escolher uma mola e um volante tais que:

2T k
T=?=1=>w=w/k/l=2n56,28 =>TE39,4-8

A isocronia do MHS garante que qualquer que seja o peteleco
inicial nesse volante, ele oscilard com periodo igual a 1 segundo
(admitindo que seja um peteleco que mantém a mola dentro dos limites

de validade da lei de Hooke). A figura ao lado mostra o oscilador

bloco/mola angular de um relégio-despertador made in China.

9.4 O péndulo simples

Um péndulo consiste basicamente em um objeto de massa M
que pode oscilar em torno de um eixo fixo de apoio. Por exemplo, um
corpo atado a extremidade de uma corda, ou barbante, que tem a
outra extremidade fixa no teto. No péndulo simples o objeto é uma
particula de massa M e a corda possui massa desprezivel (e é

inextensivel). Iniciaremos desprezando qualquer atrito. Conforme

podemos ver na figura 9.13, a posicdo central mais baixa da particula,

para a qual a corda assume a diregdo vertical, € uma posicdo de

equilibrio estavel (se colocada em repouso ai, a particula permanece
Figura 9.13: Em um péndulo simples

em repouso). Para qualquer lado que a particula va, a resultante do . .
uma particula oscila em torno da

peso (seta azul) e da tensdo (seta verde) a empurra de volta para a - S .
posicdo central mais baixa, que é uma
posicdo de equilibrio estavel.
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posicdo central. A particula oscila percorrendo um arco de circulo, de

raio [, sendo [ o comprimento da corda.

Para descrever as oscilagbes da particula no péndulo simples
devemos escrever a equacdo de movimento da particula, dada pela
segunda lei de Newton. Para isso vamos utilizar o referencial mostrado
na figura 9.14. O eixo x é horizontal e o eixo y é vertical. A origem, como
de praxe, estd na posicdo de equilibrio estavel da particula. Vamos

utilizar o angulo 6 de inclinagdo da corda com a vertical para decompor a

tens3o 7. Note que a medida que a particula oscila, o 4ngulo 8 muda, ou

seja: 8 = 6(t). Obtemos:
Figura 9.14: referencial xy para

Ao longo de x:

descrever o movimento da particula
2

R,=—-tsen(@) =Ma, =M Wx(t) em um péndulo simples.

Ao longo de y:

dZ
Ry=tcos(@) —-Mg=Ma,=M Wy(t)
Portanto, explicitando o tempo, para deixar claro o que é constante e o que ndo é:
2

M %x(t) = —1(t) sen(6(t))

dZ
M —5y(® =1() cos(6(t) —M g

Note que podemos eliminar o angulo 6 se reconhecermos na figura 9.14 que:

x(t)
x(t) = lsen(6(t)) = sen(0(t)) = -

y() =1 [1 — cos(@(t))] = cos(A(t)) =1 —@

Portanto, as equacgdes para o péndulo ficam:

d_2 7(t)

M 10 x(t) = —Tx(t)

d2
M Sy = () (1 —@) My

As duas equacdes s3o acopladas através da funcdo 7(t), que é o mddulo da tensdo no barbante, e do

vinculo [x(t)/1]?> + [1 — y(£)/1]?> = 1. A tens3o t(t) é varidvel no tempo, pois ela é uma componente da
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forca centripeta na particula. Ela é maxima quando a particula estad passando pela posicdo mais baixa, com

velocidade méaxima, e minima quando a particula esta nos extremos do movimento, onde a velocidade é nula.

Note que a equacdo diferencial para x(t) até que lembra a equagdo tipica do MHS, com a diferenga de
que o fator que multiplica a fungdo x(t) do lado direito ndo é uma constante. Portanto, concluimos que o

péndulo simples ndo apresenta, em geral, o movimento harménico simples.

Se pensarmos bem, essa conclusdo nao é diferente da que tivemos para o oscilador bloco-mola. Esse
oscilador sé apresenta MHS no regime de validade da lei de Hooke para a mola. Se a mola deixar de obedecer
a lei de Hooke, as oscilagbes deixam de ser harménicas simples e passam a ser oscilagdes mais complicadas,
ndo-harmonicas e ndo-isécronas. O regime de validade da lei de Hooke é o regime de pequenas deformacdes
da mola, ou seja, de baixas amplitudes. Portanto, o oscilador bloco-mola sé apresenta MHS no regime de

baixas amplitudes das oscilacGes.

Concluimos entdo que ndo ha nada de novo no fato do péndulo simples ndo oscilar em MHS em geral.
Podemos investigar entdo como sao as oscilacdes do péndulo simples no regime de baixas amplitudes.
Olhando a figura 9.14 percebemos logo que quando a amplitude for pequena, a varidvel 6(t) ficara restrita a

valores pequenos (em radianos). Portanto, concluimos que:
A=0=0()=0

De fato nada é absolutamente pequeno e, portanto, podemos expressar melhor essa ideia tomando o
comprimento [ do barbante como referéncia e definir o regime de baixas amplitudes como o regime tal que:
A < l. Note que nesse caso, sendo 8,45 0 maior valor de 8, correspondente a um deslocamento maximo da

particula (x=A), obtemos:

Sen(eMAx) = =0

—

oquelevaad(t) = 0,jaque 8(t) < Opax-

Nesse limite podemos usar as expressées assintéticas das funcbes seno e cosseno proximas da origem

(com 6(t) em radianos), que s3o:

sen(@(t)) =0(t) — @ e cos(@(t)) =1- @

Dessas expressdes aproximadas vemos que no regime de baixas amplitudes:

l

y(t) =1[1- cos(6(1))] = 3 [6(®]?

Enquanto que:
x(t) =16(t)

Note entdo que:
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y© _ 00

x(t) 2

Como estamos supondo que 6(t) = 0, o que a equagdo acima estd expressando é a ideia de que o
deslocamento da particula do péndulo na vertical (y) é sempre muito menor que o deslocamento na horizontal

(x). Por exemplo, se 8(t) = 0,1 rad (= 6°), entdo:

l l
= — e [ —
x(t) =75 y(®) =555

Quanto menor o valor de 8(t) mais verdadeiro serd que y(t) < x(t).

Concluimos que nesse regime de baixas amplitudes a particula se move na horizontal apenas, ao longo

do eixo x, ou seja, podemos assumir desde ja que:

y() =0

A equacgdo de movimento em vy fica (considerando que a derivada da fungdo constante y(t) =0 é

nula):

2
My =10 (1-22) g5 0= w1 -0 - Mg

ou seja:

(t)=Mg

No regime de baixas amplitudes o mdédulo da tensdo na corda é constante e sempre igual ao peso da

particula. Portanto, a equacdo no eixo x fica:

d? 7(t) d?
M e = =20 > M x®) = (o

Concluindo: no regime de baixas amplitudes a particula do péndulo simples oscila na horizontal

apenas, de acordo com a equac¢do de movimento:

L v =-2x)

que é a equacao tipica do MHS. Ndo precisamos resolver essa equacdo. Ja sabemos que:

x(t) = Acos(wt + @)

Com:
w=,g/l

e as constante A e ¢ definidas pelas condigcGes iniciais. Note que a freqiiéncia (e o periodo) independe da

massa da particula.
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Supondo, por exemplo, que queiramos construir um relégio de péndulo que exija um péndulo simples

oscilando com periodo igual a 1 segundo, o comprimento da corda devera ser:

2T g g
T=Z=1=>(u= 7=2n56,28 :7539,48:>l525cm

Se vocé pendurar um corpo pequeno na extremidade de um barbante de comprimento 25 cm e der
um pequeno peteleco nele, ele vai oscilar em MHS com periodo igual a 1 segundo (qualquer que seja o

peteleco, desde que pequeno).

E interessante registrar que a isocronia do péndulo simples é uma propriedade do regime de baixas
amplitudes, ou seja, do regime em que os valores de [B(t)]?, [6(t)]® etc. sdo despreziveis quando
comparados ao valor de 8(t). Para o péndulo em um regime de amplitudes A maiores, pode-se mostrar que o

periodo das oscilacdes é dado por:

r=2n [7 (145 (2) + o (3)
4T 16\1/) T3072\1

ou seja, quanto maior a amplitude A do movimento, maior o tempo que o péndulo leva para completar um
ciclo. O regime de baixas amplitudes corresponde exatamente a desprezar no movimento todos os termos

proporcionais a (4/1)?, (A/1)3, etc. Nesse regime:

2 [
T=—n=27r g
w l

O péndulo simples oferece a possibilidade de se medir a aceleragdo da gravidade g com um simples
crondmetro. Basta construir um péndulo com comprimento [ conhecido e medir o periodo com um

crondmetro. A aceleragdo g é dada por:
2

2m\* _ l

g=1 (T) = 39,48 Tz

Levando um péndulo e um crondmetro no bolso, podemos avaliar a redugdo no valor de g no alto de

uma montanha, testando a validade da lei da gravitacdo de Newton. Comparando as oscilacées de um péndulo
no pdlo norte com as de outro na linha do equador, podemos concluir que a Terra ndo é esférica, mas
achatada nos pélos (elipsdide oblato). Em 1851 Jean Foucault usou um péndulo (hoje conhecido como
péndulo de Foucault) para demonstrar que a Terra gira em torno de si mesma, o que parecia absurdo para
muitas pessoas naquela época (talvez hoje ndo seja muito diferente). Enfim, se nos debrugcarmos um pouco

sobre a histdria, veremos que o péndulo, esse sistema simples composto de um barbante e uma bolinha, teve

um papel marcante no desenvolvimento da ciéncia.
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9.5 O Péndulo fisico

Se vocé olhar um reldgio de péndulo, como o mostrado na Figura 9.15,
vai ver que o péndulo estd longe de ser um péndulo simples. No caso da figura,
ele se parece mais com uma haste rigida com um disco fixado na ponta, mais
alguns ornamentos. Podemos calcular o periodo das oscilagdes desse péndulo,

gue podemos chamar, em um contexto mais geral, de péndulo fisico, ou péndulo

composto. Um péndulo fisico é constituido de um corpo rigido qualquer que

pode oscilar em torno de um eixo fixo horizontal. Na figura 9.16 que segue Figura 9.15: Um relogio
ilustramos esse péndulo. O eixo de rotagdo/oscilagdo horizontal da massa M é o de péndulo.

eixo z, ortogonal ao plano da pdagina e orientado para fora da pagina.
Note que, conforme ja vimos quando estudamos o equilibrio dos corpos
rigidos, a posicdo de equilibrio estdvel dessa massa pendurada é a
posicdo em que seu centro de gravidade (CG) estd sobre a linha
tracejada vermelha, que é a vertical que passa pelo eixo z de rota¢do. Na

figura 9.16 mostramos a massa M na posi¢cdo medida pela varidvel 6(t)

(positiva no sentido anti-horario), de tal forma que na posicdo de

equilibrio estavel vale exatamente 8 = 0. S6 hd um torque ao longo do
eixo z, que é o torque do peso. A forca de apoio (ndo mostrada na figura) . A - )
Figura 9.16: Um péndulo fisico consiste

ndo possui torque ao longo de z, pois atua junto ao eixo. O braco de . .
P q & P ) ¢ em uma massa de forma rigida arbitraria

alavanca do peso é b(t) e o torque do peso é dado por: que pode girar/oscilar liviemente em

Try(t) = =M g b(t) torno de um eixo fixo horizontal z.

O sinal negativo indica que o torque é para dentro da pdagina no instante mostrado (torque restaurador que
guer girar o corpo no sentido hordrio para que ele retorne a posi¢cdo de equilibrio estavel). Chamando de [ a

distancia do eixo z ao CG obtemos ara o braco de alavanca do peso:
b(t) = lsen(6(t))

Note que para 6(t) < 0, a fungdo brago de alavanca b(t) sera negativa (pois sen(6(t)) < 0), invertendo o

sentido do torque restaurador.

Portanto, aplicando a segunda lei de Newton da rotacgdo para esse corpo rigido obtemos:

2

d
Try =la=>—Mglsen(0(t)) =1 e o(t)

sendo I o momento de inércia do corpo rigido em relacdo ao eixo z.
Resumindo, a massa M oscila de acordo com a seguinte equag¢ao de movimento:
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Mgl
I

dZ
o) 6(t) = — sen(6(t))

Comparando essa equac¢dao com aquela do MHS, concluimos que o péndulo fisico ndo apresenta, em

geral, um movimento harmdnico simples, o que ndo é novidade. Assim sendo, em analogia ao que fizemos

para o péndulo simples, vamos analisar o movimento do péndulo fisico no regime de baixas amplitudes, para o

qual vale a aproximacao:
sen(0(t)) = 0(t)
com 6(t) em radianos.
Portanto, nesse regime o péndulo fisico obedece a equacao:
@ 6(t) Mg le t
dt? B I ©
que é a equacao tipica do MHS. Sabemos entdo que:
0(t) = Acos(wt+ @)

com

w=Mgl/I

e as constante A e ¢ definidas pelas condigdes iniciais. Note que, como no caso do oscilador bloco-mola

rotatério, a amplitude A = O é dada em radianos, para que 8 seja dado também em radianos.

O péndulo simples é um caso particular de um péndulo fisico com I = M [? e, portanto:

Mgl Mgl_\/?
=TT T MeE TN

Como exemplo, consideremos um péndulo fisico parecido com o
mostrado na figura 9.15, cujo modelo representamos na figura 9.17 ao
lado. Ele consiste em uma haste delgada e rigida de massa m e
comprimento L com um disco de massa M e raio R fixado na sua ponta. A

outra ponta da haste pode girar livremente em torno do eixo z.

Para calcular a freqliéncia w das oscilacbes desse péndulo
precisamos calcular I, o momento de inércia do conjunto haste+disco em

relacdo ao eixo z, e [, a distancia de z ao CG do sistema haste+disco.

Quanto ao momento de inércia, serd dado pela soma do

momento de inércia da haste com o momento de inércia do disco:

I = Ingste + laisco
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O momento de inércia de uma haste girando em torno de um eixo que passa por sua extremidade é:

1 2
Inaste = §mL

No caso do disco, teremos que usar o teorema dos eixos paralelos, pois sabemos apenas que para um

disco girando em torno de um eixo que passa pelo seu centro de massa (CM) vale:

Iemaisco = EMRZ

Portanto, para o disco girando em torno do eixo z obtemos:
— 2
laisco = Iemdisco + ML x=0

jad que L é a distancia entre o eixo z e o CM do disco. Portanto:

1 1
I = §mL2 + EMRZ + M2

Quanto ao comprimento [, que é a distancia do CG do conjunto
haste+disco até o eixo z, este pode ser obtido através do calculo da

posicdo do CM desse conjunto, admitindo que CM=CG. Considere entao

X

a Figura 9.18 onde adotamos um eixo x ao longo da haste, com origem

no eixo z. No CM da haste (x=L/2) posicionamos uma particula de massa Figura 9.18: Cdlculo da posicdo do

m e no CM do disco (x=L) posicionamos uma particula de massa M. O CM CM=CG do conjunto haste+disco.
desse sistema de duas particulas (um haltere) estd em:

m(L/2)+ ML m+2ML
. m+M m+M 2

Xem =1

Concluindo, a freqliéncia angular de oscilacdes desse péndulo fisico é:

(m+M)gl: (m+2M)gL

I 2(%m+M)L2+MR2

Note que para R = 0 e m — 0 recuperamos o resultado do péndulo simples:

(0+2M)g L g
w = = |=

2(%0+M)L2+M02_ L

Para R = 0 e M — 0 resta apenas uma haste delgada de massa m oscilando em torno de um eixo que

passa por uma extremidade e obtemos:
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(m+0)glL _
2(%m+ 0)L2 + 002

39

2L

gue é compativel com o resultado geral que obtivemos para o péndulo fisico:

_ Mgl
R

fazendo: M =m,l=L/2el =mL?/3.

E interessante registrar que a expressdo para a frequéncia do
péndulo composto sugere um método experimental para a
determinacdo do momento de inércia de um corpo qualquer, de
forma arbitrdria. Por exemplo, considere que vamos colocar uma
cadeira para girar em torno de um eixo fixo (z) e precisamos saber o
momento de inércia I da cadeira em relagdo a z (para calcular sua
energia cinética, por exemplo). A Figura 9.19 ilustra essa situacdo. Em

principio podemos pensar que é sé calcular a soma:

I =Zml- rf
i

dos produtos das massas pelos raios de giracdo ao quadrado de cada
particula i que compde a cadeira. Mas, ndo é muito dificil perceber

que fazer essa conta para um objeto com a forma dessa cadeira é algo

Figura 9.19: Uma cadeira vai ser
colocada para girar livremente em
torno do eixo z. Queremos saber
quanto vale o momento de inércia da

cadeira em relagdo a esse eixo.

impraticavel. Podemos medir entdo o momento de inércia I. Para isso colocamos a cadeira para oscilar em

torno de z, como um péndulo fisico, e medimos o periodo T dessas oscilacbes (no regime de baixas

amplitudes) com um cron6metro. Podemos usar também um método experimental para determinar a posicdo

do CM da cadeira, conforme discutimos no capitulo 6, para conhecer a distancia [ desse CM ao eixo z.

Portanto, conhecendo T (em s), a distancia I (em m), a gravidade g (em m/s?) e a massa M (em kg) da cadeira

obtemos (em kg m?):

2 Mgl Mgl
w=—n= —g:1= g

TZ

T I 4 12
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9.6 Oscilagoes amortecidas

A
. o o x(t
Observando o movimento oscilatério de um péndulo (® /\
ou sistema bloco-mola reais, notamos logo que as oscilagdes 0 /\ /\
nao duram para sempre. O sistema oscila por um intervalo de \/ \/ \/

tempo e as oscilagdes vdo se tornando cada vez mais curtas,

~+ VvV

A
x(t)
até que terminam. Esse decaimento se deve a dissipagdo da /\
energia mecanica do oscilador, geralmente produzida por 0 /\\//\\/ >
t
algum atrito/arraste. No caso de um sistema bloco-mola real, \/

por exemplo, haveria atrito cinético entre o bloco e a

Figura 9.20: Comparagao entre uma
superficie horizontal e também atrito (arraste) do bloco (e um

oscilagdo sem nenhuma dissipagao de

pouco da mola) com o ar. No caso do péndulo real, o atrito )
energia (curva vermelha) com uma

principal é devido a influéncia do ar (arraste). Na Figura 9.20 oscilacio na presenca de atrito (curva
mostramos um esbogo do comportamento que esperamos verde).

para a coordenada x(t) de um oscilador na presenca de atrito.

O que chamamos de amplitude A no oscilador sem atrito (o deslocamento maximo da posi¢cdo de equilibrio)
diminui progressivamente no oscilador com atrito, ou seja, de certa forma, A=A(t) nesse caso. O sistema

continua sendo oscilatdrio, mas deixa de ser periddico, pois 0 movimento ndo se repete mais com o passar do

podemos considerar, entdo, que ele sofre um atrito cinético ao longo de 0 X

tempo, ele vai se tornando cada vez mais restrito.

Vamos analisar o oscilador mais simples, o bloco-mola, na

presenca de atrito. Apenas para relembrar, mostramos na Figura 9.21

esse sistema. O bloco de massa M desliza em uma superficie horizontal e

»
»

x com magnitude dada por: Figura 9.21: Um oscilador bloco-
mola.
© _ —
By =ucn=ucMg
Em principio, para calcular o movimento do bloco na presenca desse atrito, basta adicionar essa forca

na segunda lei de Newton, que para o sistema sem atrito é:

d2
M@x(t) = —kx(t)

A inclusdo do atrito implica que:

2

— ©
MWX(t) = —kx(t)+ P;l

Em principio, se formos muito apressados, podemos achar que a equac¢ao acima fica:
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2
d ——x(t)= —kx(@®)+ucMg

Fica claro que nessa Ultima equacdo a forca de atrito ndo tem nenhuma dependéncia no tempo. Se
pensarmos mais um pouco vamos concluir que isso é absurdo pois a forca de atrito deve sempre se opor ao
sentido de movimento do bloco e o bloco se move para Id e para ca. Concluimos entdo que ha um erro
grosseiro na equacdo acima. De fato, quando o bloco estiver se movendo para a direita, a forca de atrito

devera estar apontando para a esquerda, e assim por diante. A forga de atrito, se representada corretamente,

deve ser, ela mesma, uma funcdo oscilatéria.

O sentido do movimento do bloco é o sentido da velocidade V (t) e, portanto, podemos introduzir

uma espécie de funcgdo sinal da velocidade dada por:

V(t)
14031

Essa fungdo assume o valor +1 quando a velocidade é positiva, ou seja, para a direita e o valor -1 no caso

sinal(V (t)) =

oposto (a funcdo sinal definida acima ndo esta definida na origem V = 0 e por isso devemos incluir ainda a
definicdo sinal(0) = 0). Portanto, podemos corrigir a equac¢do de movimento do bloco na presenca do atrito

cinético, obtendo:

x(t)——k ® - (W&) Mg

Quando a velocidade estiver para a direita (V > 0), a forga de atrito estara para a esquerda e assim por diante.
Note que V(t) = dx(t)/dt e que a equagao diferencial acima envolve entdo as derivadas segunda e primeira
da funcdo x(t). E facil ver que essa equacdo diferencial é bastante complicada e por isso geralmente n3o
encontramos nos livros de mecanica a solugdo (ndo encontramos nem a simples descricdo) desse caso para
esse problema aparentemente simples, de um oscilador bloco-mola na presenca de um atrito cinético. A
solucdo analitica para essa equacao pode ser encontrada na referéncia Oscillator damped by a constant-
magnitude friction force, A. Marchewka, D. S. Abbott, and R. J. Beichner, American Journal of Physics 72

(2004), pags. 477-483.

Tendo em vista a complexidade da equacdo de movimento obtida acima, preferimos tentar uma outra
abordagem para discutir o oscilador na presenca de atrito. De fato, sé ha uma possibilidade, tentar outra lei de
atrito. Para o péndulo, por exemplo, a presenga de um atrito cinético do tipo u. 1 ndo faz sentido, ja que a
particula ndo desliza em nenhuma superficie (ndo ha forca normal). Nesse caso, faz sentido em falarmos em
atrito, ou arraste, com o ar, ou com qualquer que seja o fluido no ambiente em que o péndulo oscila. Mesmo
no caso do oscilador bloco-mola, podemos supor que nao ha atrito na superficie onde o bloco esta apoiado,
mas que este sofra um arraste com um fluido circundante, como o ar, por exemplo. Nesses casos, devemos

incluir nas equacdes a lei da forca de arraste com um fluido. O comportamento basico da forca de arraste é
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que se a velocidade do corpo é nula ndo hda forca e quanto maior a velocidade, maior a for¢a. Para um corpo
pequeno se movendo com velocidade V pequena dentro de um fluido, a forca de arraste que o fluido faz no
corpo é linear em V e é dada por:

FAR = _bV

sendo b uma constante (constante de arraste) que depende do corpo (tamanho e forma) e do fluido. O sinal
negativo torna a forca oposta a velocidade. Em um oscilador usual ndo esperamos que a velocidade do corpo
seja muito alta e por isso podemos adotar aqui esse comportamento para a lei do arraste, o que ja fizemos, no

capitulol, para discutir o movimento de projéteis na presenca do ar.

Vamos supor entdo um oscilador bloco-mola em que o bloco oscila dentro de um fluido com constante
de arraste b. Podemos imaginar o oscilador bloco mola oscilando dentro de um aquario vedado, que podemos
encher com um fluido arbitrario, um gds ou mesmo um liquido. Se preenchermos o aqudrio com um gas
rarefeito, como o ar, por exemplo, esperamos que o coeficiente de arraste b seja pequeno e que as oscilagoes,
uma vez iniciadas, demorem muito para cessar. Por outro lado, se preenchermos o aqudrio com um dleo
grosso, o coeficiente de arraste sera grande e as oscilagdes devem durar muito pouco. Para descrever essa
riqueza de comportamentos precisamos resolver a equagao de movimento do bloco na presencga desse fluido
gue se caracteriza por um coeficiente de arraste b (consideraremos que a forma e tamanho do bloco estdo
fixos e que b estara, portanto, definido pelo fluido que podera ser escolhido arbitrariamente). Incluindo entdo

a lei do arraste na equag¢do do movimento obtemos:

d? 3 d
me(t) = —kx(t) — bax(t)

em que usamos a relagdo V(t) = dx(t)/dt .

Essa é uma equacdo diferencial ordindria comum, cuja solucdo pode ser facilmente encontrada nos
livros de cdlculo diferencial e integral. Ndo nos preocuparemos aqui em obter essa solu¢do. Fato é que a

solucdo depende da relagdo entre os coeficientes M, k e b.
Quando b é pequeno, no caso do ar, por exemplo, a solu¢do dessa equacdo é:
x(t) = Ae b t/2M cos(w, t + @)

com A e ¢ constantes arbitrarias definidas pelas condigdes iniciais e a freqliéncia dada por:

Note que para b = 0 recuperamos a solugdo do MHS sem atrito, com wy, = wy = /k/M. Em geral

vale w, < w,, por causa do sinal — dentro da raiz. A equagdo hordria x(t) para a posi¢cdo do bloco é
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composta do produto de duas fungles, uma exponencial que decai no tempo (por causa do expoente
negativo) e uma fungdo cosseno, que oscila no tempo. Portanto, o comportamento de x(t) é oscilatdrio
decrescente. Ndo faz muito sentido em se definir amplitude para um movimento que decai no tempo, mas,

fazendo analogia com o movimento para b = 0, podemos pensar que o bloco oscila de acordo com:
x(t) = A(t) cos(wpt + @)

sendo A(t) = Ae Pt/2M yma espécie de amplitude decrescente com o tempo. Para b = 0 recuperamos
A(t) = A. Toda essa discussdo s6 vale no caso em que:

E_(2) >0

M 2M
ou seja:

b <2VMk (oub <2 Mwg)

pois sé assim garantimos que wj, €é um numero real. Portanto, quando dissemos que b é pequeno,

entendemos agora que essa hipotese se traduz em b < 2V Mk, pois nada é absolutamente pequeno.

Apenas para simplificar as contas, nos limitaremos daqui para diante ao caso particular em que o
angulo de fase é ¢ = 0, ou seja:

x(t) = Ae bt/2M cos (w), t)
que corresponde a uma condigdo inicial particular xo = X # 0 e Vy = —Xb/2M.

A fungdo x(t) obtida acima é o produto de uma funcdo exponencial decrescente e 2t/2M

e uma
fungdo oscilatéria periddica cos(wy, t), resultando em uma fungdo oscilatéria de amplitude decrescente no
tempo, como a curva na cor verde na figura 9.20 (uma fungdo que ndo é de fato periddica). Em um fluido de
pouco arraste o bloco oscila e vai parando de oscilar lentamente. Matematicamente, ele vai demorar um
tempo infinito para chegar ao repouso. Na pratica, isso vai ocorrer em um tempo finito, pois quando a

equacio disser que x(t) = 1071%0 m, isso significa de fato que x(t) = 0, pois ndo ha aparelho que mega uma

distancia de 107190 m. Esse oscilador com arraste fraco é chamado de subamortecido.

Podemos usar a solucdo do oscilador subamortecido para discutir as outras possibilidades de
amortecimento (apenas no caso ¢ = 0, para o caso mais geral devemos resolver a equacgdo diferencial de
movimento em cada uma das possibilidades). Por exemplo, se o fluido for caracterizado por um b grande, mais

especificamente:

b > 2VMk (oub > 2Mw,)

a frequéncia w;, se torna imagindria e pode ser escrita como:
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com wy, real e dada por:

(note que i = v—1).
Portanto, ainda no caso particular ¢ = 0, a solugdo para x(t) se torna:

x(t) = Ae Pt/2M cos(i wy t) = A e P t/2M cosh(w}, t)

Nessa equacdo, cosh é a funcdo cosseno hiperbdlico, que, apesar do nome, ndo apresenta um
comportamento parecido com a funcdo cosseno. Pelo contrério, a fungdo cosseno hiperbdlico ndo é uma
funcdo oscilatdria periddica, ela é uma funcdo mondtona crescente para t = 0. Ela se comporta como
ilustrado na Figura 9.22 abaixo. Portanto, no caso em que o amortecimento é grande, o bloco ndo chega nem a
oscilar, ele simplesmente se move lentamente em dire¢do a sua posi¢do de equilibrio. A fun¢do x(t) nesse
caso é o produto de uma funcdo monétona decrescente (e~?t/2M)
por uma fungdo mondtona crescente (cosh(wy t)). Mas, como 10
wp, < b /2M conforme podemos ver na definigdo de wy, segue que o

decaimento é mais rapido que o crescimento e a funcdo x(t)

finalmente decai no tempo.

Damos o nome de superamortecido a esse regime de

amortecimento. Esperamos que ele seja observado no caso do -

L3
4 8

4 8

n Sm in Tn n
3 8

w1l o

sistema oscilar imerso em um tanque de dleo grosso, por exemplo.

Figura 9.22: Comportamento da

A fronteira entre os regimes subamortecido (b < 2VMk) e x .
funcdo cosh(x) com x variando no

superamortecido (b > 2vVMk) ocorre exatamente quando: intervalo [0,71].
b = beritico = 2VMk (ou b = 2ZMw)

e é chamado de regime critico. Nesse caso vale:

e a equacao horaria do bloco se torna:

x(t) = Ae Pt/2M cos(0) = x(t) = Ae™Pt/2M = g g=wot
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Nesse caso o bloco se aproxima exponencialmente e lentamente de sua posicao de equilibrio, sem
oscilar. Trata-se de um comportamento parecido com o caso superamortecido, mas o movimento do bloco é
mais rapido no caso critico, tendo em vista o fato de que no caso superamortecido a funcdo exponencial
decrescente esta multiplicada pela funcdo cosh, que é uma fungdo crescente em t. Isso torna o movimento do
bloco mais lento no caso superamortecido do que no caso critico. Se queremos um decaimento rdpido nas

oscilacOes, devemos projetar um sistema no regime critico.

Na figura 9.23 abaixo esbocamos o comportamento da posi¢do do bloco x(t) em fun¢do do tempo nos
trés regimes diferentes discutidos aqui. As curvas foram feitas adotando M=10 kg e k=10 N/m, de tal forma
que o valor do coeficiente de arraste critico é beitico = 2VMk = 20 kg/s. A condig3o inicial é a mesma para
todas as curvas, e corresponde ao caso mais simples ¢ = 0: o bloco foi langado da posigdo inicial xo =X =1
m com velocidade inicial V, = —Xb/2M = —b/2M. A curva vermelha, obtida com b=5 kg/s, corresponde ao
regime subamortecido, em que o bloco oscila algumas vezes em torno da sua posicao de equilibrio e vai
parando lentamente. A curva azul, obtida com b=40 kg/s, corresponde ao regime superamortecido, em que o
bloco vai se aproximando lentamente da posi¢cdo de equilibrio. Finalmente, a curva verde, obtida com b=20
kg/s, corresponde ao caso critico, em que o bloco se aproxima mais rapidamente da posi¢do de equilibrio, sem
ultrapassa-la. Apenas para comparagdo, a curva cinza mostra o caso em que ndo houvesse nenhum
amortecimento (b=0).

13
0.8

0.64
0.44

0.2 \

RN AR AT A R
0.2

0.4
06
08
-14

Figura 9.23: Posicdo x(t) em funcio do tempo de um bloco de um oscilador bloco mola com
amortecimento proporcional a velocidade. Curva cinza apenas para comparagao: sem amortecimento
(b=0); curva vermelha: subamortecimento; curva verde: amortecimento critico; curva azul:

superamortecimento. Condigdo inicial correspondente a ¢ = 0, conforme discutido no texto.

E interessante notar que a constante b/2M tem unidade de freqiiéncia (digamos, wpgc, DEC de
decaimento), ou seja, o inverso de uma unidade de tempo (rad/s, por exemplo), pois o expoente b t /2M tem

gue ser necessariamente adimensional (ja discutimos isso no capitulo 1). De fato, o fator de decaimento:

e—bt/2M
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define um tempo caracteristico para esse decaimento, que podemos chamar de 7, tal que:
e—b t/2M _ e ~@WDEC t — e—ZTL’ t /TpEC
Portanto:

2T 2M
=2m—
WpEC b

Tpec =

Quanto maior o tempo de decaimento Tpgc, OU seja, quanto menor o arraste b, mais lentamente
decaem as oscilagdes descritas pela fungdo x(t). Quando b — 0, segue que Tpgc — , OU seja, as oscilagdes

ndo decaem nunca (oscilador sem amortecimento).

Analogamente, a frequéncia wy = /k/M define um tempo caracteristico para as oscilagdes no

sistema, que é o periodo das oscilacdes do sistema sem arraste:

T _27‘[
o—w0

A frequéncia w, das oscilagdes amortecidas, por sua vez, define um tempo caracteristico para as

oscilagGes no sistema, que é o periodo das oscilagdes do sistema com arraste:

T _Zn
b—wb

Quanto maior a freqliéncia wj, menor o tempo de oscilagdo Tj, significando que o sistema oscila mais

rapidamente.

Note que:

ou seja:
1 1 1

T2 w2 12
Ty 1§ Thee
Vemos entdo que o regime subamortecido é caracterizado por:

b .
—7 < @o = Tpgc > Ty e Ty real (pois TZ > 0).
Interpretamos esse resultado da seguinte forma: o sistema oscila, porque T, é real, e o decaimento das
oscilages é mais lento que as préprias oscilagdes, pois Tpgc > Tp.
No regime critico vale:

b .1
— =Wy = Tpgc =Ty €Ty = © (pois= — 0).
2M T}

O sistema deixa de oscilar, pois T, = o e x(t) decai em um tempo caracteristico Tpgc = Tp.
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Para o regime superamortecido obtemos algo um pouco mais complicado:

b e .
o > Wo = Tpgc < T, e Ty, é imaginario (pois T} < 0).

O sistema ndo oscila, porque o tempo de oscilagdo T}, é imaginario, e o decaimento das oscilagdes é mais lento
que no caso critico, porque o que era a parte oscilatéria de x(t) (o termo cos (wy, t)) se tornou uma fungdo
crescente no tempo (o termo cosh(wy, t)), atrasando o decaimento de x(t). Nesse caso o decaimento n3o é

caracterizado apenas por Tpgc mas por um novo tempo de decaimento Tpg- dado por:

Note entdo que no limite do caso critico vale Tppe = Tpge = Ty € que Tpge > Tpee €m geral (pois 7
DEC

1

- < 0). No limite b - co (um amortecimento gigantesco) vale Tz — 0 mas o decaimento de x(t) é de
DEC

, o
fato muito lento pois Tpgc — .

O grafico na Figura 9.24, que mostra Tpgc X Ty , ilustra essas idéias. A reta tpgc = Ty que divide o

grafico em duas regides iguais corresponde ao caso do oscilador critico.

x(t)
TpEC * " X(t)
(b - 0), t
|
|
0
|
|
: t
0 ! >
0 (b —» ) To

Figura 9.24: Grafico de tppc X T, que mostra os diferentes comportamentos do oscilador amortecido.
O eixo horizontal representa o tempo caracteristico das oscilagbes e o eixo vertical representa o
tempo caracteristico do decaimento das oscilagdes. Se fixarmos M e k e formos aumentando o arraste
do fluido (a constante b), seguimos a linha tracejada vertical (no sentido de cima para baixo). Partimos
de b=0 (oscilador sem arraste), passamos pelo caso subamortecido, pelo caso critico e finalmente pelo
caso superamortecido. Note que no caso superamortecido o decaimento de x(t) ndo é dado por

Tpec (que vai para zero com o aumento de b) mas por Tj g (que vai para infinito).
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As solucbes gerais para o oscilador amortecido, com condic¢Bes iniciais arbitrarias, nos casos sub,
critico e superamortecidos estdo mostradas na Tabela 9.1 que segue. Ndo vamos entrar em detalhe aqui sobre
como essas solugdes foram obtidas, a partir da equagdo de movimento do bloco. Os detalhes podem ser

encontrados nos livros de calculo diferencial e integral.

Amortecimento Solugao
x(t) = A cos(wg t + @)
com
(1)0 =4/ k/M
b=0
A e @ definidos pelas condig¢des iniciais x, e V,, através de:
xo = Acos(p) e V,=—Awsen(p)
x(t) = Ae Pt/2M cos(w, t + @)
com
Sub
b < 2VMk
(52 < @o)
2M 0 A e @ definidos pelas condig¢des iniciais x, e V,, através de:
Xg = Acos(p) e Vy=—-A [% cos(p) + wbsen(go)]
x(t) =[Cq+ Cyt]e @0t
Critico
C; e C, definidos pelas condigdes iniciais x, e V; através de:
b =2VMk
b x0=C1 e VOZCZ_O)()Cl
(m = wo)
x(t) = [D Le@bt 4 Dye b t] e~bt/2M
com
Super
b > 2VMk
b
(7, > @o)
D, e D, definidos pelas condig8es iniciais x, e V; através de:
14 b I b
xO :Dl +D2 e VO = [wb _E]Dl—[wb +ﬂ:| DZ

Tabela 9.1: SolugGes gerais para o oscilador amortecido com arraste proporcional a velocidade. O caso b=0

é mostrado apenas para comparagao.
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Na sequéncia, as figuras 9.25 e 9.26 mostram a posi¢cdao do bloco em fun¢do do tempo para os casos
em que o bloco parte do repouso de uma posi¢do em que a mola esta inicialmente dilatada (x; = 1 m) e em
que o bloco parte da origem apds receber um peteleco que imprime nele uma velocidade inicial Vj = 1 m/s .

As diferentes condicBes iniciais determinam os valores das constantes nas solu¢ées mostradas na tabela 9.1.

_—__'_‘_‘—‘——._
0 i 4 B, 8 B 12 14
-0.23
043
063
0.8

Figura 9.25: Posicdo x(t) em fun¢do do tempo de um bloco de um oscilador bloco mola com amortecimento
proporcional a velocidade. Curva cinza apenas para compara¢do: sem amortecimento (b=0); curva vermelha:
subamortecimento; curva verde: amortecimento critico; curva azul: superamortecimento. Condic¢do inicial:

X9 =1meV, =0 (obloco parte do repouso).

0.84
0.64
0.4
0.2

a 2 4 i, 8 10— 12, 14
-0.24
-0.47

-0.51
-0.81

Figura 9.26: Posicdo x(t) em funcdo do tempo de um bloco de um oscilador bloco mola com amortecimento
proporcional a velocidade. Curva cinza apenas para comparag¢do: sem amortecimento (b=0); curva vermelha:
subamortecimento; curva verde: amortecimento critico; curva azul: superamortecimento. Condi¢do inicial:

Xo = 0eV, =1m/s (o bloco parte da origem com um peteleco no sentido x > 0).
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Em um sistema tipico de suspensdo de automével, por exemplo, sdo

Corpo

usadas molas que se unem ao corpo do automével e ao conjunto dos eixos .
do automovel

das rodas e pneus, de tal forma que o corpo principal do automével fica
suspenso pelas molas. A idéia esta ilustrada na Figura 9.27 que segue
(apenas para um pneu). Se fosse apenas isso, o sistema seria subamortecido,
jd que haveria apenas o ar circundante para amortecer as oscilagdes para
baixo e para cima do automaével. Apds passar por um buraco na pista, ou por

um quebra-molas, por exemplo, o automaével oscilaria varias vezes até parar,

0 que causaria desconforto/nduseas nos passageiros. Para modificar a
constante de arraste b, um componente é adicionado ao sistema, o

Figura 9.27: llustracao da
amortecedor. Um amortecedor consiste basicamente em um pistdo (ou

suspensdo de um automovel.
émbolo), que se move dentro de um cilindro preenchido com um dleo ou um

gas. O amortecedor é conectado em paralelo (lado a lado) com a mola, de tal forma que quando a mola se
deforma, o pistdo do amortecedor se move dentro do fluido, amortecendo as oscilagbes do corpo do
automovel. Selecionando o fluido do amortecedor, podemos modificar livremente o regime de amortecimento
do sistema. Na pratica essa escolha é ditada por vérios fatores, como conforto e seguranca. Tipicamente, um
regime subamortecido proximo ao regime critico é desejavel, pois corresponde ao caso em que o veiculo oscila
poucas vezes e retorna rapidamente a posicdo de equilibrio. Nos casos praticos em que se quer eliminar as
oscilagOes, os osciladores em regime critico e superamortecido podem ser utilizados. O oscilador critico é
aquele que retorna mais rapidamente para a posicdao de equilibrio, sem oscilagdes. A mola de porta, por

exemplo, usada para fechar automaticamente uma porta, é ajustada para o regime critico (através de um

amortecedor), pois ela pretende fechar a porta em um tempo mais curto possivel, sem que a porta oscile.
9.7 Exercicios Resolvidos

ER 9.1) Considere uma pequena massa fixa em uma mola que oscila como um oscilador harmonico simples. A
posicdo x (em metros) dessa massa ao longo do eixo de vibracdo, em fun¢do do tempo t (em segundos), é
dada por:

x(t) =0,1sen(2mt)

a) Faca um grafico de x(t) em func¢do do tempo t.
Sabemos que para o bloco-mola em MHS, a solu¢do geral para x(t) é:
x(t) = Acos(wt+ @)
Vemos entdo que nesse caso, vale que a amplitude é A = 0,1 m, a freqiiéncia angular é w = 2m rad/s e o
angulo de fase é ¢ = 3w /2 (pois cos (9 + 3;”) = sen(@) VA). O periodo das oscilagdes é:
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A funcdo seno é tal que sen(0) =0, X,
sen(m/2) =1, sen(m) =0, sen (37”) = 027

—1 e assim por diante. Levando tudo isso 0,11

em conta, obtemos o gréfico ao lado. 0 /\‘ A >
1/3\/ 1 372\/2 t
01l e N e

0,2+

b) Faga um grafico da forga de mola que atua na massa em fun¢do do tempo t. Considere o valor da constante

de mola k=2 (N/m).

De acordo com a lei de Hooke, pressuposta para o oscilador bloco-mola em MHS, a for¢a de mola tem
magnitude ao longo do eixo x dada por:

Portanto, a forca de mola em newtons é:
Fy(t) =—kx(t) =-2[0,1sen(2mt)] = —0,2sen(2mt)

Obtemos entdo o gréfico que segue para a for¢a de mola em fungao do tempo.

Fu(t) A
0,2 -
0,1 1

0

-0,1 1

0,2

c¢) Faga um grafico da energia elastica armazenada no sistema em fung¢do do tempo t.
A energia potencial elastica armazenada na mola é:
1
Ug = —kx?
E72

Portanto, a energia eldstica em joules é dada por:

1 1
Ug(t) = Ekx(t)2 = 52 [0,1sen(2mt)]? = 0,01 sen?(2mt)
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Obtemos o grafico ao lado para Ug(t)  Uelt)

versus t: 00l T -7/ N\ """ AN TN TN T

10,01 - - - - oo

d) Faga um grafico da energia cinética da massa em funcdo de t.

Sabemos que a energia mecanica do sistema é conservada, ou seja:
1 1
K@)+ Ug(t) = EMV(t)2 + Ekx(t)2 = constante

sendo a constante igual a energia mecanica total armazenada no sistema. Nos instantes em que o bloco esta
parado, a energia mecanica é somente potencial eldstica. Isso ocorre sempre que o bloco atinge os pontos de

deslocamento maximo e minimo, ou seja, x(t) = +A. Portanto, nesses instantes vale:
1, 2

Olhando entdo o comportamento de Ug(t), que ja calculamos, vemos que a constante acima vale 0,01
J, que é a amplitude (valor maximo) da fun¢do Ug(t), que ocorre nos instantes em que o bloco esta

momentaneamente parado.
Portanto:
K(t) + Ug(t) = 0,01 = K(t) =0,01 —Ugx(t) =0,01[1— sen2(2 mt)]

Obtemos o grafico abaixo para K(t) versus t:

K(t)

0,01

10,01 - - - - -

Note que podemos escrever:

K(t) =0,01[1—sen?(2mt)] = 0,01 cos?(2mt)
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0 que torna mais evidente a conservacdo da energia mecanica, ja que:
K(t) + Ug(t) = 0,01 cos?(2m t) + 0,01 sen?(2mt) = 0,01
Alternativamente, podemos deduzir a expressdao da energia cinética calculando diretamente a
velocidade do bloco em fung¢do do tempo:

d d
V(t) = ax(t) = Eo,l sen(2mt)=0,1Q2mn)cos2mt) =0,2mwcos(2mt)

Portanto:

K(t) = %MV(t)2 = % M (0,2 cos(2mt))?

A massa M do bloco ndo foi dada, mas sabemos que:

k 2 1
2=0Q2n)l=—==—>M=—k
W =0CmT=y=y 2z &
Concluindo:
1 1
K(t) == — (0,2mcos(2mt))? = 0,01cos?(2m t)
2 2m?

Sobrepondo no mesmo gréfico
as curvas de K(t) (curva vermelha) e
Ug(t) (curva verde) podemos visualizar

a troca de energia entre o bloco

(cinética) e a mola (potencial elastica),

que é realizada através do trabalho da

forca de mola. -0,01 1

ER 9.2) Considere um péndulo simples, formado por uma bolinha de massa M=0,1 kg fixa na extremidade de
uma corda leve e inextensivel de comprimento L=1 m. Despreze o atrito. A bolinha é solta (em t=0) do repouso
de um ponto que estd a uma distancia d=0,1 m a esquerda da posi¢cdo de equilibrio da bolinha. Considere

vélida a aproximag3o de pequenas oscilagdes e g=10 m/s’.

a) Escreva a equacgdo da coordenada horizontal x(t) da bolinha em func¢do do tempo (adote um eixo x

horizontal, com origem na posi¢ao de equilibrio da bolinha e orientado da esquerda para a direita).
Sabemos que para um péndulo simples em MHS vale:
x(t) = Acos(w t + @)

Os dados do problema levam aos seguintes valores para os parametros da oscilacdo:
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’10
a)=\/%= T=\/ﬁrad/s

Vale também, x, = —0,1 m (o sinal negativo se deve ao fato da bolinha partir de um ponto a esquerda da
origem de um eixo x que estd apontando para a direita) e V, = 0 (repouso). Portanto, a amplitude do

movimento pendular é:

O angulo de fase é:
xo=—0,1=Acos(p) =0,1cos(p) =cos(p)=—-1=2>¢p=m

Concluindo, esse péndulo oscila de acordo com a seguinte equagdo hordria (x em metros):

x(t) =0,1 cos(\/ﬁ t+ n) =-0,1 cos(m t)

b) Calcule a velocidade maxima da bolinha, em m/s.

A velocidade da bolinha é dada por:

V() = %x(t) = %[—0,1 cos(\/ﬁ t)] =0,1vV10 sen(\/ﬁ t) m/s

Como a fungdo seno oscila no intervalo [-1,1], é facil ver que a funcdo V(t) vai oscilar no intervalo

[-0,1+/10,0,1v10], ou seja, a velocidade méxima é:

VMAX = 0,1 V10 m/S
que é a amplitude da funcdo V (¢t).

c) Calcule o tempo, em segundos, que demora para a bolinha sair da posi¢cdo x= - 0,1 m e chegar em seguida na

posicdao x=+ 0,1 m.

A bolinha demora um tempo igual ao periodo T das oscilagdes para completar um ciclo. Um ciclo
corresponde a, por exemplo, a bolinha sair da posi¢cdo x=- 0,1, ir até a posi¢do x= + 0,1 (que é a amplitude) e
retornar a posi¢cdo x= - 0,1. Portanto, essa questdo pergunta sobre o tempo que leva para completar meio

ciclo, que é T/2. Sabemos que:

21 T 2m  2m
w=—>= =— = —35
T w 410

Portanto, para ir na sequéncia de x=- 0,1 até x=+ 0,1 a bolinha demora um tempo:
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ER 9.3) Um bloco de massa M esta fixo na extremidade de uma mola de constante elastica k. O bloco oscila
harmonicamente e sua posi¢do x(t) é dada por:

x(t) = Asen(w t)
a) Calcule a energia cinética K(t) do bloco em fung¢do do tempo (em termos de k, A, w e t).

A velocidade da bloco é dada por:

d d
V(t) = Ex(t) =7 [Asen(wt)] = A wcos(wt)
Portanto, sua energia cinética é:

1 1
K() = EMV(L‘)2 = EM A% w? cos?(w t)

b) Calcule a energia cinética K(x) do bloco em fungdo de x.

Obtivemos a func¢do horéria K(t) e agora queremos calcular a fun¢do K (x). Para isso, devemos usar a
relacdo entre x e t, que é dada por:

x(t) = Asen(w t)
Note que sen?(0) + cos?(8) = 1 para todo 6. Portanto:
A? cos?(wt) = A% [1 —sen?(w t)] = A% — x2%(t)
Segue que:
1 1
K(t) = EM A% w? cos?(wt) = EM w?[A? — x2(1)]
Ou seja:

K(x) = %M w? (4% — x?)

c) Esboce um grafico de K(x) em funcdo de x.

Note que x varia no intervalo [-A,A] e que K(x) é uma func3o positiva que varia no intervalo

[0,%M w?A?]. A fungio K (x) tem como grafico uma parabola, com a “boca” para baixo de raizes x = +A.

K(x) 4 1 O gréfico de K(x) versus x reflete o que
j& aprendemos: nos extremos do
movimento oscilatdrio, quando x = 44,
o bloco para momentaneamente,
enquanto que na posicdo de equilibrio

x = 0, o bloco passa com velocidade de

maddulo maximo.

-A A X
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ER 9.4) Um péndulo balistico é um sistema simples para medicdo ////
da velocidade de um projétil de arma de fogo. Um bloco de
massa M é pendurado em uma corda leve e inextensivel de L

comprimento L formando um péndulo simples (na aproximacdo

em que o bloco é pequeno). O projétil, cuja velocidade queremos

. m—p | M
medir, é direcionado para esse bloco, que estd inicialmente em

repouso em sua posi¢do de equilibrio, de tal forma que o projétil 0 X

v

bate no bloco e fica incrustado nele (colisdo completamente
ineldstica). O impacto do projétil da origem as oscilagcbes do péndulo, cuja amplitude permite determinar a
velocidade de incidéncia do projétil. Com base na figura ao lado, determine a relacdo entre a amplitude das

oscilagOes e a velocidade V, do projétil.
Para o péndulo simples em MHS, a soluc3o geral para a posi¢do horizontal x(t) do bloco é:
x(t) =Acos(wt+ @)

Com:

o= 7 A= g+ () xo=Acos(p) | vo=—Awsen(p)

Note que nessas equagdes v, é a velocidade inicial do péndulo.

Notamos entdao que para determinar a amplitude das oscilagbes, e sua relagao com a velocidade do

projétil, devemos determinar as condig8es iniciais x, e vy das oscilagbes, que sdo impostas pelo projétil.

Da figura vemos logo que x, = 0, pois o impacto projétil/bloco se da quando o bloco esta parado na

origem e a partir dai iniciam-se as oscila¢ées do bloco (com a bala incrustada nele).

Para determinar v, vamos recorrer a conserva¢dao do momento linear ao longo do eixo x do sistema

projétil+bloco. De fato, sabemos que:

d - -
EP = RExT
E que, portanto:
d
an = Rpxrx

No momento da colisdo do projétil no bloco, as for¢as externas que atuam nesse sistema sdo os pesos
e a forga que a corda faz no bloco (tensao). Essas for¢as sdo todas verticais e concluimos que, sendo o eixo x

horizontal e na auséncia de atritos/arrastes importantes:
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d ANTES DEPOIS
TP = Ryxre = 0. POVES) = pPEFOR)

Trata-se de uma colisdo completamente ineldstica e, portanto:

mVy+0=(m+ M)y,

Ou seja:
m V
m+M°

170=

A amplitude das oscila¢des iniciadas pela colisdo projétil/bala é:

x2 + vO
X+ m+M

Para garantir a validade do regime de baixas amplitudes, e a descricao em termos do MHS, devemos

escolher uma massa M suficientemente grande.

Concluindo: conhecendo-se os parametros L, g, m e M, podemos determinar V, através de uma

2(1 )
Vo= [2(1+=)a
o= 105

ER 9.5) Considere os dados: Ry (raio da Terra), R, (raio da Lua), My (massa da Terra), M, (massa da Lua).

medida de A:

a) Um péndulo simples construido aqui na Terra é levado para a Lua. Calcule a razdo wr / w, entre as
freqliéncias angulares desse péndulo oscilando na Terra (®;) e oscilando na Lua (®,). Despreze os atritos e

considere MHS.

Para um péndulo simples de comprimento L em MHS vale:

=\E
L
@r _ /g_T L _ |or
wy, L g1 gL

Da teoria da gravitagdo de Newton (capitulo 8) sabemos que a aceleragdo da gravidade g na superficie de um

Portanto:

corpo esférico de massa M e raio R é:

Portanto:
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@r _ |9r_ |GMr Rf _ R, My
wy, gL RZ GM, R M,

Se quisermos uma estimativa numérica dessa razdo podemos assumir que a massa da Terra é
aproximadamente 81 vezes a massa da Lua (M = 81 M;) e que o raio da Terra é aproximadamente 3,7 vezes o
raio da Lua (R = 3,7 R;). Obtemos:

wr _ R, [B1M, 9
w, 3,7R,.| M, 37

IR

2,4

b) Um oscilador do tipo bloco-mola construido aqui na Terra é levado para a Lua. Calcule a razdo w; / o, entre
as freqUiéncias angulares desse sistema oscilando na Terra (w;) e oscilando na Lua (). Despreze os atritos e

considere MHS.
Sabemos que para o bloco-mola em MHS, vale:

x(t) = Acos(w t+ @)

com:

w=k/M

wr |k M_1
w, M|k

O oscilador bloco mola em MHS ndo sofre nenhuma modificagdo na sua freqiiéncia de oscilagdo. L4 na

Portanto:

Lua, ele vai oscilar da mesma forma que aqui na Terra.

ER 9.6) Considere um oscilador bloco-mola em que a mola é assimétrica, ou seja, quando comprimida, a
constante de mola é k;, quando dilatada, a constante de mola é diferente, é k, (uma mola simétrica é aquela

em que k;= ky=k). O bloco tem massa M. Calcule a frequéncia w das oscilagdes desse bloco.

A equacdo de movimento do bloco serd dada por (com o eixo x padrdo):
d2
wa(t) = —kyx(t) se x(t) <0
d>
Mﬁx(t) = —k,x(t) se x(t) >0
Portanto, enquanto o bloco estd comprimindo a mola (x(t) < 0) o sistema vai se comportar como um

oscilador bloco-mola em MHS com freqiiéncia:

wq =ﬁk1/M
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e periodo:

T 2m ) M
= — = 27T |—
! wq ky
Enquanto o bloco estd dilatando a mola (x(t) > 0) o sistema vai se comportar como um oscilador
bloco-mola em MHS com freqiiéncia:

Wy =ﬁk2/M

e periodo:

T_Zn_ M
2_(1)2_ k;,

Note que durante um ciclo das oscilagbes a mola passa metade do percurso sendo comprimida e a

outra metade sendo dilatada. A metade do ciclo em que a mola estad sendo comprimida vai durar um tempo:

At T M
1—2—” .

pois esse movimento corresponde a metade do ciclo do oscilador com k = k.

A outra metade do ciclo, em que a mola esta sendo dilatada vai durar um tempo:

o T |M
2= 77 L,

Portanto, a duracdo total do ciclo do oscilador assimétrico, que é o periodo desse oscilador, é:

T, +T, MM

T = At, + At =
ita=—=—=m ot %

A freqiiéncia sera entdo:

21 2 2 Jkik, k
w=—= = — = J—
T M M M.k, +.Jk M
VR L

onde definimos uma constante de mola efetiva tal que:

ok o

Note que se k; = k, = k, entdo k = k. As oscilagdes sdo isdcronas, pois w é independente das condicdes

iniciais, s6 depende da mola e da massa.
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Note também que as oscilacbes serdo assimétricas, ou seja, o menor valor de x atingido na
compressdo, digamos X, serd diferente do maior valor de x atingido na dilatagdo, digamos X,. De fato,
igualando as energias mecanicas do sistema nessas duas configuracbes, em que o bloco estd

instantaneamente parado, obtemos:

1 2 _ 1 2
Eklxc = EkZXD
Ou seja:
Xl [k,
Xp kq

O médulo apareceu nessa expressdo porque X, <0 e /Xg = |X¢|. Por exemplo, se k; > k,, ou seja, se a
mola for mais dura para comprimir do que para dilatar, entdo:

Xp > |Xcl

A mola vai dilatar mais do que comprimir.

OscilacGes assimétricas podem ser observadas em moléculas cujos dtomos vibram com “constantes de
mola” diferentes conforme as nuvens eletronicas de diferentes dtomos se superpdem, quando eles se
aproximam, ou ndo se superpdem, quando eles se afastam. As “constantes de mola” diferentes

correspondem, nesse caso, a assimetria na energia potencial elétrica associada aos dois atomos que vibram.

ER 9.7) Uma haste em forma de L é composta da unido de duas hastes retas de
comprimento B e massa M, formando um angulo de 90° entre elas. Essa haste é
apoiada pelo vértice em uma cunha aguda e posta a oscilar. A figura ao lado
ilustra a situacdo. A posicao em vermelho seria a posi¢ao de equilibrio estavel da

haste e as posi¢cdes em azul e verde seriam posi¢cGes arbitrarias atingidas

durante a oscilagdo da haste. Calcule a freqiiéncia das oscilagGes da haste. 777

Trata-se de um péndulo fisico, cuja frequéncia das oscila¢des é:

mgd

w = I

sendo: m a massa do corpo oscilante (nesse caso m = 2M), g a aceleragdo da gravidade na superficie da
Terra, d a distdncia do CG do corpo oscilante até o eixo de rotacdo e I o momento de inércia do corpo

oscilante em relagdo ao eixo de rotacdo.

Nesse caso, o corpo é composto de duas hastes girando em torno de um eixo que passa pelas suas

extremidades. Sabemos que para uma haste nessa configuracdo vale para o momento de inércia:
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_1 2
L —§MB
Portanto:
=21 = %M B?

Falta entdo determinar a distancia do CG da haste em L até o eixo de
rotacdo (o vértice da haste). Na figura ao lado mostramos essa distancia d (linha
azul). Cada haste reta pode ser representada por uma particula de massa M em
seu centro (CM). O CG da haste em L (ponto verde) estd no meio entre essas duas

“particulas”, como em um haltere.

Note que no referencial xy mostrado (admitindo que CG=CM):

M0+M§ B
6T TMrM 4
M0+M§ B
Yo = e M 4
Concluindo:
V2
d= xga‘*'ng:TB

Juntando nossos resultados obtemos finalmente:

,m d 2M g 2 ,3
w = ‘Ig = |5 g§B=w= Zﬁ%zl,OB\/%
IM B?

Essa freqliéncia ndo é muito diferente da freqliéncia de um péndulo simples de comprimento B.

ER 9.8) Uma mola ideal de constante k é cortada ao meio. Qual o valor da constante de mola k' de uma das

metades?

Para responder a essa pergunta vamos pensar em duas
molas ideais de constantes k; e k, conectadas em série, como na

figura ao lado. Qual a constante de mola equivalente dessa

associacdao de molas? Se soubermos responder essa pergunta,
saberemos responder a pergunta sobre o corte de uma mola, pois a mola original pode ser pensada como a

associagao em série de suas duas metades iguais.
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Puxando a extremidade livre da associacao de duas molas através de uma forca de magnitude F, cada
mola fica tensionada por forcas de magnitude F em suas extremidades, conforme os diagramas de forcas
abaixo. Isso porque estamos desprezando as massas das molas e, portanto, elas se comportam como uma

corda leve e livre e a tensdao é a mesma em qualquer ponto das molas.

—F F _F F
=l o

Cada mola dilata de uma quantidade propria, de tal forma que:
F=k;x;
F=k,x,

A constante de mola equivalente k., € definida por:
F =kegx

sendo x a dilatag3o total da associacdo de molas. E facil ver que:

X=X+ x;

Portanto:
F =kegx = F = keg(x1 + x3) = keq (k£+k£>
1 2
Concluindo:
F=kw(f~+fj=>1=km(3~+3)
ki ko ki ko

Finalmente:

1 1 1

keg ki ks

Voltando entdo a pergunta original, sobre o corte da mola, vemos que a associacdo de duas molas

iguais de constante k em série equivale a uma mola apenas de constante:

1 1.1, _k
keq k k7772

Ou seja, uma mola inteira tem constante eldstica que é metade da constante elastica de sua metade.
Reciprocamente, a metade da mola tem constante eldstica que é o dobro da constante eldstica da mola
inteira. Concluindo:

k' = kmetadze = 2 kmota
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Um pedaco de uma mola é mais duro que a prépria mola.

Esse resultado esta de acordo com o comportamento esperado:

k 1
(x —
N
para molas helicoidais com N voltas, ja que cortar a mola ao meio equivale a produzir duas molas com N/2

voltas e, portanto, duas molas com o dobro da constante de mola da mola original.
9.8 Exercicios propostos

ER 9.1) Calcule o comprimento (em metros) do barbante de um péndulo simples para que ele oscile em MHS

com periodo T=10s.

ER 9.2) Calcule a massa (em kg) de um oscilador bloco-mola cuja mola possui kK = 5 N/m para que ele oscile

em MHS com periodo T=10s.

ER 9.3) Calcule o comprimento de uma haste fina e reta para que ela oscile (pendurada) em torno de um eixo

gue passa por uma de suas extremidades como um péndulo fisico em MHS com T=10s.

ER 9.4) Um oscilador bloco-mola (bloco com M=0,1 kg) oscila em MHS com amplitude A=0,03 m apds receber

a seguinte condig¢do inicial em seu movimento:
Xo=0010m e V,=-0,10m/s

a) Calcule a frequiéncia w das oscilagdes (em rad/s).
b) Calcule a constante de mola.
c) Calcule a equagdo horéria x(t) da posi¢do do bloco (x em metros).

d) Calcule a velocidade maxima do bloco (em m/s).

ER 9.5) Um péndulo simples oscila em MHS com amplitude A=0,030 m apds receber a seguinte condi¢do
inicial em seu movimento:

Xo=0010m e V;=010m/s

a) Calcule a frequéncia w das oscilagdes (em rad/s).
b) Calcule o comprimento do barbante do péndulo (em metros).
c) Calcule a equagdo hordaria x(t) da posigdo horizontal da particula (x em metros).

d) Calcule a velocidade maxima da particula (em m/s).

ER 9.6) Uma haste fina e reta oscila (pendurada) em torno de um eixo que passa por uma de suas
extremidades como um péndulo fisico em MHS com amplitude ® = /10 rad apds receber a seguinte

condicdo inicial em seu movimento:
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6, =m/30rad e Qu=mrad/s

a) Calcule a frequéncia w das oscilagdes (em rad/s).
b) Calcule o comprimento da haste (em metros).
c) Calcule a equacgdo hordria 6(t) da posi¢do angular da haste (8 em radianos).

d) Calcule a velocidade angular maxima da haste (em rad/s).

ER 9.7) Calcule a razdo h/A entre a altura maxima que a particula de um péndulo simples em MHS sobe (em
relacdo a sua posicdo mais baixa) e a amplitude desse movimento. Considere que o comprimento do barbante
é L. Convenca-se de que essa razao é muito pequena no MHS, o que justifica a ideia de que a particula oscila

basicamente na horizontal (y=0).

ER 9.8) Um oscilador bloco-mola (bloco com M=0,10 kg) oscila em MHS de acordo com a seguinte equagao
horaria da posi¢cdo (em metros):

x(t) = 0,020 cos(3,0t + 1)

a) Calcule a constante de mola (em N/m).
b) Calcule a equagdo horaria V(t) da velocidade do bloco (em m/s).
c) Calcule a energia potencial eldstica maxima armazenada na mola (em joules).

d) Esboce um grafico de x(t) X t.

ER 9.9) Um péndulo simples é formado por uma bolinha pendurada em um barbante leve. A bolinha estava
inicialmente parada em sua posicdo mais baixa e recebe um peteleco que imprime nela uma velocidade de

0,30 m/s. A bolinha passa a oscilar em MHS com frequiéncia f = 1,50 Hz.

a) Calcule a amplitude do movimento (em metros).

b) Repetindo o experimento com velocidade inicial de 0,2 m/s, calcule a nova freqliéncia e a nova amplitude.

ER 9.10) Considere um oscilador bloco-mola amortecido no caso critico, com a condicdo inicial mais simples
correspondente a ¢ = 0 (conforme discutido no texto). Calcule o tempo (em segundos) que leva para a

energia mecanica no sistema cair a metade do seu valor inicial. Considere M = 1,0 kge k = 100 N/m.

ER 9.11) Um reldgio possui um oscilador bloco-mola angular formado por uma mola espiral de constante de
tor¢do k = 0,010 Nm/rad e por um volante que é um pequeno disco de massa M=10 g e raio R=1 cm. Calcule

quantos ciclos o oscilador completa em um tempo de 4 s.
9.9 Respostas dos exercicios propostos

ER9.1) =24,8m

ER9.2) = 12,7 kg

Aulas de mecanica classica newtoniana — José Arnaldo Redinz (2021) — Capitulo 9



519

ER9.3) =37,2m

ER9.4) a) = 3,54 rad/s b)=1,25N/m c) = 0,030 cos(3,54t + m/2,55) d) = 0,11 m/s
ER9.5) a)= 3,54rad/s b)=0,78m c) = 0,030cos(3,54t —m/2,55) d) =0,11 m/s
ER9.6) a)15v2/2rad/s b)=0.13m c) (mr/10)cos(15v2/2t —n/2,55) d) 3v2m/4 rad/s

ER9.7) A/(2L) = Op4x/2 (igualamos K(6 = 0) = m g hyax)

x(t)
ER9.8) a)0,90 N/m b)0,06sen(3,0t) c)0,00018) d) T /\

.

ER9.9) a)=0,032m b)1,50Hz e =0,021 m I/ \/
ER9.10) In(2) /(2 wy) =0,035s

ER9.11) =90
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