Q9.1

Seja w a velocidade angular (em médulo) de um objeto rigido que gira em torno de um eixo fixo. Sua
aceleragdo angular (ao longo desse eixo) possui médulo ¢ = dw/dt. Se w = w(t) e a = dw/dt = a(t),
como, por exemplo, se w(t) = K t? com K constante e a(t) = 2 K t, segue que a acelera¢do angular desse
objeto ndo é constante. a) a relacdo v(t) = w(t)r para um ponto desse objeto com raio de giracdo r
(distancia ao eixo de rotacdo) vale, pois essa é basicamente uma relacdo geométrica entre comprimento de
arco [ e angulo 8 em radianos: [ = r 8. Derivando essa relacdo dos dois lados e considerando o raio r
constante obtemos v(t) = r w(t). b) a relacdo atg = 7 a para a aceleragdo tangencial desse ponto vale, pois
é obtida da derivagdo da relagdo anterior: v(t) = r w(t) = dv(t)/dt =7 dw(t)/dt = aig(t) =T a(t).c)a
relagdo w(t) = wy + a t s6 vale se a for constante, pois ela é obtida da integral de dw/dt = a = constante
(é a relagdo andloga a v(t) = vy +at do MRUV). Em geral ndo vale a relagdo w(t) = wy + a(t) t. d) a
relagdo a;y =71 w? n3o vale nunca. H4 uma confus3o entre a aceleracdo tangencial (ao longo do circulo) Arg
com a aceleragdo centripeta d..,, (a0 longo do raio). E verdade que a., = v?/r = r w? (dado que v = w 1)
para um ponto desse objeto com raio de giragdo r (distdncia ao eixo de rotagdo) e que em geral a ., (t) =
[v(t)]?/r =7 [w(t)]?. e) a energia cinética de rotacio de um objeto que gira é K =1 w?/2 e isso vale

sempre: K(t) =1 [w(t)]?/2.

Q9.2 O momento de inércia de um corpo rigido é dado por:

_ 2
I = zmiri
i

sendo m; a massa e 1; o raio de gira¢do (distancia ao eixo de rotacdo) da particula i que compde esse corpo.

Para corpos macigos continuos, substituimos o somatério por uma integral de volume V, fazendo dm = p dV.

Nessa molécula diatbmica com a forma de um haltere, vamos chamar de r a distancia de cada
particula até a origem (ao longo do eixo y). Se a molécula gira em torno do eixo x (entdo as particulas
percorrem um circulo de raio r centrado no eixo x), segue que os raios de gira¢gdo sdao ambosrel =1, =
(m; + my)r?. A energia cinética de rotagio da molécula girando com velocidade angular w em torno de x
sera:

2 _ 1 2,2
Ki=K==-L w*==(m +my)r‘-w
2 2
a) Se a molécula girar em torno do eixo z (entdo as particulas percorrem um circulo de raio r centrado no eixo
z) nada muda, os raios de giracao das particulas sdo os mesmos: K, = K, para uma mesma w em torno de z.

b) Se a molécula girar em torno de y (as particulas giram em torno delas mesmas) segue que r;, =1, =0 e

I, =(m; + m,)0% = 0, pois as particulas est3o sobre o eixo y. Portanto, a energia cinética de rotac3o dessa

molécula sera desprezivel, para qualquer w:

1
Ky=§1ya)2=0 w?=0
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Note que nossa notagdo Iy, I, K, etc. ndo representa componentes de vetores (como usualmente). Trata-se
apenas de uma forma de associar a grandeza calculada ao eixo de rotagdo especifico (x, y ou z) da rotacao.
Para cada eixo de rotagdo hd um I e uma K. Ambos, I e K sdo grandezas escalares. I, ndo é a componente x
de um suposto vetor I. I, é o I para o caso especifico em que o eixo de rota¢do do corpo é o eixo que

chamamos de x.

Q9.3

Aceleracdo é taxa de variacdo da velocidade ¥: @ = dv/dt. Se a velocidade muda com o tempo, entdo
ha aceleragdo. Considere um ponto P qualquer que pertence a um corpo rigido que gira em torno de um eixo
fixo, mais especificamente um ponto que esta fora do eixo de rotacdo, ou seja, um ponto que possui um raio
de giracdo (distancia ao eixo de rota¢do) r # 0. Qual o movimento desse ponto? Ele percorre um circulo de
raio r centrado no eixo de rotac3o. Portanto, a velocidade ¥ desse ponto é sempre tangente a esse circulo:
movimento circular. Essa velocidade ¥ muda de dire¢3o? Sim, isso ocorre em qualquer caso e para que isso
ocorra esse ponto P deve ter uma aceleragio centripeta (radial) d,e;, cujo médulo é a.e, = v?/r = w?r . Essa
velocidade ¥ muda de médulo (fica maior ou menor)? Talvez. Se a velocidade angular w do corpo mudar no
tempo, ou seja w = w(t), segue que v =wr = w(t)r também muda e para que isso ocorra esse ponto P
deve ter uma aceleragdo tangencial (paralela a trajetéria circular) &tg, cujo modulo é a;y = dv/dt =
r dw/dt = r a. Concluindo, sempre hd uma d.,,, mas pode haver ou ndo uma &tg, dependendo do caso, se a

velocidade angular w do corpo que gira é constante (ndo ha) ou ndo (ha).

Ja tivemos oportunidade de discutir a diferenca entre essas aceleragées. c‘itg é a aceleracdo paralela a
velocidade no movimento circular e é responsavel pela variagdo no médulo de U. Por sua vez, dge, € a

aceleracdo ortogonal a velocidade no movimento circular e é responsavel pela variacdo na direcdo de 7.

Q9.9 O momento de inércia de um corpo rigido é dado por:

- 2
I = Zmiri
i

sendo m; a massa e 1; o raio de giragdo (distancia ao eixo de rota¢do) da particula i que compde esse corpo.

Existem infinitos eixos possiveis de rotacdo para um corpo qualquer e ndo ha como imaginar um caso
em que desenhamos um eixo qualquer na vizinhanca de um corpo (simplesmente tracando uma reta) e

sempre obtemos os mesmos raios de giracao para suas particulas e o mesmo momento de inércia.

Por outro lado, se s6 podemos considerar eixos que passam necessariamente por um mesmo ponto
especifico, ja podemos imaginar um corpo que terd sempre o mesmo momento de inércia, para qualquer eixo
de rotacgdo. Considere uma distribuicdo esférica de massa (macica ou do tipo casca) e todos os (infinitos) eixos
possiveis que passam pelo centro dessa distribuicdo. No caso mais simples, de uma casca esférica fina de raio
R e massa M, o momento de inércia serd sempre I = 2/3 M R? (ver tabela 9.2), para qualquer eixo de rotagio

que passa pelo centro da casca. Apenas para ilustrar, esse valor de I é obtido da seguinte forma:
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Primeiramente tomamos o limite do continuo:

I=2miri2—> f r2dm
7

casca

Na Figura ao lado o quadradinho cinza representa um fragmento infinitesimal da casca N
esférica, de massa infinitesimal dm. O raio de giracdo desse fragmento é v = R sen(0) e isso

vale para qualquer fragmento. O fragmento é uma casquinha de drea infinitesimal dA =

AN AN

R? sen(8)dAd¢ (em coordenadas esféricas) e massa dm = p dA, sendo p a densidade de

massa da casca (por unidade de area). Portanto:

T 21
I = f r’dm = f [R sen(8)]? p R? sen(8)dOd¢p = p R* f[sen(G)]3d9 f d¢
casca casca 0 0
Concluindo:

4 2 2 2 2 2
I'=pR*(4/3)(21) =3 (p 4m R*) R* = MR

Esse é o momento de inércia em relagdo a um eixo de rotacdo qualquer que passa pelo centro de
massa da casca. O momento de inércia ndo é uma propriedade intrinseca de um corpo (como sua massa), pois

ele depende do eixo de rotagao arbitrario em torno do qual esse corpo gira.

Q9.10 Um volante é basicamente um disco, ou uma roda, que gira juntamente com o eixo de rotacdo de uma
magquina. Ele pode ser pensado como um simples acumulador de energia cinética de rotagdo. O momento de

inércia de um corpo rigido qualquer é dado por:

I = z m;rf
i

sendo m; a massa e 1; o raio de giracdo (distancia ao eixo de rotagdo) da particula i que compGe esse corpo.
Para minimizar o peso do corpo devemos reduzir as massas m;. Por outro lado, se queremos maximizar I,
devemos aumentar os raios de giragdo 7; dessas massas. Portanto, um volante leve com grande momento de
inércia deve basicamente concentrar sua massa o mais longe possivel do eixo de rotacao.
Olhando na tabela 9.2 (ver ao lado) L |
1= SMR+Ry) 1= sMR? 1= MR
podemos ver que se fizermos um volante

que é apenas um disco com a massa M

distribuida uniformemente (figura central),

seu momento de inércia serd I = 1/2 M R?.
Na primeira figura, se mantivermos o raio
maior R, = R e concentrarmos a massa mais na periferia, produzindo uma casca cilindrica (cilindro oco), o
momento de inércia cresce para I =1/2M R?>+1/2 M R% (o volante teria que ficar um pouco mais longo

para ter a mesma massa, mas note que I ndo depende do comprimento do cilindro). Na terceira figura, se
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mantivermos o raio maior R, = R e concentrarmos ainda mais a massa na periferia, produzindo uma casca
cilindrica fina, o momento de inércia cresce paral = 1/2 M R? + 1/2 M R?> = M R? (o volante teria que ficar
um pouco mais longo para manter a massa M). Dessa forma, concentrando a massa na periferia de raio R

vamos obtendo volantes de mesmo raio (externo), mesma massa e momento de inércia cada vez maior.

Q9.12 A mesma figura mostrada na questdo anterior ja responde essa pergunta. O eixo de rotagdo em
consideracdo aqui é o mesmo que estd definido na figura, um eixo coaxial que passa pelo CM do cilindro.

O maximo que podemos fazer é transformar esse corpo cilindrico em uma casca cilindrica fina de
massa M e raio R, cujo momento de inércia é I = M R?. Qualquer outra distribuicio de massa, que aproxime

as massas do eixo de rotagdo, vai levar a um momento de inércia menor.

Q9.18

Seja Ipp;, 0 momento de inércia dessa polia esquisita. Esse momento de inércia é a composi¢ao dos
momentos de inércia de suas partes:

_ 2 _
Ipoy, = Z m;1" = Irampor + 4 lyaste + 4 lpora
POLIA

sendo Ir4ypor © Momento de inércia do tambor, Iy 457 © momento de inércia de uma haste (os raios) que
gira em torno de um eixo que passa por uma extremidade e Igz5.4 0 momento de inércia de uma pequena bola
(uma particula) fixada na extremidade de uma haste. Se o tambor é um cilindro macico de massa M; e raio R,

uma haste (raio) possui massa M, e comprimento r e uma bola possui massa Mj, segue que (da tabela 9.2):

1 2 1 2 2
IPOL =5M1R +4§ Mhr +4MbT'

Note que se aproximamos as bolas do eixo de rotagdo, diminuimos o valor de r em Ig5;4 € diminuimos o

momento de inércia Ipy;, da polia.

Para determinar a velocidade V da caixa apds ela cair uma altura d podemos usar o teorema do
trabalho energia para o sistema caixa+polia. Na posicdo inicial A do sistema: Kcgixq = 0, Kpoiia =0 €
Uy, =m g d, sendo m a massa da caixa. Na posi¢do final B do sistema, em que a caixa ja esta com velocidade
V e a polia gira com velocidade angular w: K.4ixq = m V?/2, Kpotia = 1/2 IpoLw? e Uy = 0. Da conservagdo

da energia (auséncia de atritos):
E(A)=E(B)>0+0+mgd =mV?/2+1/2Ipg,w?* + 0

Para determinar V falta ainda impor o vinculo entre o movimento de translacdo da caixa e o movimento de
rotacdo da polia. Vemos que a corda leve impde o vinculo de que se a caixa cai uma altura d, a periferia do
tambor (de raio R) deve girar um arco de mesmo comprimento d. Portanto, a velocidade linear periférica do

tambor, w R, deve serigual a V. Concluindo:
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2mgd

vz 1 vz 1 <V2
m + Ipo,/R?

mgd = m—+ =Ipg w? > mgd =m—+=1 —) =>V=
9 5 T 5lPoL 9 5 TolPoL\p
Portanto, se as bolas se aproximam do eixo da polia, Ipy;, diminui e V aumenta. A ideia basica é que a energia

potencial gravitacional inicial da caixa é convertida em energia cinética da caixa e da polia. Se a polia possui

momento de inércia menor, ela tera menos energia cinética e sobrara mais energia cinética para a caixa.

Q9.21

A Figura ao lado ilustra essa roda que gira em torno de um eixo ortogonal ao plano \
da pagina que passa pelo seu centro com velocidade angular w(t) que cresce no

tempo com uma taxa constante, ou seja, a roda possui uma aceleragdo angular a 3 A
constante. R

a) Qualquer ponto dessa roda (fora do eixo de rotacdo) descreve uma trajetoria
circular com um raio de giragdo (distancia ao eixo de rotacdo) 0 < r < R. Parao ponto Avaler = R e parao
ponto B vale r = R/2. A velocidade de rotagdo w (velocidade angular) é a mesma para todos os pontos da

roda (todos os pontos ddo a mesma quantidade de voltas no mesmo tempo): w4 = W = Wropa-

b) A velocidade linear (tangencial, com que ele percorre o arco de circulo) de um ponto em movimento circular
deraior é v = wr.Como a velocidade de rotagdo w é a mesma para todos os pontos da roda (item a), segue
que vy, = w R >vg =wR/2. O ponto A percorre um circulo maior no mesmo tempo e deve ter, portanto,

velocidade linear maior.

c) Como a velocidade de rotagdo w é a mesma para todos os pontos da roda, segue que ¢ = dw/dt também
é: @y = ap = Apppa-

d) A aceleracdo tangencial (ao longo do arco de circulo) de um ponto em movimento circular de raio r é
arg = dv/dt.Comovy = w R = atgg =dvy/dt =aRevg = wR/2= a;gp = dvg/dt = a R/2. Portanto:
Arga > Argp- S€ a rotagdo da roda acelera, o ponto A deve acelerar mais ao longo do circulo, pois ele percorre

um circulo maior.

e) A aceleragdo radial (centripeta) de um ponto em movimento circular de raio 7 é a,.,, = w?r. Como a
velocidade de rotacdo w é a mesma para todos os pontos da roda e para o ponto A vale r = R e para o ponto

Bvale r = R/2, segue que Agena = W2R > Aponp = W2R/2.
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