E/P22.1: —

=

o
Considere um campo elétrico uniforme no espago E = Ey X (um

3y

campo uniforme é aquele que assume o mesmo valor, médulo, direcao e

sentido, em todos os pontos do espaco). Nessa regido do espago ha uma 7
folha de papel plana de area A, cuja direcdo normal 7 forma um angulo 6 /—»

comE. A Figura ao lado ilustra essa ideia (setas de E vermelhas). A folha

de papel é uma superficie aberta de drea A. O conceito de fluxo ¢p de um campo vetorial se aplica a superficies
abertas ou fechadas. A lei de Gauss, em particular, se refere ao fluxo ¢p do campo elétrico E somente em

superficies fechadas. Aqui ndo estamos utilizando a lei de Gauss.

a) O fluxo de E (note que E e 0 sdo constantes em S) através da superficie aberta S (a folha de papel) é:

¢ = E-AdA=| Ecos(8)dA =Ecos(9) | dA =Ecos(d) A
JErnaas] l

b) Na nossa figura acima desenhamos uma folha retangular, por conveniéncia, mas

l
esse resultado para o fluxo ¢ independe da forma do contorno da folha, depende P
apenas do fato da folha ser plana e de area A. A folha poderia ter a forma “maluca” i
(plana e de area A) representada ao lado e o fluxo seria o mesmo.
c) Tendo em vista que ¢ = E A cos(6), vemos que para E e A fixos, o dngulo
—_—
6 que d3 o fluxo maximo é aquele para o qual cos(8) = 1, ou seja, 8 = 0. Isso yA A
—t
corresponde a um campo E que “fura” a superficie S ortogonalmente em 'E
todos os pontos de S: ¢ ax = E A. A Figura ao lado ilustra essa situagdo em > 6=0
que S foi girada até ser atravessada ortogonalmente por E (E e 7l paralelos X
—_—

entre si).

O fluxo minimo (pensando que ¢ pode ser positivo ou negativo) seria
dado pelo caso 8 = 180° (7 rad) e ¢y = E Acos(r) = —EA. Nesse caso o
campo E “furaria” a superficie S ortogonalmente em todos os pontos de S,

mas a seta da normal 71 estaria invertida, apontando ao longo de —x (note

gue as duas normais 1 e —f sdo igualmente validas para uma superficie

aberta e a escolha é arbitrdria. Somente para superficies fechadas devemos

sempre escolher fi apontando para fora da superficie, por convengio).

A Figura acima ilustra essa situacdo em que S foi girada até que 7 ficasse oposto ao campo E.
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Finalmente, o fluxo seria nulo no caso 8 = 90° (/2 rad), —> 7l
pois cos(m/2) = 0. Nesse caso o campo E tangenciaria a superficie 1 o =m/2
S em todos os pontos de S e ndo haveria fluxo através de S. A Figura S E
ao lado ilustra essa situacdao em que S foi girada até que E ficasse :x
_—

= =
tangente a S (E e 7l ortogonais entre si). Um campo E que tangencia Z
uma superficie S em todos os pontos dessa superficie ndo “fura” a

superficie e possui, portanto, fluxo ¢ = 0 em S.

E/P22.3:

Considere uma carga pontual g. Sabemos que esta carga pontual gera em sua vizinhanga um campo elétrico

radial dado por: o q . N
E = kr_zr ‘\\~ n ,”/E‘)v

sendo r a distancia (raio) até a carga

pontual e # um vetor unitdrio ao longo do

(72)

raio que nasce em ¢ (apontando no sentido [
do crescimento do raio). A Figura ao lado
ilustra algumas setas do campo E, para

uma carga q positiva. Conhecemos o valor E(R) em um dado raior = R.

A Figura mostra também uma superficie fechada S com a forma de uma casca esférica de raio R
arbitrario (note, ndo é um circulo, é uma casca esférica no espaco tridimensional com a carga g em seu centro,
como se fosse um baldo esférico que tem g no centro, mas trata-se de uma superficie imaginaria). i é um
campo de vetores normais a essa superficie, apontando para fora dela. Nao é dificil obter o fluxo do campo

elétrico através de S:
¢=j£ E-idA= 55 k%f-fdA=j§ kL dA = kizf dA=k— 4mR?=4mkq
s s T s T R% Jg R
Levamos em conta que a dire¢do normal a superficie da esfera é a direcdo radial, ou seja: i = . Como

k=1/4me,,segue alei de Gauss que ja conhecemos: ¢ = q/¢,.

a) No presente exercicio esta dito que a intensidade de E sobre a superficie da esfera de raio R é:
q
E(R) = kﬁ = 1,25 x 10® N/C
e que R = 0,150 m. Portanto:

¢ = E(R)4m R? = 3,5 x 105 Nm?/C
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b) Segue que, da lei de Gauss:

¢=£i=>q=go¢ =3,1x1076 C
0

Poderiamos também obter o valor de g diretamente da lei de Coulomb, pois:

2

q R

E(R) = ko3

R
Concluindo: o fluxo do campo E de uma carga pontual g através de uma superficie gaussiana esférica

de raio r = R (superficie S) que contém essa carga é ¢ = q/&,. Isso vale mesmo que a carga pontual ndo

esteja no centro de S. Se g estd no centro de S, entdo o campo E possui mddulo constante (E(R)) em S e vale

também ¢ = E(R)4m R?. Portanto, para essa superficie particular vale a igualdade:

¢ = E(R)4m R? = 4
€o

' /
. A
E/P22.4: iy

Considere um campo elétrico ndo-uniforme no espaco E(x, z) (um campo E

nao-uniforme é aquele que assume valores diferentes, mddulo, direcdo e/ou -—%

sentido, nos diferentes pontos do espago). O campo é dado por: / ’
o . . A3 X
E(x,z)=-KixX+K,z2 //

com K; e K, constantes positivas. Colocamos nessa regido do espago uma 2

superficie fechada (imaginaria) cubica de lado L, com um vértice na origem, de acordo com a Figura acima.

Mostramos algumas setas de E (x, z) (em vermelho) e algumas setas de 7 nas faces do cubo. Note que as setas

A~

de E(x, Z) ndo possuem projegdo (componente) ao longo de y. Note também que na face 1 vale i =, = .
Na face 2 vale i = i, = X e assim por diante. Vemos que a face 1 esta na posigdo (no plano) y = L e a face
oposta estd na posi¢do (no plano) y = 0. A face 2 estd na posi¢do (no plano) x = L e a face oposta estd na
posicdo (no plano) x = 0. Finalmente, a face 3 estd na posi¢cdo (no plano) z = L e a face oposta esta na

posicdo (no plano) z= 0.

Para calcular o fluxo de E(x, z) através de S (superficie fechada) podemos calcular separadamente o

fluxo através de cada face do cubo (superficies abertas). De fato, sendo a integral uma soma:
¢ = ff E(x,z)-AdA = f E(x,z) - AdA+ -+ f E(x,z)-AdA
S

FACE 1 FACE 6

Na face 1:
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E(x,z)-AdA = fﬁ(x,z)-;?dA= j[—lef+Kzzé]-ydA=0
FACE 1 FACE 1 FACE 1

posto que X -y = Z - § = 0 (vetores ortogonais entre si). O campo E (x, z) apenas tangencia a face 1. A mesma

ideia vale para a face oposta. Isso pode ser visto facilmente na figura acima.
Na face 2:
Bx,z)-ndA = j Bx=17) %dA= f [—K, L% +K,22] %dA = f [—K, L]dA
FACE 2 FACE 2 FACE 2 FACE 2

postoqueX-X =1eZ-X = 0. Portanto:

f E(x,z)-AdA = f [—K, L]dA = —K, L f dA=-K,LA=—-K, LI*=—K, I3
FACE 2 FACE 2 FACE 2

Analogamente, na face oposta a face 2 vale:

E(x,z)-AdA = f E(x=0,2)- (%) dA = f [-K, 0%+ K,z2]- (—2)dA=0
FACE 02 FACE 02 FACE 02

o
A componente de E(x,z) que “furaria” esta face seria a componente x, mas esta componente se anula nesta

face do cubo, posto que esta face esta em x = 0.
Na face 3:

E(x,z) -fidA = fE(x,z:L)-édA: f[—K1x3?+K2LZ“]-2dA= f[KZL]dA
FACE 3 FACE 3 FACE 3 FACE 3

postoqueZ-Z=1eX-Z = 0. Portanto:

fﬁ(x,z)-ﬁdA: f[KzL]dA=K2L fdA=K2LA=K2LL2=K2L3
FACE 3 FACE 3 FACE 3

Analogamente, na face oposta a face 3 vale:

E(x,z)-AdA = f E(x,z=0)-(-2)dA = f [-Kyx24+K,02]-(=2)dA=0
FACE 03 FACE 03 FACE 03

A componente de E(x,z) que “furaria” esta face seria a componente z, mas esta componente se anula nesta

face do cubo, posto que esta face estd no plano z = 0.

Concluindo, o fluxo de E através da superficie fechada S é:
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¢ = 3( E(x,2) -AdA=—K, L3 +K, L3 = (K, — Ky)L3
S

Como ha um fluxo ndo-nulo através dessa superficie cubica S, podemos concluir, dada a lei de Gauss,

que ha um saldo de carga elétrica dentro de S. Essa carga q;yr é dada por:

¢=3§E(x,z)-ﬁdA=qﬂ
S 80

Portanto:

qint = &o(Kp — K1)L3

E/P22.7:

O enunciado estd um tanto confuso. Carga elétrica estd T casca
lateral

Ty

distribuida em uma linha reta infinita (um fio com densidade

de carga linear uniforme A). Uma superficie imaginaria fl

cilindrica de raio R e comprimento L, coaxial a linha, abraca

>

l

essa linha (a superficie é imaginaria, existe apenas no mundo

das ideias). Ndo ha carga na superficie, posto que ela é
tampal tampa 2

imagindria. As cargas estdao concentradas na linha reta. . .
g g (disco) (disco)

O campo elétrico produzido por uma linha reta infinita

(coincidente com o eixo z) com densidade de carga elétrica uniforme A é dado por:

A

[
2mey s

>

sendo s o raio das coordenadas cilindricas (distdncia ao eixo z, ou a linha carregada) e § o vetor unitario ao

longo desse raio, apontando no sentido do crescimento do raio. A Figura acima ilustra algumas setas do campo

E (para A > 0). Tente imaginar essas setas no espaco 3D, definidas em todos os pontos do espaco, apontando

na direcdo radial § que passa por cada ponto. Em mdédulo, o campo decai com 1/s.

A Figura mostra também uma superficie fechada S com a forma de uma “lata” cilindrica (uma casca
cilindrica lateral (CL) de raio R e comprimento L e duas tampas (T1 e T2) que sdo discos de raio R). 1 é um
campo de vetores normais a essa superficie (setas azuis), apontando para fora dela. A “lata” é coaxial a linha

carregada. Note que na casca cilindrica lateral (CL) i = §, natampa 1 (T1),7 = —Zenatampa 2 (T2), 7 = Z.

Nao é dificil obter o fluxo do campo elétrico (gerado pela linha carregada) através de S. A ideia é que a

superficie cilindrica fechada (S=lata) pode ser decomposta em trés superficies abertas que se colam através de
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suas bordas: S=lata=CL+T1+4T2. Como a integral é uma operacao linear, segue que o fluxo na lata é a soma dos

fluxos em CL, em T1 e em T2. Portanto:

- A o A o
(],’):% E-ndAz% —s-ndAzjg —— §$'dA =
s s

2meg s T14724cL 2T &0 S

A A A
=f —§'(—2)dA+f —§-idA+f ——— §-5dA
71 2TES 72 2T ES cL2MES

Fazendo os produtos escalares, lembrando que § - Z = 0, pois eles sdo ortogonais entre si, obtemos:

= A dA = A fdA— A 2 RL—AL
¢= cL2meys  2meR Joy mRET

S6 ha fluxo de E na casca cilindrica (CL), pois o campo Eeé tangente as tampas da superficie gaussiana. Esse é o
resultado que ja conhecemos da lei de Gauss, pois A L é a carga elétrica da linha carregada que esta contida no
interior da superficie S, que tem comprimento L. De fato, essa superficie engloba dentro dela um segmento de

linha carregada de comprimento L e, portanto, de carga elétrica q;yr = AL. Concluindo:

¢=q’ﬂ=/1_l’

€o =)

a) O enunciado informaque R = 0,25m,L =0,4me A =6 uC/m = 6 X 10~° C/m. Obtemos o fluxo:

AL
¢:g—52,7x105Nm2/C
0

b) Se aumentarmos o raio R nada muda no fluxo, pois ele sé depende da carga interna (1 L) e da constante &;.
Aumentando R aumentamos a superficie, mas o campo elétrico sobre essa superficie fica mais fraco. O fluxo
ndao muda, pois o aumento da drea da superficie gaussiana é compensado pela reducdo na magnitude do
campo elétrico sobre essa 4rea. Resumindo, o campo decai com 1/r e a area lateral de S cresce com r.

Portanto, o fluxo independe de r.

c) Se esticarmos a superficie S, aumentando L, vai haver mais carga elétrica no interior dessa superficie e o
fluxo do campo elétrico em S vai aumentar. Aumentando L aumentamos a superficie S, mantendo a mesma
intensidade do campo elétrico em S, o fluxo aumenta. Resumindo, o campo ndo depende de L (nem poderia,
pois L é propriedade de uma superficie imaginaria) e a area cresce com L. Portanto, o fluxo cresce com L.

Tudo se resume em:
AL
€o

¢

O fluxo do campo elétrico nessa superficie cilindrica S que consideramos aqui ndo depende do raio R e é

proporcional ao comprimento L da superficie S.
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E/P22.11: Considere uma regido do espaco onde existe um campo elétrico uniforme E = E, (um campo
uniforme em uma regidao do espaco é aquele que assume o mesmo valor, médulo, direcdo e sentido, em todos

os pontos dessa regido).
a) Vamos mostrar que ndo ha excesso de carga em nenhum ponto dessa regido, ou seja:
p(P) = 0 para todo ponto P nessa regio.

p é a funcdo densidade de carga (C/m®) definida para distribui¢des de carga densamente concentradas em um
volume do espaco.
Considere uma superficie S fechada que engloba o ponto P. Da lei de Gauss, o fluxo de E através da

superficie S é o excesso de carga dentro dela:

) 1
¢5=3§E-ﬁdA=q’ﬂ=— pdv
€o €o
S

Nessa expressdo acima o volume V é o volume dentro de S e a integral da fungdo p nesse
volume deve dar exatamente a carga elétrica total contida dentro de S, ou seja, q;yr. A Figura
ao lado ilustra essa ideia (tente imaginar essa Figura em 3 dimensdes): o ponto P é englobado
pela superficie fechada S (em vermelho) que delimita um volume V (em cinza). Note, S ndo é

uma curva, é algo como um baldo que envolve o ponto P, mas apenas uma superficie imaginaria.
Tudo que tempos que fazer agora é reconhecer que se E é uniforme, E = E,; com E; uma constante, entdo
S S
o
qualquer que seja a superficie S. Isso é verdade porque, sendo E; uma constante:

fﬁo-ﬁdA=Eo-j£ﬁdA=Eo-o=o
S S

Poderiamos provar que 955 fndA = 0 para qualquer superficie fechada S, mas preferimos contar com a

razoabilidade desse resultado. De fato, ao fazer a soma 955 71 dA estamos somando vetores fi em todas as

direcGes e eles se anulam mutuamente.

Conclusdo, da lei de Gauss:

-

S

Ty

"fidA =

N ——
S |
S
Q
o~
Il
o
Il

‘S

=

ﬂ
Il

| —

—
©
QU
<

Portanto:
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jpdV=0
4

para qualquer superficie fechada S que engloba o volume V nessa regido do espaco. Dai, s6 podemos concluir
que vale p = 0 em todos os pontos dentro de S, ou seja, p(P) = 0 para todos os pontos P nessa regido do
espaco onde existe (apenas) um campo elétrico uniforme. Nao ha nenhum excesso de cargas nessa regido do

espaco.

b) Suponha agora uma regido do espago onde vale p(P) = 0 para todos os pontos P nessa regido, ou seja, ndo
ha nenhum excesso de cargas nessa regido do espaco. Podemos concluir que se ha campo elétrico nessa

regidao entdo esse campo é uniforme?

A resposta é nao e é facil mostrar exemplos que confirmam isso. Considere uma regiao do espag¢o na
vizinhanga de uma carga pontual g no vacuo. Nessa regido, como ja afirmamos, ndo ha nenhuma carga, é o
vacuo. Mas, nessa regido ha o campo elétrico dessa carga pontual, que

é dado por: S

<@

= q .

F = mer?
A Figura ao lado ilustra essa ideia, em que a regido que estamos
considerando esta delimitada pela superficie fechada imaginaria S
(tente imaginar essa Figura em 3 dimensdes, ndo é uma curva, é algo como um baldo delimitando uma regido
na vizinhanga, vazia, de g). Ndo ha cargas dentro de S (a carga q estd longe de S) e, no entanto, dentro da
regido delimitada por S hd um campo elétrico ndo-uniforme (ndo-constante), o campo elétrico de q (setas
azuis), que esta definido em todo o espaco. Portanto, vale p(P) = 0 para todos os pontos P nessa regido e o

campo elétrico que existe nessa regido ndo é uniforme.

Da lei de Gauss, podemos mostrar que para qualquer superficie fechada S’ dentro de S vale:
5 1 1
b, = fE-ﬁdA:"ﬂ=—fpdv=—f 0dV =0
€o €o €o
St 14 1%

mesmo com o campo E sendo ndo-uniforme.

Concluindo: em uma regido do espaco onde E é uniforme ndo ha nenhum excesso de cargas. Trata-se

de uma regido eletricamente neutra. Se houvesse algum excesso de cargas nessa regidao haveria uma alteragao
—

no campo E, ele deixaria de ser uniforme. Em uma regidao onde nao ha nenhum excesso de cargas, uma regido

eletricamente neutra, o campo elétrico E ndo tem que ser uniforme. Por exemplo, na vizinhanca de uma carga

pontual, onde h3, por hipétese, apenas o vacuo, existe o campo E da carga pontual e este campo esta longe
de ser uniforme. Ele tem mddulo, dire¢do e sentido que dependem do ponto do espaco.
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E/P22.20:
Trata-se do mesmo sistema do exercicio 22.7. Uma linha carregada com uma densidade de carga uniforme A1

(C/m) ao longo de toda sua extensdo. O campo elétrico na vizinhanca dessa linha (estendida sobre o eixo z) é:

A

Pt
2meEyS

>

sendo s o raio das coordenadas cilindricas (distdncia ao eixo z ou a linha carregada) e § o vetor unitario ao

longo desse raio, apontando no sentido do crescimento do raio.

O enunciado informa que quando s =5, =0,4 m, o campo elétrico possui magnitude E, = 840 N/C.

Portanto:
A

Ep=—
0 2”8050

> A1=Ey2meysy =187 x10"8C/m

A carga elétrica em um segmento de linha de comprimento L =2 cm (0,02 m) é:
q=AL=20,02=3,74%x10"1 C
Poderiamos resolver este exercicio utilizando o conceito de fluxo do campo elétrico. Da lei de Gauss:

¢ = qiNT

€o

Na discussdao do exercicio anterior (22.7) percebemos que para uma

dAy | E
superficie gaussiana (em verde) do tipo “lata” cilindrica, coaxial a linha
carregada (ver Figura ao lado) sé ha fluxo do campo elétrico na superficie R/ \ " __,‘,f"
lateral, de darea A = 2 m R L (sendo R o raio da lata e L seu comprimento). MT = L . —
Nas tampas da lata vale E-A =0 e ndo ha fluxo (campo tangenciando). “— | —

Como o mddulo do campo elétrico sé depende da distancia a linha e sobre E,
essa superficie lateral esse médulo é constante (pois ela é equidistante da
linha), digamos E(R), segue que:

¢=ER)2mRL

Portanto, da lei de Gauss, a carga elétrica em um segmento de linha de comprimento L, interior a essa
superficie gaussiana é:
¢=E(R)2nRL=q;ﬂ:> gt = E(R)2megRL
0

Trata-se do mesmo resultado que obtivemos acima se lembrarmos que:

ER) = ———
() 27T€0R
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A vantagem dessa ultima forma de resolver é que ndo precisamos lembrar desta expressdo para E, precisamos
saber apenas que o campo elétrico é constante sobre a superficie lateral de uma “lata” coaxial a linha

carregada (uma simetria do sistema) e assumir a validade da lei de Gauss.

E/P22.23: Uma casca esférica condutora (de metal) de raios a e b (b > a) possui uma densidade de carga
elétrica superficial uniforme g4 > 0. Uma carga elétrica —q vai ser introduzida na parte oca da casca (uma

cavidade).

Note que antes de a carga —q ser introduzida na cavidade, os excessos de carga estdo concentrados

simetricamente na superficie externa da casca condutora. Isso significa que g, esta distribuida uniformemente

;. . . ant
na superficie externa (de raio b) da casca, ou seja, ot

ext = 0a-Anotagdo gt

ext _ Significa a densidade de carga

superficial na superficie externa da casca esférica antes de se introduzir uma carga na parte oca da casca (que

vai ser feito em seguida). Note que o @nt

me = 0, ou seja, ndo ha nenhuma carga depositada na superficie

interna da casca (a superficie da cavidade). Para provar que ndo ha cargas na parede interna da casca (de raio

a) usamos apenas a lei de Gauss e o fato de que, no equilibrio eletrostatico, E = 0 no interior do condutor.

Portanto, se abragcarmos a cavidade com uma superficie gaussiana toda contida dentro do material condutor,

- —
ndao ha fluxo de campo elétrico nessa superficie, pois E = 0 em todos os pontos dela. Da lei de Gauss,
concluimos que a carga total dentro dessa superficie é nula. Segue que ndo ha nenhuma carga na parede da

cavidade, que é o Unico lugar onde os excessos de carga dentro dessa superficie gaussiana poderiam estar.

Podemos calcular a carga em excesso 0 que existe na casca condutora, pois se g4 é uniforme (por

simetria) segue que:

Q= fae(;?t)dA=aA fdA=0AA=0A4nb2

SUP.b SUP.b

sendo SUP. b a superficie esférica de raio b (cuja area superficial ¢ A = 4 m b?).

a) Ao introduzir a carga —q no interior da casca, ou seja, na cavidade, uma carga +q vai ser atraida para a
superficie interna da casca (de raio a), para produzir o equilibrio eletrostatico, ou seja, para anular o campo

elétrico no interior do material condutor. Podemos chamar essa densidade interna de carga, na superficie de

raio a (SUP. a), de Ji(:tep) (dep de depois da introducdo da carga na cavidade). Note que o {ep)

int Nnao precisa ser

uniforme, ela apenas tem que ser tal que:

f O-i(r?tep) dA =q
SUP. a

Note que a posicdo de —q no interior da cavidade nao esta especificada e o resultado acima vale qualquer que

seja essa posicdo. Para provar que ha uma carga +q na parede interna da casca (de raio a) usamos novamente
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— —
a lei de Gauss e o fato de que E = 0 no interior do condutor. Se abragarmos a cavidade com uma superficie

gaussiana toda contida dentro do material condutor, ndo ha fluxo de campo elétrico nessa superficie, pois

=3 —

E = 0 em todos os pontos dela. Da lei de Gauss, concluimos que a carga total dentro dessa superficie é nula.
Havendo —q no interior da cavidade, segue que deve haver g na parede da cavidade, que é o Unico lugar onde
essa carga poderia estar. Isso porque excessos de carga elétrica depositados em condutores se concentram

apenas nas superficies desses condutores, supondo que eles estejam em equilibrio eletrostatico. Se a carga —q

(dep)

for fixada no centro da cavidade, a simetria das cargas se torna mais simples (simétrica) e nesse caso a;,,

fica uniforme sobre a parede da cavidade. Segue também que:

(dep) _ (dep) _ _(dep) _ (dep) _ _ 4
J. Oint dA = q= Oint J. dA = Oint 4m a2 =q= Oint )
SUP. a SUP. a 4ma

Continuando, se q' é a carga que sobra na superficie externa da casca (de raio b) apds a introdugdo de

—q na cavidade, levando em conta que a carga elétrica na casca continua sendo Q, obtemos:
Q=q+q'=2qd =Q—-q=04mb*—¢q

A densidade de carga na superficie externa da casca condutora continua uniforme (por causa da blindagem

produzida pela carga +q na superficie interna) e passa a ser:

(dep) _ q, _ _ q
ext T yppz T %AT gopz
Note que ae(ffp) é sempre uniforme, ndo importa a posicdo da carga —q dentro da cavidade. Isso ocorre

porque a carga +q induzida na parede da cavidade blinda o efeito de —q em toda a regido fora da cavidade, e

sua posicdo, central ou ndo, passa a ser irrelevante nessa regido. Com relacdo a densidade de carga na

;e . de
superficie interna da cavidade, ai(nt P)

(dep)

, conforme ja discutimos, a situagdo € diferente. g;; . sera uniforme

apenas se a carga —q estiver no centro da cavidade.

Resumindo: com a cavidade vazia, toda a carga Q em excesso na esfera fica concentra uniformemente em sua
superficie externa de raio b (estas cargas se repelem entre si). Introduzindo a carga - g na cavidade, uma carga
q é atraida e se concentra na parede da cavidade. Na superficie externa da esfera sobra ainda a carga

q' = Q — q que se distribui uniformemente nesta superficie.

b) (esqueca a palavra “for¢a” no enunciado) O campo elétrico fora da esfera é apenas o campo produzido por
q', como se essa carga estivesse no centro da casca condutora (teorema das cascas). Isso porque o campo da

carga —q colocada dentro da cavidade estd cancelado (blindado) pelo campo da carga +q depositada na

L d
superficie interna da casca (O'-( ep)

mt ) (para pontos fora da cavidade). Assim, da lei de Coulomb, na regido

exterior da esfera vale:
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B q . Q—-q , o4mnb’—q
T 4meyr?’  4megr? 4eyT?

sendo r o raio em relagdo ao centro da casca condutora.

Note o caso particular: se havia uma carga Q na casca condutora e uma carga —q = —Q for colocada

dentro da cavidade (seque que g = Q), entdo, fora da esfera vale E = 0. Isso ocorre porgue ao colocar - Q na

cavidade, a carga  depositada na esfera condutora vai fluir para sua superficie interior (de raio a) e vai
blindar a carga - Q. A superficie exterior (de raio b) vai ficar totalmente descarregada (neutra). Portanto, o

campo elétrico externo &, apenas, a soma do campo de - @, com o campo de Q na parede da cavidade, que se

=

o
cancelam mutuamente, ou seja, E = 0 nessa regiao.

Para qualquer valor de — g colocado dentro da cavidade podemos obter campo elétrico nulo na regido
fora da esfera, desde que aterremos a superficie exterior da esfera. Aterrar significa conectar eletricamente a
Terra. A Terra é uma bola condutora gigante e quando a esfera condutora for conectada a Terra havera uma
troca de carga elétrica entre elas, produzindo um novo equilibrio eletrostatico. A carga que havia na superficie

exterior da esfera vai se redistribuir na superficie da esfera e na superficie da Terra. Como a superficie da Terra

- —
é gigantesca, segue que nao sobra nenhuma carga na parede externa da esfera condutora, e E = 0 no seu
exterior. Um objeto metalico aterrado blinda o mundo exterior das influéncias das cargas elétricas depositadas

em uma cavidade dentro dele.

¢) (o enunciado continua um pouco confuso) Se imaginarmos uma superficie esférica com raioa < R < b, ou
seja, toda contida no material condutor, é claro que nao havera fluxo do campo elétrico nessa superficie, pois
ela estd em uma regido onde o campo elétrico é nulo, pela prépria definicdo de equilibrio eletrostatico. Isso ja
era verdade antes de se introduzir —q na cavidade e continua sendo verdade apds introduzir —q (deixa de ser
verdade apenas durante um pequeno transiente, que ndo estamos considerando aqui). Por outro lado, se

imaginarmos uma superficie esférica com raio R < a, ou seja, toda contida (e concéntrica) dentro da cavidade

onde estd a carga —q (no centro), o fluxo do campo elétrico nessa superficie sera, de acordo com a lei de

Gauss:

__1
¢_50
posto que a carga — g (somente) estara englobada por essa superficie gaussiana. Finalmente, se imaginarmos
uma superficie esférica com raio R > b, ou seja, toda contida (e concéntrica) fora da esfera, o fluxo do campo
elétrico nessa superficie sera, de acordo com a lei de Gauss:

¢_—Q+Q
€o

posto que a carga - q (na cavidade) e a carga Q na esfera metdlica estardo englobadas por essa superficie

gaussiana.
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Note que os argumentos acima valem qualquer que seja a posicdo de —q dentro da cavidade. Nesse

. ;.. de ~ . . .
caso, a densidade de carga na superficie interna da casca (al.(nt p)) ndo precisa ser uniforme, mas a densidade
d fici (ant) (dep)y . if dad blind d duzid

e carga na superficie externa (0,,, ~ e d,,; )€ sempre uniforme, dada a blindagem de —q produzida por
de . . . C gz
al.(nt P A Figura abaixo ilustra essas idéias.

Antes de introduzir —q depois de introduzir —q

(ant)
Oext

Resumindo: antes de se introduzir —q na cavidade a carga Q estava distribuida uniformemente na superficie

JeT] . . ant , . R
externa da esfera metdlica. A densidade de carga nessa superficie era ot = 0,4 e sO havia campo elétrico

ext

no exterior da esfera. Apos introduzir —q na cavidade (em uma posi¢do qualquer), uma carga q se deposita na

parede da cavidade e blinda os efeitos de —q na regido exterior da cavidade. Uma densidade de carga ai(ftep)

ndo necessariamente uniforme se forma nessa superficie. Na superficie externa a carga se ajusta, de tal forma

que a carga total depositada na esfera continua sendo a mesma de antes da introdugao de —q, ou seja,

. . . e de
continua sendo Q. A densidade de carga na superficie externa passa a ser o'ep)

oxt _ € ela continua sendo

uniforme, pois qualquer assimetria dentro da cavidade ndo é comunicada para o exterior da cavidade, por

causa da blindagem produzida por a(dep). Agora ha campo elétrico dentro da cavidade e na regido externa a

int
esfera. Nunca ha campo elétrico dentro do volume do metal, estando ele em equilibrio eletrostatico. Esse
campo elétrico na regido do metal so6 existe por tempos muitos curtos (transientes) enquanto o sistema muda

de uma situacgdo de equilibrio (sem —q) para outra (com —q).

Ty

T casca
. lateral

1

| S
17 . . . . . |
Um condutor cilindrico macico de raio R e comprimento muito : o
|
[l

[N\ | e N
AN N z
tampa 2
(disco)

E/P22.29:

=)

longo com uma densidade de carga em sua superficie o

(uniforme). A Figura ao lado ilustra esse condutor (em verde).

tampa l
(disco)
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O condutor é algo parecido com um cano de PVC, mas de espessura desprezivel.

A Figura mostra também uma superficie fechada S com a forma de uma “lata” cilindrica (formada pela juncao
de uma casca cilindrica lateral (CL) de raio s qualquer e comprimento L e de duas tampas (T1 e T2) que sdo
discos de raio s qualquer). 1 € um campo de vetores normais a essa superficie (setas azuis), apontando para
fora dela. A “lata” é coaxial ao cilindro carregado. Note que na casca cilindrica lateral 1 = §, na tampa 1,
i = —Z e na tampa 2, 1 = Z. Mostramos também (em vermelho) algumas setas do campo E gue esperamos
que exista (dada a simetria) fora do cilindro, supondo ¢ > 0. Tente imaginar essas setas de E no espacgo

tridimensional, em pontos fora do plano da pagina, apontando na dire¢do radial 3.

a) Se o é a densidade de carga (uniforme) na superficie do cilindro, entdo, um segmento do cilindro de
comprimento L possui a carga total:

Q=0A=02nRL)
Portanto, a densidade de carga por unidade de comprimento no cilindro condutor é:

A:%ZZnRa

b) Para calcular o campo elétrico fora do cilindro vamos usar a superficie gaussiana S definida na Figura acima.
Precisamos lembrar que a simetria da distribuicdo de carga nos leva a concluir, sem nenhum célculo, que o

campo elétrico que essa distribuicdo de cargas gera no espago possui a simetria:
E=E(s)$

ou seja, o mddulo do campo sé depende da distancia s ao eixo do cilindro (eixo z) e ele tem a diregdo
ortogonal a esse eixo (direcdo §). Falta apenas determinar a fun¢do E(s). Portanto, calculando o fluxo desse

campo na superficie S mostrada na figura obtemos:

¢=§ E-ﬁdA:% E(s)§-ﬁdA=] E(s)§-(—z“)dA+f E(s)§-2dA+j E(s)$-5dA
S S T1 T2 CL

Concluindo, como § - Z = 0, segue que:
¢=j§ E-ﬁdA=o+o+f E(s)$'8dA=E(s)| dA=E(s)2nslL
s CL CcL

Agora, da lei de Gauss, sabemos que (A = 2 w R L é a 4rea da superficie do cilindro que esta dentro de S):

cA AL 2nRo)L oR
¢=M=>E(s)(27rsL)=—=—=¥=>E(s)=—
& & £o & & S

Note que o campo diminui com 1/s quando nos afastamos do cilindro condutor. Trata-se de um decaimento

lento, caracteristico de um objeto de tamanho (artificialmente) infinito.
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c) Para expressar E(s) em termos da densidade de carga A basta fazer:

A
A=2nmRo > Ro= —
2m
Portanto:

oR A
E(s)=—=——
&S 2meys

Concluindo, o campo elétrico fora desse cilindro condutor é o mesmo campo produzido por uma linha infinita
com densidade de carga A = 2 R o localizada no eixo do cilindro condutor (eixo z). Um medidor de campo
elétrico colocado em uma posigao tal que s > R ndo distingue esse cilindro grosso com densidade de carga o
de um filamento coaxial ao cilindro com densidade de carga A = 27w R 0. Trata-se de uma espécie de
“teorema das cascas” para densidades de cargas com simetria cilindrica. Visto de fora, é como se toda a carga

do cilindro se concentrasse em um filamento ao longo de seu eixo de simetria

(eixo z). /—}LH
E/P22.30:
Duas placas planas grossas (espessura A) isolantes, muito largas (infinitas para o
todos os efeitos), e paralelas entre si (distanciadas de L) possuem densidades 2
de carga superficiais uniformes em suas faces maiores, conforme a Figura ao
lado (visdo obliqua). A Figura seguinte mostra uma visdao de perfil das placas, \_Y_) \_Y_;
que facilita o entendimento dos calculos. Vamos definir um eixo z A A
ortogonal as placas, com origem (z=0) na face esquerda da placa da AA L AA
esquerda.
oy 02 03 04

Note que sdo quatro distribuicdes de carga do mesmo tipo, ou
seja, distribuicdes uniformes o em superficies planas. Se soubermos o =z
campo elétrico produzido por apenas uma distribuicdo de carga
uniforme gem uma superficie plana infinita, podemos apelar para o
principio da superposicdo e somar os quatro campos elétricos 1 i I
produzidos pelas quatro faces carregadas. Vamos nos concentrar z=0 z=A z=l+A z=l4+2A

entdo, inicialmente, em uma Unica superficie plana infinita com

densidade de carga o uniforme.

A Figura abaixo ilustra apenas uma placa plana (em verde) carregada com densidade de carga
uniforme o (visdo de perfil). Vamos definir um eixo z ortogonal a placa, com origem (z=0) na placa. A placa é
infinita e coincide com o plano xy. A Figura mostra também uma superficie fechada S com a forma de uma

“lata” cilindrica (composta da juncdo de uma casca cilindrica lateral (CL) de raio s qualquer e comprimento L e
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de duas tampas (T1 e T2) que sdo discos de raio s). i € um campo o

de vetores normais a essa superficie (setas azuis), apontando para —------------

gy A A S
fora dela. Note que na casca cilindrica lateral i = §, na tampa 1,
il = —Z e natampa 2, i = Z. Mostramos também (em vermelho) f \

»
algumas setas do campo E que esperamos que exista na }\ z

vizinhanca desse plano (dada a simetria), supondo ¢ > 0. A K
simetria da distribuicdo de cargas nos leva a concluir, sem tampa 1 casca
(disco) lateral

nenhum calculo, que esse campo elétrico deve ter a simetria:

E = E(Jz)(£2)

tampa 2
(disco)

16

ou seja, a intensidade do campo deve depender apenas da distdncia ao plano, |z|, deve apontar ao longo do

eixo z e deve ter o sentido +Z no lado direito e —Z no lado esquerdo do plano (supondo o > 0). Falta apenas

determinar a funcdo E(|z]).

Portanto, calculando o fluxo desse campo na superficie S obtemos (note que Z - S = 0):
® =ff E-AdA= f +E(z]) 2 AdA =
s s

_ leE(|—z|)(—z“)-(—z“)dA+f

E(|Z|)2-sz+f E(lz]) 2§ dA
T2

CL

Concluindo, sendo as tampas superficies com z constante (+z) e area A obtemos:

& :ff B-AdA= E(—z)A+E(zDA+0=2E(z]) A
S

ja que |—z| = |z|, pois as “lata” estd colocada, por hipdtese, simetricamente em rela¢do ao plano carregado.

Lembre-se que Z - S = 0, pois esses dois vetores sdo ortogonais entre si.

Agora, da lei de Gauss, sabemos que (a superficie S engloba um disco no plano carregado, com carga o A):

gl g
$="M 5 2E(z)A =2 E(z) = E =5 —
&0 &o 2 &

Note que o campo n3o depende de fato da distancia |z|, ele é uniforme no espaco (de cada lado da placa, pois

o campo tem sentidos opostos dos dois lados da placa). Essa auséncia de decaimento com a distancia no

campo se deve ao tamanho (artificialmente) infinito da placa carregada. Note também que se ¢ > 0 o campo

estd apontando para fora do plano, como na Figura acima e se ¢ < 0 o campo elétrico aponta para dentro do

plano.

Voltando agora ao exercicio original, o campo elétrico formado pelas 4 faces carregadas serd, de

acordo com o principio da superposicdo:
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- O O o o,
E=—(42) + 50— (&2) + > (&2) + > (£2)

2 & 2 & 2& 2¢g

Os sinais dos unitarios devem ser escolhidos de acordo com o lado da placa, se o ponto onde avaliamos o

campo esta do lado esquerdo (-) ou do lado direito (+) de cada placa. Por exemplo, o ponto A definido no

enunciado, que estd na regido z < 0, estd a esquerda de todas as placas, ou seja:

- 0-1

R 02 R O3 5 04 5 1 5
4= (—Z)+2—£0(—Z)+2—€0(—Z)+2—80(—Z)=——(O’1+0'2+0'3+0'4)Z

2 & 2 ¢

Note que ndo sabemos de fato o sentido do campo em A, pois isso vai depender dos sinais e das magnitudes

das densidades de carga. A expressao acima vale quaisquer que sejam essas densidades.

Para o ponto B, que estd na regido entre as placas (A < z < L + A), ele estd a esquerda de g3 e 0, € 2
direita de g, e ;. Entdo:
1

o, +0,—03—04) 2
280(1 2 3 4)

- 01 R () R 03 R Oy R
Ey= () + = (+2) + —(-2) + —(-2) =
1= g (42 + 7 (1) + () 4 7 (D)

A ideia é a mesma para qualquer ponto no espaco na vizinhanga dessas duas placas. Para o ponto C

que esta dentro da placa da direita, ele estd a esquerda de g, e a direita de 01, 0, e 03. Entdo:

- oy R 0, R 03 R Oy R 1 R
Ey=— 2D+ — D)+ —H2D)+—(2)=5—(01+0,+03—04) Z
1=y D+ (D (D) 45 (D) =5 (o + 0+ 0= o)
E/P22.38: T casca -
. lateral E
Uma casca cilindrica oca condutora muito longa possui raios a ! 4
' S
e b (b > a) e uma linha carregada ao longo do seu eixo (z). E o

A casca condutora é como um tubo cilindrico metalico com

espessura b — a.
tampa 2

O cilindro possui carga por unidade de comprimento com (disco)

tampa 1l
densidade a e a linha carregada possui também essa mesma (disco)
densidade de carga. Para tornar o problema um pouco mais
geral, vamos assumir que a densidade de carga na casca é a. e na linha carregada é a;, ndo necessariamente
iguais. Ao final podemos fazer a; = a. = «a.

A Figura acima mostra esses dois corpos (o cilindro oco condutor em verde e a linha coaxial em azul) e
mostra também uma superficie fechada S com a forma de uma “lata” cilindrica (composta da juncdo de uma

casca cilindrica lateral (CL) de raio s qualquer e comprimento L e de duas tampas (T1 e T2) que sdo discos de

raio s). i € um campo de vetores normais a essa superficie (setas azuis), apontando para fora dela. A “lata” é
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coaxial ao cilindro carregado e a linha carregada. Note que na casca cilindrica lateral 7 = §, na tampa 1,
il = —Z e na tampa 2, 1 = Z. Mostramos também (em vermelho) algumas setas do campo E que esperamos
gue exista (dada a simetria) no espacgo fora do condutor (fora da regido a < s < b), supondo uma carga

positiva depositada na superficie externa do cilindro.

a) Nao precisamos calcular o campo elétrico dentro do cilindro (a < s < b), pois ele é feito de material

condutor e E = 0 nessa regido. Para calcular o campo elétrico dentro da parte oca (s < a) e fora (s > b) do
cilindro vamos usar a superficie gaussiana S definida na Figura acima. Precisamos lembrar que a simetria da
distribuicdo de carga nos leva a concluir, sem nenhum calculo, que o campo elétrico que essa distribuicdo de

cargas gera no espaco possui a simetria cilindrica dada por:
E=E(s)$

ou seja, o madulo do campo sé depende da distdncia s ao eixo do cilindro (eixo z) e ele tem a direcdo
ortogonal a esse eixo (direcdo §). Falta apenas determinar a func3o E(s). Portanto, calculando o fluxo desse

campo na superficie S obtemos:

E(s)§- (—2)dA + f

E(s)§-sz+f E(s)§-§dA
T2

CL

¢=£ E-AdA= jli E(S)ﬁ-ﬁdA=f

T1
Concluindo (lembrando que Z - § = 0):
¢ =3§ E-fdA= 0+0+f E(s)$-8SdA=E(s)| dA=E(s)2msL
s CL CL

Agora, da lei de Gauss, sabemos que:

b= qINT SE(s)2msL) = qINT = E(s) = qinT
&o & g2msL

Vamos agora considerar superficies gaussianas de diferentes raios s, para calcular o campo elétrico nas
diferentes regides do espago: s < a e s > b. A carga q;yr depende de qual regido, qual superficie S, estamos

considerando.

Na regido dentro do oco do cilindro condutor (s < a) a carga dentro da superficie S é apenas a carga

da linha carregada, ou seja, q;yv = «a; L. Portanto:

a; L a
E(s) = L L

802nsL= 2mWEYS

Na regido fora do cilindro condutor (s > b) a carga dentro da superficie S é a carga da linha carregada e a

carga depositada no cilindro condutor, ou seja, q;yt = @, L + a. L. Portanto:

ap L+aL o +«a
E(s)zL cl _ag C

g2msL  2meys
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No caso particular a; = a, = «, segue que:

E(s)=——
TEYS

c) Vamos esbocar um grafico de E(s) versus s.

O campo diverge quando nos aproximamos da linha
carregada (s=0) e decai com 1/s na regido dentro do oco do
cilindro condutor (s < a). No préprio condutor (a < s < b) o
campo é nulo (equilibrio eletrostatico). Fora do condutor
(s > b) o campo decai novamente com 1/s. Note que as
bolinhas vazadas servem para indicar que o campo elétrico é
descontinuo nas paredes do condutor (s = a e s = b). Essas
descontinuidades s3o causadas pelas densidades de carga

(artificialmente) superficiais que existem nessas paredes, e que

E(s) 4

»

RO

19

serdo calculadas no préximo item. Em s = a, por exemplo, o campo elétrico ndo vale nem a; /2 T gy a e nem

0 (zero). Apenas podemos dizer que no limite s = a~ o campo assume o valor a; /2 T &y a e no limite s - a™

o campo elétrico é nulo. Exatamente em s = a o campo elétrico ndo esta definido.

Na natureza ndo ha descontinuidades. No mundo real as
densidades de cargas superficiais sempre ocupam uma certa
espessura, de alguns d4tomos. Elas ndo s3o de fato
matematicamente superficiais, sdo apenas fisicamente
superficiais, ou seja, definidas em regiGes com a espessura de
poucos atomos, préximos das superficies dos corpos. Assim
sendo, nessas superficies reais o campo elétrico ndo é de fato
descontinuo, mas tem sim uma variacdo abrupta, quando
percorremos a direcdo que atravessa a superficie. A Figura ao
lado ilustra essa ideia: no mundo real as superficies sdo meio
“grossas” e o campo elétrico varia continuamente, mas
bruscamente. Na idealizacdo que estamos fazendo aqui as
superficies sdo de fato superficies matematicas, de espessura
nula, e o campo elétrico é descontinuo nelas. Ao considerarmos

densidades de carga superficiais (no sentido matematico),

E(s) 4

»

Mundo real: superficies grossas

e campo elétrico continuo.

E(s) 4

»

»
»

S

Idealizacdo: superficies finas e

campo elétrico descontinuo.

1

1

|

1
O
\J
a

> O--

v

estamos adotando um modelo simplificado para a natureza, um modelo em que nao estamos preocupados

com a verdadeira espessura em que ocorrem os fenémenos superficiais (ndo estamos interessados no que

acontece dentro dessas superficies, pois elas sdo de fato muito finas).
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b) Voltando a Figura no inicio desse texto, podemos imaginar uma superficie S que tem um raio s tal que
a < s < b, ou seja, a superficie S tem sua casca lateral toda localizada na regido condutora onde o campo

elétrico é nulo. Portanto o fluxo do campo elétrico em S é:

¢=_<f E-AdA=E(s)2msL=0
S

Da lei de Gauss sabemos que:

Vemos entdo que, dentro da superficie S deve haver, além da carga da linha carregada, uma outra
carga que anula com a primeira. Essa carga sé pode estar concentrada na superficie interna (s = a) do cilindro
condutor. Como a linha carregada possui densidade de carga por unidade de comprimento «;, entdo, uma
densidade linear - a; deve estar concentrada na superficie interna do cilindro condutor. De fato, pensando em
um segmento de cilindro de comprimento L, a presenca da carga «; L na linha carregada vai atrair cargas de
sinal oposto para a parede interna do cilindro condutor. Uma carga —a; L vai se concentrar nessa parede
(s = a), blindando o volume condutor do campo elétrico da linha carregada. Como a carga total no cilindro
condutor é a. L, deve restar ainda na parede externa do cilindro (s = b) o restante da carga (que podemos
chamar de q’), que somada com -a; L, na parede interna, vai dar a; L, ou seja: ¢' —a, L =a;L=>q' =
(a, + ac) L. Uma carga q' = (a; + a¢) L estara distribuida na parede externa (s = b) do cilindro condutor.
Concluindo: como a densidade de carga no cilindro condutor é a. e ja tem - @, na superficie interna (atraida
pela linha carregada), deve haver uma densidade a; + a, na superficie externa (s = b) de tal forma que
a, +ac + (—a;) = ac. No caso particular a; = @ = @, uma densidade de carga - @ se deposita na parede
de dentro do cilindro condutor e uma densidade de carga 2a fica depositada na parede externa do cilindro

condutor. A densidade de carga total no cilindro condutor continua sendo 2a + (—a) = a.

E/P22.45: S

\3)

Duas cascas condutoras concéntricas, uma de raios a e b (b > a) e outra de raios
c ed (d>c). A casca menor tem excesso de carga 2g e a casca maior tem
excesso de carga 4q. Vamos generalizar um pouco o problema, chamando de Q,
o0 excesso de cargas na casca menor e de (, 0 excesso de carga na casca maior.

Ao final podemos fazer Q; = 2q e Q, = 4q.

A Figura acima mostra essas duas cascas (em vermelho e em verde, a parte cinza é o material
condutor) e mostra também uma superficie fechada S com a forma de uma “casca esférica” de raio r qualquer.

1 € um campo de vetores normais a essa superficie, apontando para fora dela. Note, ndo sdo circulos, sdo
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objetos esféricos no espacgo tridimensional. Imagine duas bolas de pingue-pongue (mas
feitas de metal) concéntricas, uma dentro da outra. Algo parecido com o mostrado na

Figura ao lado.

a) Nao precisamos calcular o campo elétrico dentro das cascas condutoras (a <r < b e

c <r <d), pois E =0 nessas regioes. Para calcular o campo elétrico dentro do oco da

casca menor (r < a), entre as cascas (b <r < c) e fora da casca maior (r > d) vamos usar a superficie
gaussiana S definida na Figura acima. Precisamos lembrar que a simetria da distribuicdo de carga nos leva a
concluir, sem nenhum célculo, que o campo elétrico que essa distribuicdo de carga gera no espago possui a

simetria esférica dada por:
E=E@)+

ou seja, o médulo do campo sé depende da distancia r ao centro comum das cascas e este tem a direcdo radial
(direcdo 7). Essa simetria esta dizendo que ndo existe dire¢do privilegiada no espaco. As cargas elétricas vao se
distribuir uniformemente nas superficies das cascas condutoras e vao gerar campos elétricos com simetria
esférica. Falta apenas determinar a funcdo E(r). Portanto, calculando o fluxo desse campo na superficie S

obtemos:
—’_,\ N 2
¢—§ E ”dil—é E(])7 7d‘1—E(7)f dA—E(l)(1ﬂ1 )

Agora, da lei de Gauss, sabemos que:

b = dinNT S E() (4mrd) = qINT S E(r) = qdINT
& & o4 mr?

Vamos considerar agora superficies gaussianas com diferentes raios, para calcular o campo elétrico nas

diferentes regides do espaco. A carga q;yr depende da superficie S que consideramos.

Na regido dentro do oco da casca menor (r < a) ndo ha nenhuma carga e, portanto:

0

E ==
) o4 mr?

Na regido entre as cascas (b < r < c) a carga dentro da superficie S é (toda) a carga da casca menor e,

portanto:

Q1

E(r)=—2—
) 41 gy1?

Na regido fora da casca maior (r > d) a carga dentro da superficie S é (toda) a carga da casca menor e

(toda) a carga da casca maior, portanto:

Q1+ Q;

E(r) =
) 41 gy1?
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Note que os dois campos que calculamos tem o comportamento do tipo carga pontual, o que esta de
acordo com o teorema das cascas. A carga Q4 se distribui uniformemente na superficie externa da casca
menor (r = b) e produz campo nulo no interior dela e 0 mesmo campo de uma carga pontual Q; (localizada
em r=0) fora dela. A carga Q, se distribui uniformemente nas superficies da casca maior (r=cer=4d) e
produz campo nulo no interior dela e 0 mesmo campo de uma carga pontual Q, (localizada em r=0) fora dela.
O campo elétrico resultante, que foi calculado acima via lei de Gauss, é a superposicdo desses campos de

“carga pontual”.

b) Vamos esbocar um grafico de E(r) versus r.

E(s)4 . .

: 1 . 1

’ . . 1 1 1

O campo é nulo no interior do oco e dentro (metal) da casca menor, ! ! P

! | |

. o~ 7 |
decai com 1/r* na regido entre as cascas, é nulo dentro da casca ! ?\(b

! 1 1 1

maior (metal) e decai com 1/r® na regido fora da casca maior. Note ] | ; n
gue as bolinhas vazadas servem para indicar que o campo elétrico é a b ¢ d r

descontinuo nas paredes dos condutores (r=b, r=c e r =d)
que possuem densidade de carga elétrica superficial. Essas densidades de carga superficiais que existem

nessas paredes serdo calculadas no préximo item.

c¢) Voltando a Figura no inicio desse texto podemos imaginar uma superficie S que tem um raio s tal que
a < s < b, ou seja, a superficie S esta toda localizada na regido condutora dentro da casca menor onde o

campo elétrico é nulo. Portanto o fluxo do campo elétrico em S é:

¢=f§ E-AdA=E()(4nr))=004nrd) =0
s

Da lei de Gauss sabemos que:

qint qINT
p=—>=>0=—->qnr=0
&o €o

Vemos entdo que, dentro da superficie S ndo ha nenhum excesso de carga. Esse excesso, se houvesse, estaria
na superficie r = a. Portanto, nessa superficie ndo ha nenhum acimulo de cargas (como na ha nada na
cavidade da esfera menor, nenhuma carga foi atraida ou repelida da superficie s = a dessa cavidade). A carga
Q1 que existe em excesso na casca menor deve estar concentrada na superficie externa com raio r = b.

Concluindo: nessa superficie com raio 7 = b a densidade de carga é uniforme e vale o, = Q,/4mb?.

Podemos imaginar agora que a superficie S tem um raio r tal que ¢ < r < d, ou seja, a superficie S esta
toda localizada na regido condutora dentro da casca maior onde o campo elétrico é nulo (metal). Portanto o

fluxo do campo elétrico em S é:

¢=f§ E-AdA=E(s)(4nr®)=0(4mnr?) =0
s
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Da lei de Gauss sabemos que:

Vemos entdo que, dentro da superficie S ndo ha nenhum excesso de carga. Como existe um excesso Q; na
superficie r = b, deve haver entdo um excesso —Q; na superficie r = ¢, de tal
forma que Q; + (—Q;) = 0. Portanto, na superficie r =c hd um acimulo
uniforme de cargas igual a —Q;. Concluindo: nessa superficie a densidade de
carga é uniforme e vale o, = —Q,/4mc? (na cavidade da casca maior ha uma
carga Q4, que atrai uma carga — Q; para a parede dessa cavidade). Como a carga
total na casca maior é Q, e existe —(Q; na superficie r = ¢, concluimos que na
superficie r = d hd um excesso de carga Q, + Q, de tal forma que Q, + Q; +
(—Q,) = Q,. Portanto, na superficie r = d hd um acumulo de cargas igual a Q, + Q. Concluindo: nessa
superficie a densidade de carga é uniforme e vale o3 = (Q, + Q;)/4md?. A Figura ao lado ilustra essas
densidades de carga. A carga Q; na casca menor (em r = b) atrai (e é atraida por) uma carga —Q; na
superficie interna da casca maior (r = c) e sobra ainda Q, + Q, na superficie externa (r = d) da casca maior

para totalizar a carga Q, concentrada nessa casca.

E/P22.54:

Uma placa plana grossa (espessura 2d) isolante, muito larga (infinita para todos os

efeitos) possui densidade de carga volumétrica uniforme p, conforme a Figura acima X

(visdo obliqua). Vamos definir um eixo x ortogonal a placa, com origem (x=0) no plano

central da placa (as faces maiores da placa estdo em x = +d).

A Figura que segue ilustra a placa plana (em verde) carregada com densidade de carga uniforme p em
todo seu volume (visdo de perfil). A Figura mostra também uma superficie fechada S com a forma de uma
“lata” cilindrica (composta de uma casca cilindrica lateral (CL) de raio s qualquer e comprimento L e de duas

tampas (T1 e T2) que sdo discos de raio s). 1 € um campo de

o
vetores normais (setas azuis) a essa superficie, apontando para _____—E>

fora dela. Note que na casca cilindrica lateral i = §, na tampa 1, e ? .
i

T
SN\
:

fi=—X e na tampa 2, i =X. Mostramos também (em

na vizinhanga desse plano, dada a simetria da distribuicdo de

tampa 2

0 (disco)
casca

lateral

S
vermelho) algumas setas do campo E gue esperamos que exista ;Z:)

cargas., supondo p > 0. Essa simetria nos leva a concluir, sem

) o _ _ tampa 1 X
nenhum calculo, que esse campo elétrico deve ter a simetria: (disco)
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E = E(x(£%)

ou seja, a intensidade do campo deve depender apenas da distancia ao plano |x| e este deve apontar ao longo
do eixo x e deve ter o sentido +X no lado direito e —X no lado esquerdo do plano (supondo p > 0). Falta

apenas determinar a funcdo E(|x]).

a) Note que como o campo elétrico ao longo de x inverte de sinal/sentido em x=0 e é continuo nesse lugar (o
campo elétrico s6 é descontinuo em pontos onde existe uma densidade de carga infinitamente concentrada
em um ponto, uma linha ou uma superficie). Portanto, deve valer E(x = 0) = 0 (uma fung¢do continua f que
muda de sinal em um ponto x, sé pode estar passando pelo zero em Xx,, ou seja, f(x,) = 0). No nosso célculo
do campo elétrico poderiamos tirar proveito desse fato, mas ndo vamos fazé-lo, para deixar claro que esse

conhecimento prévio ndo é necessario.

b) Calculando o fluxo do campo elétrico na superficie S obtemos:
® =j£ E-AdA= 55 E(lx) % -AidA =
s s

_ leE(|—x|)(—3?)-(—9?)dA+f

E(lx]) % - £ dA + f E(lx]) % -5 dA
T2

CL

Concluindo, sendo as tampas superficies com x constante (+x) e area A obtemos:
b= fﬁ B-ndA= E(—xD) A+ E(x]) A+0 =2 E(jx]) A
S

jaque |—x| = |x|. Note que x-S = 0.
Agora, da lei de Gauss, sabemos que:

qinT qINT qINT
=——=2F A=—>>E =—
p="Tgr = 2B A =T S E(xD =5

Ha aqui duas possibilidades:

1) se as tampas da superficie S estdo dentro do plano carregado. Segue que a carga dentro dessa superficie
sera:

qnt = 2 1x|Ap

que é a carga no volume de um cilindro de altura 2 |x| e drea da base A. Portanto, o médulo do campo elétrico
dentro da placa (—d < x < d) é:

qdINT 2|x|[Ap p
E = = = —
(lxl) ZSOA ZSOA 50 |x|

A magnitude do campo cresce com x. Note que, como se ja ndo soubéssemos: E(0) = 0.
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2) se as tampas da superficie S estdo fora do plano carregado, segue que a carga dentro dessa superficie sera:
qint =2dAp

gue é a carga no volume de um cilindro de altura 2 d e area da base A. Portanto, o médulo do campo elétrico
foradaplaca(x < —dex > d) é:

diNT ZZdAP:ﬂ
260A 2 A &

E(lx]) =

O campo é uniforme fora da placa, ndo depende de x (mas inverte de sentido em lados diferentes da placa).

Poderiamos ter tirado proveito do conhecimento prévio de que E(x = 0) = 0, colocando a tampa 1
(T1) da superficie gaussiana exatamente sobre o plano x=0 e a tampa T2 em uma posicdo x > 0 qualquer. Dessa

forma, repetindo os cdlculos para essa nova superficie gaussiana obtemos:
O fluxo do campo elétrico na superficie S é:

¢:£ E-AdA= i E(le):?-ﬁdAzf 6-(—9?)dA+f
T1

E(lx]) % - % dA +f E(lx]) % -5 dA
T2

CL

Concluindo, sendo a tampa T2 uma superficie com x constante e drea A obtemos:

¢=§ E-AdA=0+E(X)A+0=E() A
s
Agora, da lei de Gauss, sabemos que:

¢ = qINT S E)A = qINT S E(x) = qiNT
&0 &0 & A

Novamente, ha duas possibilidades:

1) se a tampa T2 da superficie S esta dentro do plano carregado (x < d), segue que a carga no volume dentro

dessa superficie sera:
qint =X APp

gue é a carga no volume de um cilindro de altura x e drea da base A. Portanto, o mddulo do campo elétrico
dentro da placa é:

qint _XAp _p

E(x) = = =
) gl A4 g

Que é o mesmo resultado que ja tinhamos obtido, s6 que agora nos restringimos ao caso x > 0. Na regido

x < 0 a magnitude do campo se comporta da mesma forma, por simetria.
2) se a tampa T2 da superficie S estd fora do plano carregado (x > d), segue que a carga dentro dessa
superficie sera:

qint = dAp
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gue é a carga no volume de um cilindro de altura d e area da base A. Portanto, o médulo do campo elétrico

fora da placa é:
E(x) = qint _ dAp
& A & A

Novamente recuperamos o resultado que ja haviamos obtido.

O gréfico ao lado ilustra o comportamento do campo elétrico ao

longo de x em funcdo de x.

O campo elétrico é nulo no centro da placa, aumenta de magnitude
gquando nos afastamos do centro e atinge um valor constante
(independente de x) fora da placa. Note que o campo elétrico é continuo
nas faces da placa. E(x) > 0 significa que o campo estd apontando ao

longo de x positivo e E(x) < 0 significa um campo ao longo de —x (que é o

E(x)

»
»

—d

QN [ T —— .

v

caso se p > 0). O campo elétrico ndo apresenta nenhuma descontinuidade. Descontinuidades ocorreriam

apenas se houvesse densidades de carga superficiais (ou seja, de espessura nula) depositadas nas superficies

da placa carregada. Isso ocorreria se fizéssemos d - 0 e p — o para obtermos uma placa infinita de

espessura nula com densidade de carga uniforme (finita) ¢ = 2 d p. Nesse caso, o grifico de E(x) X x

apresentaria uma descontinuidade em x = 0.

E/P22.57:

Uma esfera macica isolante de raio R possui uma densidade de carga volumétrica

nao uniforme dada por:

p(r) = po (1 - %)

sendo r o raio medido em relagdo ao centro da esfera e p, uma constante dada

por:

3¢

p0:7TR3

p(r)

<V

m- [ -

A carga estd mais concentrada no centro da esfera, onde p(r = 0) = p, e vai ficando menos concentrada a

medida que nos aproximamos da superficie da esfera, onde p(r = R) =0. A Figura acima ilustra o

comportamento (linear) da densidade de carga em funcdo do raio. Note que fora da esfera (r > R) ndo ha

carga.

a) A carga elétrica total depositada na esfera é:
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v

VoL

(r)dv = f: 1 )4 2dr = p, 4 R =T, R3=
p\r R Tr=ar =po 4T 3 2 ) 3.00 =0
Note, ndo podemos usar aqui a relagdo mais simples g = pV, sendo V o volume da esfera, porque a

densidade de cargas p ndo é constante, ela é uma fungdo do raio r.

b) A Figura abaixo mostra a esfera carregada (em vermelho) e mostra também uma superficie fechada S com a
forma de uma “casca esférica” de raio r qualquer. i é um campo de vetores normais a essa superficie,
apontando para fora dela. Note, ndo sdo circulos, sdo objetos esféricos no espacgo tridimensional. A esfera

carregada existe mesmo, no mundo real, mas a superficie gaussiana so existe no mundo das idéias.

Para calcular o campo elétrico dentro (r < R) e fora da esfera (r > R),

vamos usar a superficie gaussiana S definida na Figura. Precisamos lembrar que

\3)

a simetria da distribuicdo de carga nos leva a concluir, sem nenhum célculo, que
o campo elétrico que essa distribuicdo de carga gera no espa¢o possui a

simetria esférica dada por:

=E(r)+

ou seja, o campo sé depende, em mddulo, da distancia r ao centro da esfera e
tem a direc¢do radial (direcdo ). Ndo ha nenhuma direcdo privilegiada no espaco. Falta apenas determinar a

funcdo E (7).

Portanto, calculando o fluxo desse campo na superficie S obtemos:

¢=9€9 E-AdA= j{; E(r)f*-fdA=E(r)£ dA=E(r)4nr?

Agora, da lei de Gauss, sabemos que:

¢_q1NT$E(r)(4nr)_QINT:)E()_ qINT
& & o4 mr?

Vamos considerar agora superficies gaussianas com diferentes raios, para calcular o campo elétrico nas

diferentes regides do espaco.

Na regido dentro da esfera (r < R) a carga elétrica interna a superficie S sera:

o r 5 rd  rt Q1 1\,
qINT(r)Z J.,D(T)dV: f po(l—E)é}nr dT':pO 4 ?_ﬁ =12 E(g—ﬁ)r
VoL r=0

Note que parar = R obtemos novamente a carga total na esfera: q;y7(r = R) = Q

Portanto, o campo elétrico no interior da esfera é:
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qINT 1 Q(l r) 30 1 r
E(r) = = 12 —(z—-— 3=—(———)
= anr aanrZ? ®5\3 aR)" "~ merE\3 2R)T

Na regido fora da esfera (r > R) a carga elétrica interna a superficie S sera (q;nr(r = R) = Q):

qint = Q

Portanto, o campo elétrico no exterior da esfera é:

dint Q
gdnr? 4dmeyr?

E(r) =

A Figura ao lado ilustra o comportamento de E(r) versus r. E(r) 4

»

Vemos que o campo elétrico é nulo no centro da esfera, cresce a

medida que nos afastamos da origem, atinge um valor maximo
dentro da esfera, em r = 2R/3 (onde dE(r)/dr = 0), e passa a
decair com 1/r? na regido fora da esfera. O comportamento fora é

exatamente o esperado tendo em vista o teorema das cascas: uma

v

distribuicdo de cargas esfericamente simétrica se comporta como
uma carga pontual localizada no centro dessa distribuicdo, para
pontos fora dela. Note que o campo elétrico é continuo na superficie da esfera (r=R) (pois ndo ha o nessa

superficie).

>

E/P22.61:

Considere uma esfera macica isolante de raio a com uma densidade de carga

elétrica uniforme p.

a) A Figura acima mostra a esfera carregada (em vermelho) e mostra também
uma superficie fechada S com a forma de uma “casca esférica” de raio r
qualquer. i é um campo de vetores normais a essa superficie, apontando para fora dela. Note, ndo sdo

circulos, sdo objetos esféricos no espaco tridimensional.

Para calcular o campo elétrico dentro da esfera (r < a) e fora da esfera (r > a) vamos usar a superficie
gaussiana S definida na Figura. Precisamos lembrar que a simetria da distribuicdo de cargas nos leva a concluir,
sem nenhum cdlculo, que o campo elétrico que essa distribuicdo de carga gera no espaco possui a simetria
esférica dada por:

E=E@)+

ou seja, o campo sé depende, em mddulo, da distancia r ao centro da esfera e tem a direc3o radial (direcdo 7).

Falta apenas determinar a fung¢do E (). Portanto, calculando o fluxo desse campo na superficie S obtemos:

Direitos reservados ao autor: José Arnaldo Redinz / Universidade Federal de Vigosa — MG (Nov./2022) Ver. 1.6



qb:ji E-AidA= i E(r)f-fdA:E(r)L dA =E(r) (4mr?)

Agora, da lei de Gauss, sabemos que:

b= L po) (anr?) =N o g =

dint
o o g dmr?

29

Vamos considerar agora superficies gaussianas com diferentes raios para calcular o campo elétrico nas

diferentes regides do espaco.

Na regido dentro da esfera (r < a) a carga elétrica interna a superficie S sera:

o i
qnr (r) = fpdV= f pamridr=p—r

VoL r=0

Note, aqui podemos usar a relagdo mais simples g = p V, sendo V o volume da esfera delimita por S (de raio

r), porque a densidade de cargas p é constante/uniforme, ela ndo é uma fungdo do raio r, ou de qualquer

outra coordenada espacial. E apenas uma constante (que sai da integral).

Portanto, o campo elétrico no interior da esfera é:

qINT 1 4m p
E(r) = = —r3=—r
) g dmr? 3047rr2p3 3¢,
Na regido fora da esfera (r > a) a carga elétrica interna a superficie S sera:
r=a
2 i 4
qiNT = pdV = padnr dr=p?a
VoL r=0
Portanto, o campo elétrico no exterior da esfera é:
dint 1 r . p a’

E(r) =

= —a’ = ———-
g 4 mr? eo4nr2p3 3et?

O campo elétrico cresce linearmente dentro da esfera e decai com 1/r* fora dela. Fora da esfera, tudo se da

como se a carga da esfera estivesse toda concentrada em uma carga pontual localizada no centro, de acordo

com o teorema das cascas.

O vetor campo elétrico dentro da esfera é:

sendo 7* o vetor posi¢do (do ponto onde o campo esta sendo avaliado) em relagdo ao centro da esfera.
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Imaginemos agora que essa esfera esteja com seu centro deslocado da origem, em

uma posi¢do b. Qual a nova expressdo do campo elétrico dentro dessa esfera deslocada? A

Figura ao lado ilustra essa ideia. Note que 7 n3o é mais um vetor que nasce no centro da ,
esfera, pois ela foi deslocada de b. Se chamarmos de 7' a posi¢cdo em rela¢do ao centro da /
. . 0
esfera, ent3o, do nosso resultado anterior (apenas trocando 7 por 7'):
= p
E(Fl [ =/
3&g

Vemos na Figura que, da regra do paralelogramo: # = #' + b. Portanto: 7' = # — b e, voltando para a variavel

7 (mas com outra origem, n3o mais no centro da esfera) obtemos:

E() =5 (- )
0

Fizemos apenas uma mudanga de referencial. Essa mudang¢a ndo trds nenhuma vantagem na descri¢ao do
sistema e ndo seria feita se ndo fosse o caso aqui, em que ela é necessdria. Resumindo, o campo elétrico

dentro de uma esfera com densidade de carga p uniforme é:

F@) = L7
3g

sendo 7 um vetor posicdo medido em relacdo ao centro dessa esfera (a origem do sistema de coordenadas

N —

esta no centro da esfera, o que é a referéncia mais conveniente e comumente usada). Note que, em 7 = 0,

7 . . = = .

que é o centro da esfera, vale, por simetria, E = 0. Se deslocarmos o centro da esfera da origem, para uma
-

posicdo b (ndo sabemos ainda para qué), entdo, a expressdo do campo tendo como referéncia essa nova
origem é:

B) = %(7 ~B)
0

b4 Py - . - —
Note agora que, em 7 = b, que é o centro da esfera (nesse referencial), vale E = 0.

b) Agora vamos entender o objetivo dessa mudanga de referéncia. Considere uma esfera
maciga isolante de raio R (em cinza) carregada com uma densidade de carga uniforme p. @

Dentro dessa esfera ha uma cavidade vazia de raio a (em branco), com centro em uma
posicdo b (em relagdo ao centro da esfera isolante, b < R), conforme a Figura ao lado.
Vamos calcular o campo elétrico no interior da cavidade.
Para isso usaremos o principio da superposi¢cao e o nosso resultado anterior: essa esfera de raio R e
densidade p com cavidade vazia de raio a é equivalente a uma esfera completa de raio R, sem cavidade,

superposta a uma esfera de raio a com densidade de carga — p na posi¢do da cavidade. A densidade -p se
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superpde a densidade p na regido da cavidade, funcionando de fato como uma densidade de carga nula, ou

seja, uma cavidade vazia (p + (—p) = 0).
Portanto, dentro da cavidade vale: ECAV = ERP + Ea(_p).

Dos nossos resultados anteriores concluimos que (note que 7 nasce no centro da esfera de raio R):

= p = P, 7
Erp =37 Eai-p) =3, (7= D)
Portanto:
= p - _p - 2 p 7
E =—7%+—(rF—-b)=—0»b
cav 3£0T 3gg 4 ) REA

que é um campo uniforme, ou seja, independente da posi¢cao no espacgo dentro da

cavidade. A Figura ao lado ilustra esse campo (setas azuis). Tente imaginar essa
figura no espago 3D. O vetor b é a seta preta e as setas azuis sdo as setas do
campo elétrico dentro da cavidade (que sdo paralelas a B). Note que se b= 6, ou

=3 —
seja, se a cavidade for concéntrica a esfera, entdo E-4y = 0, ou seja, ndo haveria

campo elétrico no interior da cavidade. Esse ultimo resultado esta de acordo com o teorema das cascas.

Ty

E/P22.62: T casca

lateral
Esse exercicio trds uma situacdo parecida com a do exercicio

1

1

:

. . . a7 . ope . 1
anterior, mas agora com simetria cilindrica. Um cilindro macico !
)

1

|

isolante muito longo de raio R possui uma densidade de carga

/
~—
N

volumétrica uniforme p.

A Figura ao lado mostra esse cilindro (em verde) e
] o tampal
mostra também uma superficie fechada S com a forma de uma (disco)
“lata” cilindrica (composta de uma casca cilindrica lateral (CL) de
raio s qualquer e comprimento L e de duas tampas (T1 e T2) que sdo discos de raio s). i é um campo de
vetores normais a essa superficie (setas azuis), apontando para fora dela. A “lata” é coaxial ao cilindro

carregado. Note que na casca cilindrica lateral i = §, na tampa 1, i = —Z e na tampa 2, i = Z. Mostramos

-

também (em vermelho) algumas setas do campo E que esperamos que exista no espaco, dada a simetria da

distribui¢do de cargas, para p > 0.

a) Precisamos lembrar que a simetria da distribuicdo de carga nos leva a concluir, sem nenhum célculo, que o

campo elétrico que essa distribuicdo de cargas gera no espaco possui a simetria cilindrica:
E=E(s)$
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ou seja, o campo s6 depende, em maddulo, da distdncia s ao eixo do cilindro (eixo z) e tem a dire¢do ortogonal
a esse eixo (direcdo §). Falta apenas determinar a funcdo E(s). Portanto, calculando o fluxo desse campo na

superficie S obtemos:

qb=f E-ﬁdA=f E(s)§-ﬁdA=f E(s)§-(—2)dA+f E(s)§-2dA+f E(s)$-8dA
s s T1 T2 CcL
Concluindo (lembrando que § - Z = 0):

¢=3€ E-ﬁdA=O+O+f E(s)$-8SdA=E(s)| dA=E(s)2msL)
S CL CL

Agora, da lei de Gauss, sabemos que:

b= qINT S E(s)2msL) = qINT = E(s) = qinT
&o & g2msL

Vamos considerar agora superficies gaussianas com diferentes raios para calcular o campo elétrico nas

diferentes regides do espaco.

Na regido dentro do cilindro isolante, a carga dentro da superficie S é dada por:

— 2
qint =pTS°L

que é a carga dentro de um cilindro de comprimento L e drea da base m s (com p uniforme). Portanto, o

campo elétrico na regido dentro do cilindro isolante é:

s2 L s
E()=L2> = __P

g2msL  2me,
Na regido fora do cilindro isolante a carga dentro da superficie S é:
qint =P TR?L
que é a carga dentro de um cilindro de comprimento L e 4rea da base m R? (com p uniforme). Portanto:

pmR*L _ pR?
g2msL  2gs

E(s) =

Dentro do cilindro o campo cresce linearmente como raio s e fora do cilindro ele decai com 1/s. Fora do
cilindro tudo se da como se toda a carga do cilindro estivesse concentrada em uma linha fina ao longo do eixo

z (teorema das cascas, das cascas cilindricas). O vetor campo elétrico dentro do cilindro é:

P 58
2me,

E=

R
Imaginemos agora que esse cilindro esteja com seu eixo deslocado do eixo z, deslocado de b. Qual a

expressao do campo elétrico dentro desse cilindro deslocado? A Figura abaixo ilustra essa ideia, em uma visao
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de frente (secdo transversal). Obviamente, se 7 = s'§’ é um vetor posic3o em relacdo ao

eixo do cilindro isolante (que ndo é mais o eixo z), entdo, do nosso resultado anterior:
E = P Sl S\J ,
2T &

Apenas trocamos a varidvel # = s §, que era o raio medido em relag¢do ao eixo do cilindro,

0

pela nova varidvel 7' = s’ §’, que passou a fazer o papel de raio medido em relac3o ao

eixo do cilindro.

Vemos na Figura que, da regra do paralelogramo: 7 = ' + b. Portanto: 7' = s§ — b e:

27'[80

- A 7
Note que o campo elétrico se anula no eixo do cilindro, ou seja, em ¥ = s$ = b.

b) Considere agora um cilindro macico isolante de raio R com uma densidade de carga

uniforme p. Dentro desse cilindro ha uma cavidade cilindrica vazia de raio a, com eixo

/
- i N |
paralelo ao eixo z em uma posicdo deslocada de b (em relacdo ao eixo z do cilindro L eI R
‘Densidade de /-
; . . . . . CArgA p -
isolante). Algo como na figura ao lado. Vamos calcular o campo elétrico no interior da T

cavidade cilindrica.

Para isso usaremos o principio da superposi¢do: esse cilindro de raio R e densidade p com cavidade
vazia de raio a é equivalente a um cilindro completo, sem cavidade, superposto a um cilindro de raio a com
densidade de carga - p na posicdo da cavidade. A densidade - p se superpde a densidade p funcionando de

fato como uma densidade de carga nula, ou seja, uma cavidade vazia.

Portanto, dentro da cavidade vale:
Ecav = ERp + Ea(—p)
Dos nossos resultados anteriores concluimos que:

= p - _p -
Erp, =——=s35§ Ejopy=——""1(s8—0b
Portanto: ke 2meg a(=#) 21 e ( )
= N pb
E =—5§+—- —b)=—
cav 2715055 2me, (SS )

que é um campo uniforme, ou seja, independente da posicdo no espaco dentro da cavidade. A Figura ao lado
ilustra esse campo, em uma visdo frontal do cilindro (secdo transversal). O vetor b é a seta preta e as setas

-

- -
azuis sdo as setas do campo elétrico dentro da cavidade (que sdo paralelas ao vetor b). Note que se b = 0, ou
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=3 —
seja, se a cavidade for coaxial ao cilindro, entdo E-4y = 0, ou seja, ndo haveria
campo elétrico no interior da cavidade. Esse ultimo resultado esta de acordo com o

teorema das cascas (das cascas cilindricas).

E/P22.65:

Um modelo eletrostatico para o atomo de Hidrogénio (ver Figura ao lado): o
préoton é uma carga pontual +Q na origem (bolinha preta). O elétron é uma nuvem de
carga negativa (bola amarela que vai ficando cada vez mais rarefeita quando nos
afastamos do nucleo) espalhada no espaco todo conforme a distribuicdo volumétrica ndo

uniforme (a, é uma constante e r é o raio em relagdo ao préton):

p(r) = —%e‘z”‘“
T ag

A Figura ao lado esboca o comportamento da densidade de carga eletronica p(r) em o(r)

funcdo do raio r (a distdncia ao nucleo). A densidade de carga eletrénica é (obviamente)

negativa e decai exponencialmente a medida que nos afastamos no nucleo em r = 0.

Exatamente em r=0 vale p(r) = —n(i3 e vale também p(r - o) — 0. A constante a,
0
define a taxa de decaimento de p(r), ou seja, define uma espécie de raio atdmico.

a) Trata-se de uma distribuicdo de cargas esfericamente simétrica. Imaginemos uma superficie esférica S de
raio r qualquer com centro exatamente sobre o préton (ou seja, na origem r=0). A carga elétrica interna a essa

superficie imaginaria é:

dwr() = Q + f p(r) AV

r=0
ja que dentro de S estd o proton e uma parte da nuvem de carga correspondente ao elétron. Portanto:

T

T
gnr() =Q + f p(r)4mridr=Q+ f _%e—zuao 4mridr
T ag
r=0 r=0

-k x

De uma tabela de integrais sabemos que se f(x) = x2e entdo:

-k x

ff(x)dxz —ek3 (k2x2 +2kx+2) +C = F(x)

Segue que:

29 1p) - F(0)]
0

qine(r) = Q —
a

Portanto, sendo k = 2/a, , obtemos:
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r)=0Q+ o1 e_%((Z/a 2r2 +2(2/ag) r+2) =2
qinT\T) = ag (2/ag)? 0 0

Simplificando:

_2r T \2 T

Qo Qo
Note que quando r — 0 s6 sobra o préton dentro de S e q;yr(r = 0) —» Q. Por outro lado, se r = o, a
superficie S engloba toda a carga elétrica do atomo que é q;yr(r = ©) — 0, pois todos os atomos sdo
eletricamente neutros (eles deixam de ser neutros quando perdem ou ganham elétrons e se transformam em

ions).

b) Para calcular o campo elétrico desse &tomo vamos usar a superficie S definida acima como uma superficie
gaussiana na lei de Gauss. Precisamos lembrar que a simetria da distribuicao de carga nos leva a concluir, sem
nenhum célculo, que o campo elétrico que essa distribuicdo de carga gera no espago possui a simetria esférica
dada por:

E=E@)+
ou seja, o campo sé depende, em maddulo, da distancia r ao centro da esfera e tem a diregdo radial (diregéo 7).
N3o ha direcdes privilegiadas no espaco. Falta apenas determinar a func¢do E (7). Portanto, calculando o fluxo

desse campo na superficie gaussiana S (uma esfera de raio r) obtemos:

¢=£ E-fdA= £ E(r)f-fdA:E(r)fS dA=E(r)4mr?

Agora, da lei de Gauss, sabemos que:

r r
_ vt S E(r) (4mrd) = qint (1) S E(r) = qint (1)
o o g 4 mr?

¢
Substituindo q;y7(r) calculado anteriormente obtemos:
_2r r \2 r
E(r) =L2 e a0<2(—) +2—+1
4megr ao Qg
Note que quando r — 0 sé sobra o préton e o campo elétrico é o campo de uma carga pontual positiva Q:

Q

E 0 —
(r= )_)47'[807'2

Por outro lado, se r — o0, o campo elétrico se anula, significando que a influéncia elétrica do atomo deixa de

existir, ou seja, ele deixa de atrair ou repelir outras cargas elétricas na sua vizinhanca.
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c) Esbocamos ao lado um grafico de E(r) versus r. O campo diverge quando nos ,
aproximamos do nucleo (em r=0) e vai ficando cada vez mais fraco quando nos E(r)
afastamos dele. Trata-se de um comportamento razodvel, pois esperamos que
um datomo interaja mais fortemente com outras particulas carregadas que
estejam mais préoximas dele. A medida que r aumenta a nuvem eletronica vai

blindando o nucleo e o campo elétrico resultante, do nucleo e da nuvem

eletronica (ou seja, o campo elétrico do atomo), vai se anulando. O decaimento 0
de E(r) com r é muito rapido (exponencial), definindo basicamente um

tamanho finito para o atomo.

Pode parecer estranho representar o elétron através de uma nuvem de cargas elétricas que se espalha
por todo o espago, mas esse é basicamente o cenario que se revela na mecanica quantica. Nesse formalismo
as particulas ndo assumem posi¢cdes bem definidas no espacgo, pois seus comportamentos sao descritos por
ondas que se propagam nesse espaco. Assim sendo, um elétron no atomo de Hidrogénio pode ser encontrado
em qualquer posi¢ao ao redor do nucleo, mas com maior probabilidade na regido préxima dele. O elétron se
encontra, portanto, espalhado no espaco todo, pois nunca podemos afirmar que ele estd assumindo uma
posicdo exata, ou mesmo uma trajetéria bem definida, como as trajetdrias circulares definidas no modelo de
Bohr para o atomo de Hidrogénio. No formalismo da mecanica quantica essas trajetdrias dao lugar as nuvens
eletrbnicas, pois apenas a probabilidade de se encontrar o elétron em uma posicdo qualquer do espaco estd
definida, mesmo na descricao do que seria uma particula. Essa é a interpretacdao de Max Born para a fungdo de

onda, comumente aceita na mecanica quantica.

As Figuras ao lado mostram resultados
experimentais que nos permitem visualizar as
nuvens eletrénicas no atomo de Hidrogénio: (a)
estado fundamental e (b) 12 estado excitado
(Ref. Direct measurement of the quantum

wavefunction, J. S. Lundeen et al. Nature 474

= =
Increasing electron density —

(2011)). Note que a regido em vermelho, préxima ao
proton, é a regido de maior probabilidade de se

encontrar o elétron. Nas regides mais distantes, em azul, a probabilidade vai decaindo suavemente a zero.

A mecanica quantica é o conjunto de leis de governa o mundo microscépico onde “vivem” as moléculas, os

atomos, os nucleos atdmicos, os protons e os elétrons.
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