E/P23.1:

Uma carga pontual g, esta fixa na origem de um sistema de eixos xyz. Uma outra carga pontual g, se desloca
do ponto A = (x4, V4,24) para o ponto B = (xg,yg,2g). Qual o trabalho realizado pela forga elétrica (feita

por q;) em g,? Vamos assumir que g; permanega fixa na origem, enquanto g, se move.

A carga q, gera em sua vizinhanga um campo elétrico dado por:
El - k—T

sendo r a distdncia (raio) até a carga pontual g; e ¥ um vetor unitario ao longo do raio que nasce em g,
(apontando no sentido do crescimento do raio). A carga g,, estando na presenca desse campo elétrico, vai

sofrer uma forga dada por (lei de Coulomb):

= CI1CI2 £
F1/2 = qE, = k

Ao se deslocar de A até B o trabalho dessa forga sobre g, sera:

B B
= f z) qu 1 dz)
A A
Note que essa integral pressupﬁe um caminho que conecta os pontos Ae

- dlg --B
B, sendo dI um campo de vetores tangentes a esse caminho, apontando q
2'{

de A para B. A Figura ao lado ilustra os conceitos envolvidos no calculo de q1@----------

W (supondo que g, € g, se repelem). A carga q, estd fixa enquanto q, A-___.7
percorre a curva vermelha, entre A e B. Os vetores dl s3o deslocamentos

infinitesimais tangentes a esse caminho. A forga F; /, € radial, com centro em q;.

Ndo precisamos resolver a integral que fornece W, pois ja sabemos que E; é um campo conservativo e

que, portanto, existe a fungdo escalar V; tal que:
B

V,(4) = V,(B) = fﬁl- dl

A

N
V; é o potencial elétrico no espago devido a presenga da carga g, na origem. Concluindo: sendo E; um campo
conservativo, sua integral de caminho entre dois pontos A e B independe do caminho que conecta esses

pontos, ela depende apenas dos extremos A e B. Portanto:

W= QZ(V1(A) - V1(B))

Sabemos que para uma carga pontual vale:
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V@) =kl
T

Finalmente:

q1 CI1> (1 1)
W = k——-k— )=k —_——
Clz( T TS q192 T T

sendo r a distancia entre as cargas, ou seja, a distancia de g, até a origem, que é dada por:

r=x%+y?+z?

Portanto, em termos das coordenadas de A e B obtemos:

1 1
WZkCth( - >
VX +yi+zi xR+ yE+ 2

Podemos escrever também:

W = U;,(4) — Uy2(B)
sendo U;,(7) a energia potencial elétrica das cargas q; € q,:

q19>2

Ui,(7) =k
12 -

Note que 17, é a distancia entre as cargas.

A energia potencial elétrica U de um sistema de cargas elétricas é exatamente a capacidade que as
forcas elétricas entre elas tém de realizar trabalho nessas cargas. Nesse caso, quando g, vai de A para B, a

energia potencial elétrica do sistema de (duas) cargas varia de (final menos inicial):
AU = U13(B) — U2(4)

Por que essa energia variou? Porque ela é a capacidade das forgas elétricas mutuas em q; e g, de realizar
trabalho e foi realizado trabalho enquanto g, foi de A para B, portanto essa capacidade mudou. Quando g,
estava em A, a capacidade era U;,(A). Quando g, passou para B, a capacidade mudou para U;,(B). Qual o
valor de AU? Sendo AU uma capacidade de realizar trabalho, sua variacdo é o trabalho realizado, com o sinal
trocado. Por que o sinal trocado? Se as forgas elétricas realizam um trabalho positivo (negativo), entdo a

capacidade de realizar trabalho diminui (aumenta), ou seja: AU = —W. De fato, ja vimos que:
AU = Uy (B) — Uy (A) = —(Uy2(4) — Uyp(B)) = —W

Lembrando do teorema do trabalho-energia, fica claro como essas idéias se encaixam. Considere que

somente as forgas elétricas mutuas atuam em g, e g, (enquanto g, vai de A para B). Entdo:

AK =KB)—-KA) =W = U12(A) - U12(B)
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sendo K a energia cinética apenas de g, nesse caso, pois estamos supondo g, fixa. Se g; ndo estivesse fixa, K

seria a energia cinética total das duas cargas: K = K; + K;.

Portanto, definindo a energia total do sistema E = K + U (cinética mais potencial), obtemos:

K(B) — K(A) — (U12(4) — U1,(B)) =E(B) —E(4) =0
sendo E = K + U. Resumindo:
AK=W=—-AU=>>AK+AU=0=>AK+U)=0=>AE=0

Esse conceito estendido de energia nos leva a ver esse sistema como um sistema conservativo: g, flui de A

para B, e a quantidade E (a energia total do sistema) se conserva nessa transicao.

Concluindo:

1 1
e e
N\VE Iz R+ yE+ 2

Com os dados numéricos do problema obtemos:
= —0,36]

A energia potencial elétrica é uma energia posicional (a distancia r;, é uma posicdo relativa), assim
como a energia potencial gravitacional U; = m g h (h é uma posigdo). A medida que as particulas carregadas
mudam de posi¢cdo dentro de um sistema, suas energias potenciais elétricas mudam, sendo transformadas em
outras formas de energia, como energia cinética ou calor. A energia potencial elétrica é a principal energia

envolvida nas reagdes quimicas e no funcionamento dos circuitos elétricos.

q1
E/P23.3: Considere um modelo eletrostatico para um nucleo de Litio (Z=3):
trés prétons (carga q) localizados nos vértices de um tridangulo equilatero de L
lado L. Qual a energia eletrostatica desse nucleo?
Sabemos que a energia eletrostatica de um par de cargas g, e g, é: qs 0z
419>
Uip(r2) = k
T12

sendo 1y, a distancia entre as cargas. Portanto para essas trés cargas equidistantes entre si obtemos:

U=Up+Ups + Uy =k CI1LCI2 Tk C11L613 Tk C12Lq3

Como sdo trés prétons, segue que: q; = g, = q3 = q. Portanto:

2
q
U=3k—>0
L
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Com os dados numéricos do problema obtemos: U = 2,16 MeV (M=mega=10°). Essa é a quantidade
de energia que devemos gastar para construir esse nucleo (no contexto desse modelo) partindo de trés
prétons separados por distancias mutuas infinitas (ou seja, que inicialmente ndo interagem entre si). Os
prétons se repelem mutuamente e devemos gastar energia, ou seja, realizar trabalho positivo sobre o nucleo,
para aproximar e juntar essas particulas. Na natureza esse “trabalho” é realizado no interior das estrelas, onde
as altas temperaturas sdo capazes de produzir colisGes entre prétons ao ponto de junta-los formando os
nucleos. Nucleos mais pesados, com maior quantidade de prétons (maior niUmero atomico Z), podem requerer

maiores energias, como as produzidas em explosdes de estrelas.

Essa energia U também é a quantidade de energia que esse nucleo liberaria (na forma de energia
cinética) se ele se desfizesse, ou seja, se ele explodisse (devido a repulsdo mutua entre os prdtons) ao ponto
dos trés protons se afastarem infinitamente um do outro. Enquanto os nucleos se afastassem (L — ), a

energia potencial elétrica iria diminuindo, ou seja, ela seria convertida em energia cinética dos prétons:
AK +AU =0

Esse é basicamente o principio de funcionamento de uma bomba nuclear e de um reator nuclear
usado em usinas de produgdo de energia elétrica. Note que nesse modelo, e mesmo no mundo real, os
prétons dentro de um nucleo estdo se repelindo mutuamente de forma intensa. Pressupde-se que exista outra
forca atrativa que equilibre essa repulsdo. Aqui poderiamos imaginar simplesmente que os trés protons estao
“pregados” nos vértices do triangulo. No mundo real a forca atrativa responsavel pela estabilidade do nucleo é
a chamada forca “forte” ou forga nuclear. Através da forca forte/nuclear os prdtons e neutrons se atraem
mutuamente, tornando os nucleos atdmicos estaveis. Vemos entdo o papel dos neutrons no
nucleo: ajudar na “cola” dos prétons que, sem essa “cola”, simplesmente se separariam
instantaneamente por causa da repulsio mutua. No caso do nucleo de Litio, que
consideramos aqui, sua estrutura (do is6topo mais abundante) seria algo como ilustrado na
Figura ao lado: trés prétons (em vermelho) e quatro néutrons (em azul) aglomerados no espago formando

uma estrutura estavel. Ndo se trata de uma estrutura estatica: prétons e neutros “orbitam” dentro do ntcleo.

Alguns nucleos encontrados na natureza e/ou criados em laboratdrios sdo instidveis e vdo se
fragmentando com o tempo. Esses sdo os nucleos radioativos e seus fragmentos viajando no espago

constituem a radiagdo nuclear.

Direitos reservados ao autor: José Arnaldo Redinz / Universidade Federal de Vigosa — MG (Nov./2022) Ver. 1.6



E/P23.5: Uma pequena esfera de carga g, e massa M é langada em

- , —
rota de colisdo contra uma segunda esfera (também pequena) de g U @
carga g; que esta fixa. g, tem o mesmo sinal de q;, de tal forma que I
as esferas se repelem. Quando a distancia entre os centros das - - —).|

esferas é D a velocidade de g, tem médulo V.
a) Qual o mdédulo da velocidade de g, quando a distancia entre as esferas for L < D?

Vamos considerar que as esferas sdo particulas e desprezar a acdo da gravidade e de arraste com o ar
(o experimento pode ser feito no vdcuo). Entdo, a Unica forca em q, é a forga elétrica de repulsdo produzida
por d;. Essa forca é repulsiva e vai freando g,. Em principio poderiamos pensar em abordar esse problema
utilizando a segunda lei de Newton para a esfera que se move, mas, note que a forca de repulsdo entre as
esferas é uma forca variavel, pois, a medida que as esferas se aproximam, a forca aumenta de magnitude. De
fato, se r(t) é a distancia entre as esferas no instante t, segue que a magnitude da forca de repulsio é (da lei de
Coulomb e do teorema das cascas: “esfera = particula”):

1 1
T & 1192 r(t)?

Fon(t) = P

Portanto, assumindo um movimento retilineo, que ocorrerd se a velocidade inicial de g, estiver ao longo da
=
linha que conecta os centros das esferas (a linha de a¢do de F,,;, como sugerido na Figura), a segunda lei de

Newton diz que a velocidade V(t) da esfera com carga g, varia de acordo com:

1 1
41g, L r(t)?

d
M —=V(t)=-
7O
Note que essa é uma equacao diferencial dificil de resolver.

Partimos entdo para uma abordagem via conceitos de energia. E para isso que esses conceitos servem.

N3o havendo outras forgas na esfera moével segue a conservacgdo da energia (cinética mais potencial):

K(L) + Ug(L) = K(D) + Ug(D)

Portanto:

1 1 qq; 1 1 q1q;
“MVZ+ =-MV{+
2 L Tamey, L T2 ° T4ame, D

Concluindo:

v, = [V -—
L O 4me,M

2 24,9, (1 1)

Note que, sendo L < D, segue que V; <V, (a esfera 2 esta freando enquanto se aproxima da esfera fixa).

b) Qual vai ser a distancia minima entre as esferas?
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A esfera de carga q, vai se aproximando e parando, devido a forca de repulsdo. Na distancia minima

entre as esferas, L = Ly , @ equagdo acima vale com V;, = 0. Portanto:

1 1 1 1 2meMV?
Q1QZ( ) 0 N 0 0

2meM \Ly;y D Lyiv D q192

Essa ultima equagdo fornece o valor de Ly em termos dos dados do exercicio.

E/P23.10: Quatro particulas de carga q estdo fixas nos vértices de um 1@ @
quadrado de lado L. Uma particula de carga g, vai ser levada desde o centro

do quadrado (A) até o ponto médio de um dos lados do quadrado (B). A Figura A‘\ ,// k B
ao lado ilustra a ideia. A curva verde tracejada seria uma trajetdria qualquer RS G

que levaria a carga g, de A até B.

9@ - X

Imagine um agente externo que faz esse transporte de g, vencendo a

o
forca elétrica resultante que as quatro cargas q exercem sobre g,. Se E é o campo elétrico criado pelas quatro

cargas q no espago, a forga elétrica que essas cargas exercem sobre q; é:
FE =g, E
Portanto, se o agente externo aplica em g, uma forga F@©*0 que vence F e leva q, desde A (em
repouso) até B (em repouso), o teorema do trabalho energia aplicado a g, leva a:
0=K(B) —K(A) = W (A > B) + Wey (A - B)

Portanto, o trabalho que o agente externo deve fazer nesse transporte é:

B B B
Wext(A—>B)=—Wel(A—>B)=—fﬁ(e’)-df=—fq1§-df=—quE-df
A A A

Agora vamos usar o fato de que E é um campo conservativo e de que existe, portanto, uma fungao

escalar V, o potencial elétrico associado ao campo E, de tal forma que:

B
fﬁ -dl =V(A) —V(B)
A

Concluindo:

Wext(A = B) = q1[V(B) — V(A)] = AUg

sendo U a energia potencial elétrica da carga q,: AUg = Ug(B) — Ug(4).
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Note que esse trabalho W,,; de A até B independe do caminho percorrido pela carga q; conectando
os pontos A e B. Qualquer caminho que usarmos na integral de E - dl vai levar ao mesmo resultado.
Obviamente nao faremos essa integral explicitamente, pois isso ndo é necessario. Basta calcular a diferenca de
potencial V entre A e B, sendo V o potencial eletrostatico das quatro cargas g no espaco, ou seja:

q N q N q n q
MeEyTy 4meyr, 4megrs 4men

V@) = i) + V() + Vs () + Ve = 5

Para o ponto A vale (r é metade da diagonal) 1, =1, = 13 = 1, = L/2/2 e, portanto:

q q
V(A) =4 ———— =2
4meyLN2/2 mey L
ParaopontoBvalery =r,=L/2ers =1, =1L \/§/2. Portanto:

Lo L1y
7T€0L/2 41‘[50L\/§/2 T[S()L \/g

V(B) = 24

Concluindo:

1 1
Wext (A= B) = q4 [1+——q1\/§L— 1% [1+E—\/§]

ey L NG megl mel

N
E/P23.13: Um campo elétrico uniforme aponta para o leste. Sdo dados 4 A
pontos no espaco: A, B a oeste de A, C a leste de A e D ao sul de A. A Figura E

s
ao lado resume essa ideia.
B A C
O que podemos dizer sobre o potencial elétrico nos pontos A, B, Ce D? o >
D

Fato 1: o potencial diminui ao longo da dire¢do/sentido em que aponta o .
campo E.De fato, como: s

B
V(4A) -V (B) = fﬁ dl
A

com diapontando de A para B, segue que, se E também aponta sempre de A para B vale E-dl>0e:

B
V(A) - V(B) = fﬁ- dl> 0= V(4) > V(B)
A

(fazendo uma analogia: a aceleracdo da gravidade § sempre aponta para baixo, ou seja, no sentido do

decaimento da energia potencial U; = m g h, assim como E sempre aponta no sentido do decaimento de V).
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Portanto, j4 podemos afirmar sem nenhum cdlculo que na situacdo dessa questdo vale: V(B) >

V(A) > V(C). Isso porque o potencial elétrico decai quando caminhamos na dire¢do/sentido de O para L, que

¢é a diregdo/sentido de E.

o
Fato 2: as superficie equipotenciais sdo ortogonais a E e vice-versa. Isso porque se A e B estdo sobre uma

superficie equipotencial (V(4) = V(B)) e dl é um vetor qualquer sempre paralelo a essa superficie segue que:

Portanto, estando o campo elétrico na direcdo OL, segue que as superficies equipotenciais estdo na diregdo
NS, que é a direcdo ortogonal a direcdo OL. As superficies equipotenciais sdo planos ortogonais a dire¢do OL.

Segue que V(D) = V(A) pois A e D estdo sobre uma mesma superficie equipotencial (mesmo plano ortogonal
a E).

Podemos dar uma solucdo mais quantitativa para esse problema, apenas como exercicio. Chamando
de x o eixo OL, segue que: E= EX,com E > 0. Portanto, para quaisquer dois pontos 1 e 2 no espago vale:

2

2 2
V(l)—V(Z)sz- df=fE9?-df=Ejdx=E(x2—x1)
1 1 1

Note que a operagdo de produto escalar é uma operagao de projecao e para qualquer vetor KvaleK % = K,.
Segue que X - dl = dx. A realizacdo da integral acima pressupde a escolha de um caminho entre os pontos 1 e
2, qualquer caminho, pois a integral independe do caminho. De fato, nossa solucdo da integral mostrou essa
independéncia, pois nem definimos qual o caminho de integracdo utilizado. Ndo é necessario, posto que a
igualdade X - dl = dx implica que somente a distancia entre os pontos 1 e 2 ao longo de x interessa. Mas
enfim, se vocé quiser pode definir um caminho ligando os dois pontos 1 e 2, um caminho “quadriculado” que
anda sobre o eixo x, depois sobre o y e finalmente sobre 0 z. Como Xy = 0 e X - Z = 0, segue que somente o

deslocamento ao longo de x interessa.
Resumindo:

V(A) —V(B) = E (xg — x,)

Confirmamos entdo que se x5 < X4, como na Figura acima, segue que V(A) —V(B) = E (x5 — x,) <
0=V(A) <V(B). Por outro lado, como x, = x, segue que V(A) — V(D) = 0. Nesse referencial as
superficies equipotenciais sdo planos x=constante. Podemos ver, dada a expressdao acima, que nessa regido do

espagovaleV =V (x) = —E x + C (com C uma constante arbitraria). Portanto, V(4) = —E x4 + C etc.
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E/P23.22: Duas cargas pontuais +q fixadas no eixo y conforme a Figura Y
acima. Considere o potencial elétrico no espaco produzido por essas q
duas particulas. a ~r
F \\\\L »
Do principio da superposicdo, o potencial elétrico em qualquer ponto P Vx
. a L7
do espaco é: Ty
9 N I .
VA =)+ V@) =k—+k—
r )

sendo 7y (r,) a distancia da carga 1 (2) até o ponto 7 (seta vermelha) onde o potencial estd sendo avaliado. Na

N —
origem (¥ = 0), por exemplo, vale: r; = r, = a e, portanto:
= q q q
V(0)=k—+k—=2k—
a a a
Note que o potencial esta sempre definido a menos de uma constante arbitraria e que, portanto, esse valor
acima é o valor do potencial na origem tomando como referéncia o valor arbitrario V=0 no infinito.
Para um ponto qualquer sobre o eixo x vemos da Figura que vale:
r =1, =1 =+x%+a?
Portanto, sobre este eixo x vale:

q q q
+ k =2k——
Vx2 + a? Vx2 + a? Vx2 + a?

Vix) =k
d) Vamos esbogar um grafico de V (x) versus x:

O potencial tem um maximo na origem equidistante das cargas e decai a V(x)4

»

zero a medida que nos afastamos das cargas. A fungdo I/ (x) é par, ou seja:

V(—x) = V(x), dada a simetria da distribui¢do de cargas.

e) Parax > a (a/x = 0) podemos fazer (usando (1 + &) =1+ n g, para

£ pequeno):

-1/2 0
V(x) =2k

q q q 2
= 2k =2 k—(l + (2 )
Va2 +a?2 k%1 + (a/x)? |x| (x)
a1 )
=2k—(1-(=)(=) +-
|x| 2 (x) +
Note que Vx2 = |x|. O termo dominante (maior) nessa série é:

2q

V(x) = k
| x|

Poderiamos ter feito simplesmente Vx2 + a? = Vx2 = |x|. Mas, agora ja foi.
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Vemos que para x > a o potencial é aquele produzido sobre o eixo x por uma carga pontual 2q na
origem. Esse é o resultado esperado, pois, para um observador distante dessas duas cargas, a separagdo 2a
entre elas “desaparece” e elas se fundem como se fossem uma carga pontual apenas de magnitude 2q

localizada na origem.

E/P23.32: Uma esfera de raio R tem uma carga Q distribuida uniformemente em sua superficie.

Para obter o potencial no espago na vizinhanga dessa esfera podemos usar o teorema das cascas.

Sabemos que para quaisquer dois pontos A e B no espaco:
B
V(A) —V(B) =f - dl
A

S
sendo E' o campo elétrico que existe nesse espaco.

Tomando o ponto A no infinito e arbitrando V(4) = V() = 0, ficamos com:
7
V() = V() = — V(F) = jﬁ dl

sendo 7 um ponto qualquer do espaco. E conveniente que definamos 7 em relagio a uma origem no centro da

esfera. Nesse caso, |#*] = r é a distancia (raio) até esse centro.

Essa expressdo para V(#) mostra que o potencial estd definido (a menos de uma constante, que
estamos arbitrando como sendo zero) pelo campo elétrico. Do teorema das cascas, sabemos que para essa
esfera com densidade de carga superficial uniforme e carga total Q vale:

L
E@) ={4meyr?

-

0 parar <R

7 parar > R

ou seja, para pontos fora da esfera (r > R) o campo elétrico é o mesmo que seria gerado por uma carga
pontual Q fixa no centro da casca (origem) concentrando toda a carga da casca. Para pontos dentro da casca

(r < R) o campo elétrico produzido pelas cargas na casca é nulo.

Portanto, para r > R (um ponto fora da esfera) obtemos:

7 7 0 7 J 0
N —>_ - T_
Ve = f -l f Amegr? dl_47r£0f 2 4me,

Note novamente que a operagdo de produto escalar é uma operagdo de projecdo e que 7 - dl = dr. Como n3o

|-

poderia deixar de ser, concluimos que fora da esfera tudo se passa como se houvesse uma carga pontual Q na
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origem. No cdlculo acima ndo definimos o caminho de integracdo, basicamente porque ja sabemos que esse
resultado independe do caminho. Tanto é assim que pudemos obter o resultado sem assumir um caminho

particular conectando os pontos 7 (com r > R) e c. Mais adiante comentaremos um pouco mais sobre isso.

Para r < R (um ponto dentro da esfera) obtemos (como o campo elétrico dentro da esfera é diferente

do campo fora da esfera, dividimos o caminho em duas partes: fora da esfera e dentro da esfera):

7 R
oy — —>_ Q —dT‘ _ Q 1
V(r)——fE dl_4nsofr2_f0_4n£0R

R

Vemos entdo que fora da esfera tudo se passa como se houvesse uma carga pontual Q na origem
(teorema das cascas) e que dentro da esfera o potencial assume um valor constante igual ao valor do potencial
na superficie da esfera. A Figura abaixo ilustra o comportamento de V(#) = V(r) versus o raio r. Note que

como sempre acontece, o potencial é uma fun¢do continua das

o . V(r)a

coordenadas. A regido dentro da esfera, assim como a i

]

]

superficie da esfera, é uma regido equipotencial. !

1

. . . . 1

Note que nas integrais acima que fornecem V (¥) nem !

]

. . . ~ !

nos demos ao trabalho de especificar o caminho de integracao, !

1

. . . . |
porque essas integrais independem do caminho. Qualquer que . >
0 R r

seja 0 caminho escolhido, conectando um ponto no © e 7, o

resultado obtido é o mesmo. Mas, enfim, o procedimento padrdo para realizar essas integrais é escolher um
caminho conveniente e integrar ao longo desse caminho. Como

qgualquer caminho serve, geralmente escolhemos o caminho mais B A dl
simples/conveniente. Um caminho mais simples é basicamente ’

aquele em que o produto escalar E- dl é mais facil de calcular.

Portanto, essa escolha depende basicamente da direcdo de E. Nesse caso E é radial e o caminho mais simples
é radial (d7= 7dl), pois segue que E-dl=F-#dl = E dl. Esse caminho esta ilustrado na Figura ao lado
(linha verde que parte do infinito). O ponto A é um ponto fora da esfera carregada e, portanto, desde o infinito

até A o campo elétrico é dado por:

A A A
V(4) = fE dl = — f 7o dl = f —r_ L
B B 4neor2 T4, r? 4-77.'80 T
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sendo 14 o raio do ponto A. Esse foi o resultado que obtivemos, sem nem pensar em qual caminho estavamos
g . . ’ . ~ . 7 ’
utilizando na integral de caminho. Alguém poderia chamar atencdo de que na Figura o vetor dl esta

apontando para dentro do raio e que, portanto, deveriamos ter escrito dl = —+ dr, pois 1 aponta para fora do

centro. Mas, devemos levar em conta que nossa integral é de oo até A (sentido decrescente do raio) e que,
portanto, nessa integral o valor de dr é negativo. Portanto, o vetor dl = #dr é de fato um vetor que aponta
para dentro do raio. Se estivéssemos integrando de A até oo, ainda assim usariamos dl = #dr porque nesse
caso o vetor dl estaria apontando para fora do raio e o dr seria positivo. Enfim, em qualquer caso vale
dl = #dr.

Para calcular o potencial no ponto C, que é um ponto dentro da esfera carregada, devemos lembrar
que a partir do ponto B, na superficie da esfera, o campo elétrico muda de valor, ele passa a ser nulo. Assim

guebramos nossa integral em duas partes, uma que vai de oo até B, para a qual o campo elétrico € o mesmo

utilizado na integral acima e outra integral, de B até C, em que o campo elétrico é nulo. Ficamos com:

V(c)=—IE-df=Lf_—dr—jo ¢ 1_ 580%

4 e, TAme, 1y 4

gue foi o resultado obtido anteriormente.

Conclusdo: é sempre mais facil de se visualizar e de se controlar o processo de célculo do potencial
elétrico através da escolha de um caminho de integracdo. Um desenho sempre ajuda nesse caso. E
aconselhdvel que o estudante faga dessa forma. Mas, devemos ter em mente que o resultado da integral de
caminho do campo eletrostatico ndao depende do caminho escolhido, pois esse campo é conservativo.
Portanto, mesmo que ignoremos qual o caminho que estd sendo percorrido na integral, se fizermos todas as
contas corretamente, obteremos ao final o resultado correto para a diferenca de potencial elétrico entre dois
pontos quaisquer no espaco. Mesmo assim, entendemos que a realizacdo da integral que fornece a fungao IV
em um caminho particular escolhido convenientemente (de acordo com as propriedades do campo E) permite

ao estudante um raciocinio menos abstrato e de menores chances de erro.

E/P23.35: Um filamento reto muito longo possui uma densidade de carga s Tﬁ

linear uniforme A. —>

Faremos aqui um calculo parecido com o feito o exercicio anterior.

Para obter o potencial no espago na vizinhanga desse filamento partimos de:
B
V(A) -V (B) = f E-dl
A
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Em principio podemos ter o impeto de tomar o ponto A no infinito e arbitrar V(4) = V(o) = 0, ficando com:
17.'
V@) = — f B dl

sendo 7 um ponto qualquer do espaco. Veremos que essa referéncia n3o funciona para esse caso (ela
geralmente ndo funciona para distribuicdes de cargas uniformes que estdo definidas sobre corpos de
dimensdes infinitas, como no caso desse filamento). E conveniente que definamos # em relacio a uma origem
sobre o filamento (linha vermelha na Figura ao lado), usando um sistema de coordenadas cilindricas com eixo
z ao longo do filamento. Nesse caso, s é a distancia (raio) em relacdo ao filamento e § um vetor unitario ao
longo dessa coordenada (ver a figura acima). Nesse sistema de coordenadas ja sabemos (da lei de Gauss) que

o campo elétrico na vizinhanca desse filamento é dado por:

t

)

<y

—/
I

>

Portanto:

7 frﬁ di f—l Ny — fds ! 1n(s/o)
- . = — . = —_—= ()
r 27'[8055 21me s 2me n(s/

Vemos que essa é uma expressao divergente. Ela esta dizendo que ndo podemos tomar como referéncia
IV = 0 no infinito. De fato, a hipdtese de que o potencial V convirja para uma constante no infinito (zero, por
exemplo) pressupbe que o campo elétrico se anule suficientemente rdpido no infinito. Isso geralmente é
verdade para distribuicdes de carga localizadas em objetos/corpos de dimensdes finitas (uma esfera, por
exemplo). Quando nos afastamos suficientemente desses objetos eles se tornam pontuais e seus campos
elétricos decaem rapidamente a zero (no minimo com 1/r%). Esse ndo é o caso deste filamento infinito

considerado nesse exercicio, para o qual o campo elétrico decai lentamente com 1/s.

Vamos abandonar entdo essa ideia de tomar V=0 no infinito e voltar ao cdlculo da diferenca de

potencial entre dois pontos A e B quaisquer. Obtemos:

B B
S o A ds A
V(A)—V(B)—J-E-dl—zﬂgo f?_Zneo In(sg/s,)
A A

sendo s, (sg) a distancia do ponto A (B) até o filamento (note que, como ja discutimos, se fizermos s, =
ndo podemos fazer V(A) = 0 pois obtemos uma expressdo divergente). Novamente, n3o nos preocupamos

muito em especificar o caminho de integracdo, pois vemos logo que B
E-dl=Edse que, portanto, somente o deslocamento na diregao radial {

s interessa para o calculo de V. Mas, podemos imaginar um caminho que }\A

—>
z
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parte de A, anda na direcdao radial até chegar no mesmo raio de B e depois anda na direcdo z até chegar

finalmente em B (curva verde na Figura ao lado). Esse trecho de caminho paralelo a z ndo contribui para o
calculo de V, pois nele vale E-dl=E-2dl=0 (ja que S é ortogonal a 2).

a) Se medimos a diferenga de potencial entre dois pontos A e B quaisquer (com sz # s4) podemos descobrir o

valor de A, pois:

2me,

= n(sy/50) [V(4) —V(B)]

c) Se tomarmos A e B dois pontos quaisquer a uma mesma distancia do filamento, s, = sg, obtemos:

V(B)-V(A) = In(1) =0

-1
T e nCsa/s0) =

2meg

Ndo ha diferenca de potencial entre esses dois pontos. De fato, as
Superficie

superficies equipotenciais para essa distribuicdo de cargas sdo cascas . .
equipotencial

cilindricas (superficies s=constante) coaxiais com o filamento carregado.

o o .. Filamento
Portanto, se s, = sg, entdo A e B estdo sobre uma mesma superficie

carregado
cilindrica equipotencial. A Figura ao lado ilustra essa ideia. Note entdo que
0 campo elétrico tem a direcdo do raio s e que as superficies equipotenciais sdo as cascas cilindricas coaxiais
ao filamento, que sdo ortogonais a esse raio e, portanto, ortogonais ao campo elétrico em todos os pontos do

espaco.

E/P23.36: Um cilindro reto muito longo de raio a possui uma densidade de carga linear uniforme A.

Esse exercicio é parecido com o anterior. A lei de Gauss mostra que para pontos fora do cilindro (s >
a) tudo funciona como se a carga de densidade A estivesse concentrada em um filamento ao longo do eixo do
cilindro (teorema das cascas cilindricas). Esse resultado independe de onde a carga est3, se ela esta distribuida
uniformemente em todo o volume do cilindro ou apenas na superficie do cilindro. Visto de fora (raios s > a),

tudo funciona como se essa carga estivesse ao longo de um filamento no eixo do cilindro.

Portanto, se A e B sdo dois pontos fora do cilindro obtemos (do resultado do exercicio anterior):

V(4) -V(B) = In(sg/sa)

2Tmeg

Nesse caso podemos, por conveniéncia, fixar o ponto A na superficie do cilindro, s, = a, arbitrar V(4) =0 e

definir entdo o potencial em um ponto B qualquer a uma distancia s = s > a do eixo do cilindro por:

0—-V(s) =

T In(s/a) = V(s) = T

In(a/s)
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A qual distancia s do cilindro o potencial vale Vy = 175 V?

Basta resolver a equagao:

Vy = In(a/s
¢ = g In(a/)
Portanto:
2megly a 2mEVy _2méeVx
ln(a/s)=T:—=e 1 =Ss=ae 1
S

Note entdo que se fizermos Vy = 0, obtemos s = a, que foi nossa escolha de referéncia para o
potencial. Vemos também que (para A > 0), quanto maior o valor de Vyx, menor o valor de s, ou seja, o
potencial decai a medida que nos afastamos do cilindro (que é o sentido do campo elétrico, se 4 > 0). No

infinito o potencial vale (para A > 0):

In(a/s) -

In(0 -
2meg 2T e, n(0) = -0

lim V(s) = lim
S—>00 S—>00

Novamente vemos que é impossivel tomarmos para essa distribuicdo de carga a referéncia comum

V=0 no infinito. Vimos que se tomarmos V=0 em s = a, entdo no infinito o potencial diverge (V — —o0). Se,
por outro lado, tomdssemos V=0 no infinito, entdo o potencial divergiria para todo valor finito do raio s, o que

seria um absurdo, ou, pelo menos, uma descricdo inutil desse sistema fisico.

E/P23.39: Duas placas planas grossas (espessura A) condutoras, muito largas /

(infinitas para todos os efeitos), e paralelas entre si (distanciadas de L)

possuem densidades de carga superficiais uniformes em suas faces internas,

mas de sinais opostos, conforme as Figuras ao lado (visdo obliqua e visdo de

perfil). Vamos definir um eixo z ortogonal as placas, com origem (z=0) na
face esquerda da placa da esquerda. Note que durante um transiente rapido as cargas se atraem mutuamente,

indo se concentrar nas faces internas das placas. Apds esse transiente o

A L A

equilibrio eletrostatico é atingido e o campo elétrico se anula dentro /—A—\ A /—A—\
das duas regides condutoras (em amarelo): 0 <z<AelL+A<z< -|—o+0o +
L+2A.

- + -

Note que sdo duas distribuicGes de carga do mesmo tipo, ou 'z

- +
seja, distribuicbes o uniformes em superficies planas. Se soubermos o
campo elétrico e o potencial elétrico produzido por apenas uma L 'A LS
distribuicdo de carga uniforme em uma superficie plana infinita, I

7=0 z=A z=l+A z=L+2 A

podemos apelar para o principio da superposicao e somar os dois
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campos elétricos e os dois potenciais produzidos pelas duas faces carregadas. Vamos nos concentrar entdo,

inicialmente, em uma superficie plana infinita com densidade de carga o uniforme.

Da lei de Gauss, ja sabemos que uma placa plana infinita com densidade de carga o uniforme produz

em sua vizinhanga um campo elétrico ortogonal a placa e de magnitude:

O campo n3o depende de fato da distancia |z| até a placa, ele é uniforme no espaco (de cada lado da placa).
Para o > 0 (0 < 0) o vetor campo elétrico aponta para fora (dentro) da placa. Tendo em vista esse resultado,
podemos concluir facilmente, dado o principio da superposicao, que no caso das duas placas condutoras desse
exercicio sé havera campo elétrico na regido entre as placas: A <z < L + A. O campo elétrico resultante

nessa regido sera:
- o ) o R o R
= (-2)+5—(-2) =—(-2)
2 & 2 & £

O campo entre as placas aponta da placa positiva para a placa negativa. Nas outras regides os campos elétricos

das duas placas se anulam:

E=—(+2) (F2) =0

+ —_—
2 & 2 &
No futuro chamaremos esse objeto de capacitor de placas paralelas.

Portanto, a diferenca de potencial entre quaisquer dois pontos na regido entre as placas sera:

B B B B
5 o o S o > o o
V(A)—V(B)=fE-dl=j—(—2)-dl=—— Z2-dl=——|dz=—~~24 — z5)
€o =) €o €o
A A A A

Nas outras regiGes o potencial sera constante porque o campo elétrico é nulo.

O exercicio sugere que tomemos como referéncia a face esquerda da placa negativa (z=0 no nosso
referencial) e arbitremos o potencial nessa face como sendo zero (note que as superficies equipotenciais sdo
planos z=constante, paralelos as placas). Portanto, como toda a regido z < A é equipotencial, pois ndo ha
campo elétrico nela, essa escolha resulta em:

Viz=0)=V(EZ=A)=0

Ent3o, tomando o ponto Aem z = A (V(A) = 0) e o ponto B em um z qualquer entre as placas obtemos:

V(A)—V(B) = 0—V(B) = Ei(zA —2) = V() = gi(z —n)
0 0
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Note que o potencial cresce com z (lembre-se que z > A na expressdo acima), pois o campo elétrico entre as
placas aponta no sentido —z. Essa é a expressdo do potencial para qualquer ponto entre as placas, ou seja,

entre a face direita da placa negativa (z = A) e a face esquerda da placa positiva (z = L + A).

Concluindo, na face esquerda da placa positiva (z = L 4+ A) o potencial vai valer:

o o
Viz=L+AN)=—(L+A—-A)=—1L
&o &o

Esse sera o valor do potencial em toda a regido equipotencial z > L + A, pois o campo elétrico é nulo nessa

regido. Concluindo, obtemos o potencial elétrico produzido por essas duas placas:

0 paraz < A
o
—(@z-A araA<z<L+A
V() = 80( ) p
o
k —L paraz > L+ A
o V(z) a

Na Figura ao lado esbogcamos um grafico do potencial em funcao
da coordenada z. Note que o potencial elétrico é uma fungdo

continua da coordenada z.

Poderiamos obter esse mesmo resultado superpondo os

v

potenciais das duas placas. Mas, este seria um caminho bem mais
complicado do que este que ja utilizamos aqui. Por isso vamos

deixar como esta.

E/P23.44: Uma esfera macica metalica (de cobre, por exemplo) possui raio R e o campo elétrico em sua
superficie (externa) vale Es apontando para dentro da esfera. Qual o potencial V; no centro da esfera

(tomando V=0 no infinito)?

Sendo a esfera condutora (em equilibrio eletrostatico) sabemos que em seu interior o campo elétrico
se anula. Portanto, o volume da esfera é uma regiao equipotencial. Conclusdo: o potencial no centro da esfera
(r=0) é igual ao potencial na superficie (r=R) da esfera: V(r = 0) = V(r = R). Entdo, vamos calcular V(r = R),

com a referéncia V(o) = 0.

Do teorema das cascas sabemos que na regido fora dessa esfera (r > R) tudo se passa como se toda a
carga Q que estd na superficie da esfera (distribuida uniformemente) estivesse concentrada em uma carga
pontual localizada no centro da esfera. Note que nesse caso vale Q < 0, pois estd dito que o campo fora da

esfera aponta para dentro dela.

Assim, da lei de Coulomb (parar > R):
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E = L 7
4meyr?
sendo r o raio em relagdo ao centro da esfera condutora e 7 um vetor unitario ao longo desse raio.

Da mesma forma, o potencial na regido fora (r > R) dessa esfera é o mesmo produzido por uma carga

elétrica pontual Q localizada no centro da esfera, que é dado por (com a referéncia V(o) = 0):

Q

V(ir)=——
) dmeyr

Portanto, o potencial no centro da esfera é igual ao potencial na superficie da esfera que vale (tendo em vista

a continuidade do potencial elétrico):

Q

V0=V(T=R)=—4T[£ R
0

Ndo foi dada a carga concentrada na esfera, mas foi dado o valor do médulo do campo elétrico (Eg) na

=3

superficie exterior, tdo préximo quanto se queira da superficie da esfera. Da expressdao acima para E
obtemos:

Eg = lim —¢ —¢ m

2= i
>R 4 EGT 4meyR 4megR

:RES

Note que Es é o médulo do campo, que é sempre positivo, e por isso introduzimos um sinal de menos na

carga, pois ja sabemos que ela é negativa.

Conclus3do:

Q

=——=—-RE
0 4megR s

Sendo @ < 0, o campo elétrico na regidgo r > R aponta do infinito para a esfera. Portanto, o potencial elétrico
decai quando caminhamos do infinito para a esfera. Como V = 0 no infinito, o potencial na esfera tem que ser

negativo. Para r < R (dentro da esfera) vale Vy = —R Ej.

E/P23.56: Duas esferas isolantes iguais (raio R) possuem cargas de

& o
mesmo mddulo mas de sinais contrarios (Q e —Q) e estdo colocadas lado Cm_ .;
e -

a lado, conforme a Figura acima (distanciadas de L, centro a centro). Qual

a leitura do voltimetro conectado as superficies das esferas (pontos a e b)?

O voltimetro vai medir a diferenca de potencial V(a) — V(b). Novamente, como no exercicio anterior,

vamos apelar para o teorema das cascas que diz que na regido fora de uma esfera (r > R) tudo se passa como
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se toda a carga Q que esta na esfera (distribuida uniformemente) estivesse concentrada em uma carga pontual

localizada no centro dessa esfera. Assim, da lei de Coulomb:

Q

E=——
41 gy1?

sendo r o raio em relagdo ao centro da esfera e # um vetor unitario ao longo desse raio.

Da mesma forma, o potencial na regido fora (r > R) dessa esfera é dado por (considerando V=0 no infinito):

Q

V(r) =
) 4meyr

Esse raciocinio vale para qualquer uma das duas esferas consideradas aqui e, portanto, do principio da

superposicao, o potencial na regido fora das duas esferas é dado por:

Q+—Q Q{l 1}

megry 4megr. 4me

V@A) =Vi() +V.(r) =
4 ry T1-

sendo 7, (r_) o raio desde o ponto onde V estd sendo avaliado (7) até o centro da

T T
esfera com carga positiva (negativa), conforme ilustrado na Figura ao lado.
7
Para o ponto “a” valer, = Rer. = L — R. Portanto:
1 1 =
V@) = —2 {— - } 0
4meyg R L—R

Para o ponto “b” valer, = L — R er_ = R. Portanto:

vb) =47TQSO {ﬁ_%}

Concluindo, sendo o voltimetro um aparelho que mede diferenga de potencial, a leitura do voltimetro é:

V(a)_V(b)=4£go {%_LiR}_Mfeo {LiR_%}zétanso{%_LiR}=27TQ€0R{1_L/R1— 1}

Note que V(a) — V(b) > 0 (pois L > 2R e L/R — 1 > 1), ou seja, V(a) > V(b), que é um resultado ja
esperado, pois 0 campo elétrico no espago aponta da esfera positiva para a esfera negativa e o campo elétrico
sempre aponta no sentido do decaimento do potencial (o potencial elétrico da esfera positiva é maior que o

potencial da esfera negativa).

Enfim, sem fazer qualquer calculo, sabemos que o campo elétrico no espaco aponta da esfera + para a
esfera -. Portanto, o potencial elétrico no espaco decai quando vamos da esfera + para a esfera -. Finalmente,
o potencial na superficie da esfera + é maior que o potencial na superficie da esfera -. Isso independe de qual

referéncia usamos para arbitrar onde fixamos V = 0.
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E/P23.61: Um cilindro metalico macico (em verde) de raio a estd dentro

(coaxial) de uma casca cilindrica (em vermelho) de raio b. O cilindro interno

tem densidade de carga por unidade de comprimento uniforme A, (>0)e a (>
casca tem densidade de carga A_ ( < 0). Qual o potencial no espaco, tomando s m
como referéncia V=0em s = b?

Note que no cilindro metdlico a carga elétrica esta concentrada apenas na superficie s = a (equilibrio

eletrostatico de um condutor).

Vamos usar o principio da superposi¢cdo para o campo elétrico dos dois cilindros. O teorema das cascas
(cilindricas) nos diz que, para pontos fora, uma casca (com densidade de carga uniforme) se comporta como se
toda sua carga fosse concentrada em um filamento coaxial a casca e que para pontos dentro da casca (por

simetria), o campo elétrico é nulo. Ja vimos que para um filamento com densidade de carga uniforme A vale:

ol
~
R
—
|
>

sendo s a distancia (raio) até o filamento e $ um vetor unitario ao longo desse raio.

Portanto, na regido mais interior (s < a), o campo elétrico é nulo, e o potencial é constante, igual ao
potencial em s = a. Ja sabiamos que isso era assim porque essa é uma regido ocupada por um condutor em

equilibrio eletrostatico. Mas, enfim, estamos apenas vendo aqui que, como nao poderia deixar de ser, o fato

= = . , . .17 .
de que E(¥) = 0 nesta regido esta de acordo com o que diz o teorema das cascas cilindricas.

Na regido entre os cilindros (a < s < b), o campo elétrico é o campo gerado apenas por 4., ou seja:
Ay

B() = —
) 2mey S

>

Nessa regido o potencial varia com o raio s, V=V(s). Finalmente, na regido exterior (s > b), o campo elétrico é a

superposicao dos dois campos, ou seja:

N T
E@) ="""3
2mWEYS
(note que o enunciado faz A, = 1 = —A_ mas aqui estamos considerando um caso mais geral). Nessa regido o

= -
potencial também varia com o raio s, V=V(s) (no caso do livro ele seria constante, pois valeria E = 0).

Ja que a referéncia deve ser V=0 em s = b, vamos comegcar calculando o potencial elétrico na regido

mais externa (s > b) e adotar essa referéncia.

A diferenca de potencial entre dois pontos A e B na regido exterior é: (lembrando que, qualquer que

N

seja o caminho de integragdo, S - dl = ds):
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B B
S5 - A+ A (ds A+ + A_
V(A) —V(B) = jE- dl=— | — ln(sB/sA)

2me, S 2me
A A

sendo s, (Sg) a distancia do ponto A (B) até o eixo z comum aos dois cilindros.

Para calcular a fun¢do V(#) a partir da expressdo de V(4) — V(B) (que é sempre nosso ponto de
partida), devemos fixar um dos pontos (A ou B) e arbitrar o potencial nesse ponto (geralmente fazemos, para
simplificar, V=0). Nesse caso estd dito para fazer V=0 em s = b. Entdo, tomando s, = b, fazendo V(4A) =0 e
tomando o ponto B em um raio s qualquer (s > b), obtemos na regido exterior:

Alm%wr:W)——l

Ay
V) ~V(B) =0-V(s) = -

s ln(s/b)

Note que se A, > |A_|, o potencial vai se tornar cada vez mais negativo quando nos afastamos dos cilindros,
porgue o campo elétrico nessa regido estard apontando para fora do cilindro maior e o campo elétrico sempre
aponta no sentido do decaimento do potencial. Sendo V=0 em s = b, ele terad que se tornar negativo na regido
s > b. Por outro lado, se A, < |A_|, o campo elétrico nessa regido estara apontando para o cilindro maior e o
potencial vai se tornar cada vez mais positivo quando nos afastamos dos cilindros. No caso especifico

Ay = A1 = —2A_, ndo havera campo elétrico nessa regido e o potencial serd V=0 para s = b em diante.

Para dois pontos A e B na regido entre os cilindros obtemos:

B
Ay ds

B
V(A) = V(B) = f cdl M nGs/s,)
4 0

“2me, ) s 2me
A

Novamente, tomando s, = b, fazendo V(4) = 0 e tomando o ponto B em um raio s qualquer (sz = s, com

a < s < b), obtemos nessa regido:

Ay Ay
V(A)—V(B)=0-V(s) = Tre In(sg/b) = V(s) = — Tre In(s/b)

Note que como nessa regido vale s < b, segue que V(s) é sempre positivo. De fato, sendo 1, > 0, o campo
elétrico nessa regido aponta de a para b e o potencial elétrico cai quando andamos nesse sentido.

Finalmente, na regido interior (s < a) o potencial é constante e igual ao potencial em s = a (porque o

potencial é uma fun¢do continua). Portanto, na regido interior obtemos:

- A
V(s) = Ll_r)rtll—2 s In(s/b) = — e In(a/b)

Note que como vale a < b, segue que V(s) é uma constante positiva.
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Nos graficos abaixo esbocamos o potencial em fungdo do raio s para os trés casos possiveis de relagao

entrel, e A_.
V(s)a , .
_\ Ay >
ia K;s
V(s)a , .
_\ Ae=IA|
a ib s
V(s) 4 , .
_\/ A <1
\a ib s

Podemos obter esse resultado anterior superpondo diretamente os potenciais elétricos dos dois

cilindros. Essa solugdo é um pouco mais trabalhosa e ndo sera apresentada aqui.

b) A diferenca de potencial entre as superficies dos cilindros é:

*_In(a/b) — 0
T SO

Vab=V(s=a)—V(s:b)=2

Note que como vale a < b, segue que V,, é positiva. O cilindro positivo tem potencial maior que o cilindro

negativo.

c) Na regido entre os cilindros o campo elétrico que existe é o gerado apenas pelo cilindro condutor:

= - = - 2‘+ A
E()=E,(F) =—35§

2mey s
como:
_A+ /1+ Vab
= l =
Va 2TE n(a/b) = 2mwey  In(b/a)

Portanto, na regido entre os cilindros:

Ay Va3
" 2meys . In(b/a)s

d) Se A_ = 0 continua valendo:
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s In(a/b)

V., =
P o ne,

A diferenca de potencial entre as duas superficies cilindricas (s = a e s = b) s6 depende do campo elétrico
gue existe entre essas duas superficies e esse campo ndo é afetado pelas cargas (uniformemente distribuidas)

no cilindro mais externo.

E/P23.79: Uma haste fina de comprimento a possui uma carga Q R
distribuida uniformemente em sua extensdo. Calcule o potencial elétrico 0 }-I

e P
nos pontos P e R mostrados na Figura ao lado. ;k_' . j—a-i _‘)‘r xF

Vamos usar o principio da superposi¢do: cada pequeno segmento da haste, de carga dq, produz em

sua vizinhang¢a um potencial do tipo carga pontual (ja tomando V=0 no infinito):
d
av =k —
r
Portanto, o potencial em um ponto qualquer do espaco é dado pela integral:

V) = de: fk‘i—f’

haste haste

sendo ' a distancia do ponto 7 onde o potencial estd sendo avaliado até a carga dg.

Para o ponto R podemos usar a Figura ao lado como referéncia. Vemos

A
logo que:
Q g
dg =Adx' =—dx’ dq
a >
r' =,/x'? + y? \ )

Note que no nosso referencial a varidvel x’ é negativa e varre o intervalo

[—a, 0] quando somamos sobre toda a extensdo da haste. Portanto:

d 0
- [+8 Tt

Em uma tabela de integrais obtemos:

dx'
f —m:ln(x,+\/m)

Portanto:

Direitos reservados ao autor: José Arnaldo Redinz / Universidade Federal de Vigosa — MG (Nov./2022) Ver. 1.6



24

0

fd—x’=ln(y)—ln(—a+ a2+y2)=1n<+>
J X+ y? Ja?+y?—a

Concluindo:

Q y
=k <In|—2——
Ve a n<\/a2 +y? — a>

Note que podemos escrever também:

y _ y Jat+y?+a =J’( a2+y2+a)=w/a2+y2+a
Jaz+y?—a Ja2+y?—a\Ja?+y2+a a’+y? —a? y

Portanto:

2 2
V) = k 2in (L)
a y

Para o ponto P podemos usar a Figura ao lado como referéncia. Vemos

A
logo que: dq - b
Q = >
dg =Adx' =—dx’
a A )
1 X X

r'=—x"+x

Note que x' é negativo e, por isso, precisamos colocar o sinal — nessa expressdo que da a distincia. Para

x' = —a, por exemplo (extremidade esquerda da haste), a distancia entre dg eopontoPér’ = a + x.
Portanto:
o dx Q 2
R f e
—x' + x o a —x'+x
haste f=— -a

Em uma tabela de integrais (que nesse caso nem seria necessaria) obtemos:

dx’ ,
——— = —In|—x" + x|
—x'+x
Portanto:
0
dx’ x+a
——— = —In(x) + Inla + x| = ln( )
—x'+x x
—-a
Concluindo:

V(P) = k %ln (x : a)
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c) Se R e P forem pontos distantes da haste podemos fazer y > a e x » aou a/y K1 e a/x <1 nas
expressoes acima. Para obter as expressdes assintdticas do potencial usamos a expansdo em série de Taylor da

fungdo logaritmo préxima de x=1 (fazendo x = 1 + & com € pequeno):
In(1+¢)=¢

Portanto, para o ponto R obtemos (y > a):

2 2 2
VR) = k an<m)=k2m(@)=k %y (9) =g Lip(142) = 2224 2
a y a y y

Para o ponto P obtemos (x > a):

V(P)=k§ln(x:a)=k%ln(1+g):kQE:k%

Nos dois casos obtemos um potencial que decai com 1/r, que é o comportamento tipico do potencial de uma
carga pontual. De fato, vista de longe, essa haste se parece com uma carga pontual Q na origem e seu

potencial é:

S QO

V(ir) =k

parar > a.
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