E/P24.1: Dadas a capacitdncia e a DDP entre as placas, qual a carga que deve ser armazenada em um

capacitor?

Um capacitor é essencialmente um dispositivo capaz de acumular carga elétrica. Ele é composto
geralmente de duas placas metdlicas que sdo carregadas com cargas +Q e —Q. Um capacitor carregado produz
no espago ao seu redor um campo elétrico e um potencial elétrico. A capacitancia C é uma medida da

intensidade com que um capacitor é capaz de acumular carga elétrica:
Q=CcAV

sendo AV a diferenga de potencial entre as placas. Nessa expressdo, C é uma grandeza (positiva) que depende
da geometria do capacitor e do material que permeia o espaco, sendo independente de Q e AV. A unidade de

é coulomb/volt (C/V) que chamamos de farad (F).

Se um capacitor possui capacitincia C = 7,28 uF = 7,28 x 107° F e a diferenca de potencial entre

suas placas é AV = 25V, a carga acumulada em sua placa positiva sera:
Q =CAV =182 uC

(1 = 107% = micro). Na placa negativa a carga acumulada serd —182 uC.

E/P24.2: Um capacitor de placas paralelas. A Figura ao lado ilustra um capacitor ”/
com essa geometria. Na aproximacdao em que desprezamos efeito de borda, ou q W
[~ -]

seja, considerando que as cargas Q e - Q se distribuem uniformemente nas faces

internas das placas (essas cargas se atraem mutuamente) e que o campo elétrico esta restrito ao espago entre
oA
d

sendo A a area (maior) das placas e d a distancia entre as faces internas das placas. No espaco entre as placas

as placas e é uniforme nessa regido, a capacitancia é: ¢ =

ndo ha nada, somente o vacuo. As cargas ndo estdao no vacuo, elas estdo espalhadas uniformemente nas faces

internas das placas.
a) Dados A e d podemos calcular a capacitanciade C = gyA4/d = 3,3 x 10712 F = 3,3 pF (p=pico).
b) A DDP entre as placas é dada por Q = C AV = AV = Q/C = Q/[&,A/d]. Portanto:

d
AV = Q4 = 13.209V = 13,209 kV
&4

c) A relagdo entre o campo elétrico EeaDDPAV ¢ sempre:

AV=V+—V_=fE°-dT
+
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sendo a integral realizada em qualquer caminho que parte de um ponto (qualquer) na placa + e chega em um

ponto (qualquer) na placa -. Para um campo E uniforme (uma constante), obtemos:

Av=f§-df=§-fdz=ﬁ-z
+ +

sendo L um vetor (“deslocamento”) qualquer como o ilustrado ao lado em azul ”

(conectando dois pontos quaisquer nas faces internas das placas do capacitor). /

Portanto: d y‘v/
AV=FE-L=Ed ]

O campo elétrico entre as placas é uniforme e tem médulo dado por:

_AV_10d Q@ 7 403x106v)
d  degA A gy m

sendo 0 = Q/A a densidade de carga uniforme na face interna da placa +. Esse resultado pode ser confirmado
facilmente através da lei de Gauss para a geometria plana, sem efeitos de borda. Cada placa produz um campo
elétrico uniforme de modulo o/2¢g, e 0 campo entre as placas é a soma dos campos das duas placas: g/¢;.
Note a unidade conveniente de E: volt/metro. Esse campo elétrico produziria uma DDP de 4,03 X 10° V entre

dois pontos separados pela distancia de 1 metro no espaco entre as placas.

E/P24.7: Um capacitor vai ser produzido utilizando-se duas moedas como placas '/
[ ]
planas paralelas. '
d
Uma geometria simples para um capacitor é a plana: duas placas metalicas (]

planas, cada uma de area A e espessura qualquer, com suas faces internas distanciadas de uma distancia d,
conforme a Figura acima. Na aproximacdo em que as placas sdo muito préoximas (d < \/Z) desprezamos
efeitos de borda. Efeitos de borda sdo modificages no comportamento do campo elétrico (ou de qualquer
campo) que ocorrem proximo as bordas do dispositivo. Um campo que n3do dependia da coordenada x, por
exemplo, passa a depender de x proximo a borda. Entdo, essa dependéncia em x é um efeito de borda. Se nao
ha efeitos de borda neste capacitor, a carga elétrica se distribui uniformemente nas faces internas das placas e
o0 campo elétrico é uniforme na regido entre as placas. Fora dessa regido o campo elétrico é nulo. Na face

interna da placa positiva a densidade de carga superficial é:
c=Q/A

Da lei de Gauss, o campo elétrico (das duas placas) entre as placas possui magnitude:

o
E=—=£
& &4

A diferenca de potencial entre as placas é:
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Qd

AV =Ed =
A

A razdo Q/AV é a capacitancia desse capacitor:

Note que a capacitancia ndo depende da espessura das placas, pois o acimulo de cargas se da apenas

nas superficies internas das placas (devido a atragdo entre elas).

Suponha que fabriguemos um capacitor de placas paralelas usando duas moedas (que ndo foram
especificadas no enunciado) de 1 real fazendo o papel das placas. Para facilitar as contas, vamos assumir que
cada moeda seja um disco metélico de raio R = 1 cm = 10~2 m. Ent3o:

C = goT[RZ/d

Para que esse capacitor tenha uma capacitancia especifica C, a distancia entre as faces internas das moedas
deverd ser:

d = gqm R?/C

Portanto, para que nosso capacitor feito de duas moedas tenha uma capacitancia C = 1 pF = 10712 F (um
picofarad) a distancia entre as placas deve ser (desprezando as propriedades elétricas do ar que permeia o

espaco entre as moedas (g4 = &), que é uma aproximacgdo razodvel): d = 2,8 mm.

Como d < R (2,8 X 1073 « 1072), segue que a aproximagdo em que desprezamos os efeitos de

borda é razoavel nesse caso.

Enfim, se vocé fizer essa montagem, ilustrada na Figura ao lado, e
conectar cada uma das moedas aos pélos + e - de uma bateria de 9 volts, a
moeda conectada ao podlo + vai armazenar a carga elétrica superficial:

gom R?
d

(nove picocoulombs). A moeda ligada ao polo — vai adquirir a carga — g (cargas concentradas nas faces internas

q=CAV =

AV =10712 x9=9pC

das moedas).

E/P24.14: Considere a associacdo de trés capacitores mostrada na Figura ao lado.

Sejam C; = 15 pF, C, = 9pFe (3 = 11 pF. i
Vemos logo que C, estd em paralelo com (5 e que essa associagdo esta em blspp
série com (j.
90 pF ——11pF

A capacitancia equivalente entre os pontos b e c é a resultante da associacao

de C, em paralelo com (3. Portanto:

c
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I

Cpoe = Cy + C3 = 20 pF

Q

A capacitancia equivalente entre os pontos a e ¢ é a resultante da associagdo em série de C; com
capacitancia equivalente entre os pontos b e c:

c = Cpe C; (G2 +C5)C
W CpetC Ci+Cy+C

= 8,6 pF

E/P24.20: Dois capacitores de placas planas paralelas estdo conectados em série,

conforme a Figura ao lado. Calcule a capacitancia equivalente entre os terminais a

A
WA

eb.

Suponha que a placa superior do capacitor 1 possua carga +Q. Uma carga d,

—Q ¢é atraida para a placa inferior desse capacitor. A carga total depositada no

condutor formado pelas duas placas conectadas entre si era e continuara sendo
nula. Portanto, na placa superior do capacitor 2 haverd uma carga —Q, de tal

forma que +Q - Q = 0. Dessa forma, na placa inferior do capacitor 2 haverd uma d
2

N\
|

carga —Q. Conclusdo, esse capacitor “total” possui uma carga +Q em sua placa
positiva (placa superior do capacitor 1) conectada ao terminal a e —Q em sua placa

negativa (placa inferior do capacitor 2) conectada ao terminal b. Ficamos entdo

U I

com a equagao:

Q1=0,=0
Essa igualdade é sempre verdadeira para capacitores em série, e é conseqliéncia da conservacdo da carga

elétrica (aplicada as duas placas que estdo conectadas entre si e isoladas do mundo exterior).

Falta agora calcular a diferenca de potencial entre os terminais a e b:

b
AVab=Va—Vb=fE-dT= fﬁ-dh fﬁ-di=51d1+52d2
a EPC1 EPC2

Nessa expressdo acima usamos a notacdo EPC1 (EPC2) significando uma integral do campo elétrico entre as

placas do capacitor 1 (2) no sentido de a para b. Concluimos que:
AV, = AV; + AV,
Essa igualdade é sempre verdadeira para capacitores em série: as DDPs se somam.

Da lei de Gauss sabemos que no espaco entre as placas o campo elétrico é uniforme e de mdédulo:

ﬁ_Ql_Q

& &A1 &4

E1=
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analogamente para E,. Portanto:

AV, = Q Q {d1+d2}Q

—d+——d, =
&4, ! g4, 2 &A1 &4,

Se C,;, é a capacitancia entre os terminais a e b, segue que, da defini¢do de capacitancia:
1
Q = Cap AVyp = AVyp, = C_Q
ab
Portanto, concluimos que:

d d, 1 1

1
Cap €041 foAz_C1 G,

Usamos acima a expressdo ja conhecida para a capacitancia de um capacitor de placas paralelas (sem efeitos
de borda). Mostramos explicitamente que, como ndo poderia deixar de ser, a capacitancia dessa associa¢do de
dois capacitores de placas planas em série é dada pela férmula de validade geral para quaisquer dois

capacitores em série:

1 1 1 C,C,

=t D (g = e
Coq C1 G %17 C+G

Note que ndo é necessaria a hipdtese de que as dreas das placas (4, e A,) sejam iguais. Todos os resultados
que obtivemos para C,, valem em geral para dois capacitores quaisquer em série.

Mas, se as areas das placas forem iguais (A; = A, = A), segue que:

1 d1 dz d1 + dz C €0A
B — —_—— = -
Cap €A €A  gA ® 7 d, +d,

ou seja, o capacitor equivalente é um capacitor de placas paralelas com area A e distancia entre as placas igual
a dq +d, (as duas placas internas se tornam irrelevantes, tudo funciona como se houvesse somente duas
placas de 4rea A separadas pela distancia total d; + d,). De fato, essas duas placas internas conectadas entre
si formam apenas uma regido equipotencial entre as placas mais externas, elas ndo afetam AV,,e nem Q e,
por isso, ndo influenciam no valor de C,j,. Elas apenas “encurtam” a distancia entre as placas mais externas,

distancia em que existe campo elétrico entre as placas mais externas, que afeta AV, e Q.
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a
E/P24.21: Dois capacitores de placas paralelas estdo |
conectados em paralelo, conforme a Figura ao lado.
Calcule a capacitancia equivalente entre os terminais a e b. A A /
2 1
Suponha que a placa superior do capacitor 1 (2) ] ]

possua carga +Q; (+Q,). Nas placas inferiores as cargas d "W 4 lﬂ

|II

sdo —(Q; e —(Q,. Conclusdo, esse capacitor “total” possui

uma carga elétrica total Q; depositada no condutor I
formado pelas duas placas superiores conectadas entre si b

(formando uma placa sd) dada por:
Qr =01 +0Q;

Essa igualdade é sempre verdadeira para capacitores em paralelo.

Falta agora calcular a diferenca de potencial entre os terminais a e b:

b
AVaD=Va—Vb=fE-dT= fﬁ-dT=E1d1
a EPC1

Nessa expressdo acima usamos a notacdo EPC1 significando uma integral do campo elétrico entre as

placas do capacitor 1 no sentido de a para b.

Essa integral do campo elétrico independe do caminho (porque o campo elétrico é um campo

conservativo) e poderiamos muito bem ter feito a integral através das placas do capacitor 2 (EPC2) obtendo:

b
AV, =V, —V, =f§-di= f E-dl =E,d,
a EPC2
Conclusdo: nessa configuragdo das placas tem que valer:
AVab = AV1 = Eldl = AVZ = Ezdz
Concluimos que:

AVab == AV]_ = AVZ
Essa igualdade entre as DDPs é sempre verdadeira para capacitores em paralelo.

Sabemos da lei de Gauss que o campo elétrico entre as placas é uniforme e tem maodulo:

_o_ &
17 e T g0l
analogamente para E,. Portanto:
AV, AV, g0l  gA
Qr = Q1 + Qa2 = £gA1 By + g4y By = ggA; — 2 + gy — 2 = ( 142 2>AVab
dl d2 d1 dZ
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Finalmente, concluimos que:

gol1 EOAZ)
= A
QT ( dl + dz Vab

Se C,p € a capacitancia entre os terminais a e b segue que, da defini¢do de capacitancia:

Qr = Cap AVgp
Portanto, concluimos que:
g0A oA
C.p = of1  £od2
dy d,

Tendo em vista a expressao ja conhecida para a capacitancia de um capacitor de placas paralelas (sem
efeitos de borda), mostramos explicitamente que, como ndo poderia deixar de ser, a capacitancia dessa
associacao de dois capacitores de placas planas em paralelo é dada pela férmula de validade geral para
guaisquer dois capacitores em paralelo:

Ceq = Cl + CZ

Note que ndo é necessdria a hipdtese de que as distancias entre as faces internas das placas (d; e d>)
sejam iguais. Mas, se elas forem iguais (d; = d, = d), segue que:
_ &A1 | gdy  &(A1 +4)

Ceq_d+d_ d

ou seja, o capacitor equivalente é um capacitor de placas paralelas com drea total A; + A, e distancia entre as
placas igual a d (tudo funciona como se houvesse somente duas placas de area A; + A, separadas pela

distancia d).

uma DDP V, (através de uma bateria) até carregar (i

E/P24.28: Um capacitor de capacitidncia C; é submetido a
+ I:I::l- + +14+

totalmente. Depois esse capacitor é conectado em paralelo

com outro capacitor C, (inicialmente descarregado).

Na Figura acima ilustramos o capacitor C; com sua carga inicial g;o = C; V (para simplificar, ndo mostramos
as cargas na placa negativa). Ao conectar C; com C, as cargas positiva e negativa se redistribuem nas placas,

produzindo um novo equilibrio eletrostatico. Sabemos duas coisas sobre esse equilibrio:
i) Acarga total nas placas se conserva e, portanto: q,5 + q25 = q10 = (1 Vo

ii) C; eC; estdo em paralelo e, portanto: AV; = AV, = AVy = q15/C; = q2/C;
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Note que ndo vale AVy =V, ou seja, ndo ha uma “conservagdo da DDP”. Ndo tem porque haver. As cargas se
redistribuem nas placas, os campos elétricos entre as placas mudam e a DDP entre as placas assume um novo
valor AV; que ndo temos idéia ainda qual seja. O que sabemos, com certeza, € o que estd afirmado em (i) e (ii)
acima.

Resolvendo o sistema de duas equag¢Ges acima obtemos finalmente:

=612V= C1 o q=C1C2V= Ca
qif C, + C, 0 C, + G, d10 2f C, +C, 0 C,+C,

d10

O capacitor com maior capacitancia fica com uma fragdo maior da carga inicial q; dividida entre eles.
Vemos, portanto, que a nova DDP entre as placas de C; e C; é:

91 qar (o
= —-= —VO
Cy C, C,+ G,

Note que no caso particular de capacitores iguais (C; = €, = C) a carga se dividiria igualmente (q,5 = q55 =

d10/2), 0 campo elétrico entre as placas do capacitor C; cairia a metade e a DDP também: AV =V, /2.

A energia potencial elétrica acumulada (na configuracdo de cargas) em um capacitor pode ser obtida
de:

U—lc(m/)z—lqz—1 AV
=2 “2¢c 21

Portanto, a energia potencial elétrica que estava acumulada em C; era:

1 2
UO = EClVO

Apds a conexdo a C, e o rearranjo das cargas, a energia acumulada nos dois capacitores passa a ser:

1 2 1 2 1 o 2 1( ¢t
Ur ==C,(AV, —C,(AV:) ==(C, + C) |——V,| ==|—|V?
r=7Gan) +3Gn) =7 @ 2)[<:1+(:2 O] 2<cl+c2 0

Raciocinando em termos de um capacitor equivalente (C; e C, em paralelo), o resultado acima pode ser

obtido de:

1 2 1 2 1 C? C,
Ur = =Coo(AV;) = =(C1 + C)(AVF) == V¢ = Uy < U
r=30a(8Vy) =3G+GaY) 20G+C) ° G+G 070
Portanto, nesse processo a energia acumulada mudou de:
Cy Gy

AU:Uf_U(): UO

—2 Uy—Uy=——2—
c,+¢c, ° 7° C,+C,

Uma parte da energia foi perdida. Para onde ela foi?
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Trata-se de uma pergunta interessante, pois energia ndo pode simplesmente desaparecer. A energia
sempre flui e se transforma, nunca surge do nada ou desaparece. Ou AU foi transformada em outra forma de
energia e continua no circuito de dois capacitores ou ela fluiu para fora desse circuito. Como ndo ha outra
forma de energia associada a capacitores, concluimos que essa energia foi emitida para fora do circuito. Como
nao ha, idealmente, nenhuma forma de dissipagdo em um circuito (ideal) de apenas dois capacitores,
chegamos finalmente a um aparente paradoxo. Para discutir a solu¢do desse aparente paradoxo precisamos
usar conceitos que ndo estudamos ainda nesse curso e, por isso, entendemos que essa questdo estd colocada
ainda fora do contexto, de forma prematura. Mas enfim, ela pode ser encarada aqui como um desafio a

curiosidade do estudante. Vamos apenas dar uma ideia da origem desse aparente paradoxo.

O ponto central aqui é que estamos nos deparando com as limitacdes dos “modelos” ou dos “sistemas
ideais”. Ndo existe no mundo real um sistema de dois capacitores sem nenhum mecanismo de dissipacao, seja
através da simples resisténcia elétrica do circuito ou da possibilidade de emissdo de ondas eletromagnéticas.
Ndo existe também no mundo real um sistema que possua um transiente instantaneo (At = 0), de um estado
(apenas C;) para outro estado (C; e C,) e que envolve, portanto, uma corrente elétrica (um fluxo de cargas)
dqg/dt infinita. Concluindo: para explicar o destino de AU nesse circuito ideal contendo apenas duas
capacitancias que se conectam precisamos entender as limitagdes dessa idealizacdo. Esse entendimento exige
conceitos que nao estudamos ainda nesse curso. Basicamente, esse modelo ideal de um sistema de dois
capacitores envolve um transiente instantaneo (At = 0) e uma corrente elétrica infinita (I — oo) fluindo em
uma resisténcia elétrica nula (R = 0). A energia dissipada nesse transiente foi: AE = R [?At = 0 X 00? X 0 =
?. Uma resisténcia elétrica nula pode dissipar calor? Sim, se ela for atravessada por uma corrente infinita.
Nesse modelo, AU = AE, ou seja, a energia perdida pelos capacitores foi dissipada nesse transiente
instantaneo. No mundo real, tudo se tornaria regular (finito e/ou ndo nulo) e a explicacdo seria a mesma, mas
sem os artificios que vem das idealizacbes do modelo. H3 ainda a possibilidade desse sistema emitir ondas
eletromagnéticas durante o transiente e perder energia através desse processo. Por se tratar de um processo

mais complicado, preferimos deixar aqui apenas essa observacao.

E/P24.29: Um capacitor de placas paralelas com area A e distancia entre as faces ”

internas das placas igual a x. A carga no capacitor é Q. (]

a) A energia eletrostatica armazenada no capacitor é (desprezando efeitos de X '
L ]

borda, ou seja, usando C = gyA/x):

102 1Q% 102
U0=——=——=——x
2C 284 2gA

X
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b) As placas sdo afastadas de tal forma que x » x +dx (C - C' = gyA/(x + dx)), levando a energia
eletrostdtica armazenada no capacitor ao novo valor (supondo que a carga elétrica ndo mude, ou seja, que o

capacitor ndo esta conectado a nada):

10> 1 Q* 102

Ur=-—== = —— d
P =30 T2 A 25 T
x +dx
O incremento na energia acumulada (dU > 0) foi:
du =Us - Uy = Lo d
—Ur T YT A

c) As placas se atraem, pois possuem cargas elétricas de sinais opostos. Portanto, esse afastamento das placas
requereu um trabalho positivo do agente externo que (por hipdtese) puxou uma placa para longe da outra.
Esse agente externo teve que aplicar uma forca em uma das placas (supondo que a outra ficou fixa) de
magnitude F,,; capaz de vencer a for¢a de atragdo F,; entre as placas (F,,; = Fy;). De acordo com o Teorema
do trabalho-energia, o trabalho do agente externo no afastamento das placas resultou em um incremento na
energia eletrostatica armazenada no capacitor. A energia proveniente desse trabalho ficou armazenada no
capacitor. Segue que:

dK + dU = dWext = Fext dx = Fat d.x

Portanto (sendo dK = 0, apenas mudanca na posi¢do da placa):

Fode=dy =L ayxop, =1L 10 1o
= = —— = g [ —
at &% 22 A T =5 473549725

sendo ¢ = /A a densidade de carga na face interna da placa positiva.

Da lei de Gauss, sabemos que o campo elétrico (das duas placas) entre as placas possui magnitude:

Segue que, do nosso resultado anterior, concluimos que a forca de atragao entre as placas tem mddulo:

1o 1

Fpp=-—Q==E
w=350=3E0Q

d) Deveriamos ter obtido F,; = E Q? Note, sendo o campo elétrico entre as placas uniforme de magnitude E,

poderiamos esperar que a forca de atracdo na placa positiva (por exemplo) fosse:
Fpe = ZEAq=EZ Aq=EQ
placa+ placa+

que é o dobro do resultado anterior. Qual afinal é a resposta correta para a forca de atracdo entre as placas?

E Q ou E Q/2? No calculo acima de F,; utilizamos apenas a ideia do principio da superposicdo, de que cada
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pedacinho de placa com carga Aq sofre uma forga de atragdo elétrica E Aq, pelo fato de estar mergulhado no

campo elétrico E da outra placa. Ndo parece haver nada errado com esse raciocinio.

Mas, é fato que aqui no item (d) cometemos um erro crasso. Note, o E que utilizamos acima no calculo
de F,; é o mdédulo do campo elétrico entre as placas produzido pelas duas placas. Para calcular a forga de
atragdo na placa positiva devemos levar em conta apenas o campo elétrico produzido pela placa negativa. A
placa negativa atrai a placa positiva, a placa positiva ndo atrai ela mesma. O campo elétrico (apenas) da placa
negativa resulta na forca de atracdo na placa positiva (e vice-versa). Sabemos, da lei de Gauss, que o campo

elétrico de uma placa apenas possui magnitude:

Portanto, a forca atrativa na placa positiva sera:

1
Fa= ) EAq=E ) Aq=FEQ=5EQ

placa+ placa+

Concluindo, o método do trabalho/energia fornece o resultado correto para a magnitude da forga de atragdo

entre as placas, que é E Q/2, sendo E o médulo do campo elétrico entre as placas.

E/P24.32: No circuito ao lado a DDP entre a e b é dada: V, — V, = 1,

Gy G,
Trata-se de dois capacitores em série, cuja capacitancia “‘——“'—”—05

equivalente é:
S1%)
Ceq = Cap = A

Portanto, a carga elétrica que estd acumulada na placa positiva desse capacitor equivalente (entre a e b) é
q = CqpVo- Mas, a placa positiva de C,q € a placa esquerda de C;. Portanto, a carga na placa positiva de C; é
q1 = q = CypVy. Estando C; (150 nF) e C, (120 nF) em série, segue que q, = q; = C,p V. Isso ocorre porque
as duas placas centrais conectadas entre si estdo isoladas (eletricamente) do universo e, portanto: —q; + q, =
0. As DDPs nos capacitores sdo: AV; = q,/C; = [C5/(C1 + C3)] Vo e AV, = q,/C, = [C1/(Cy + C3)] Vy. Note
que, para dois capacitores em série vale sempre:

G &

AV1+AV2=Va_Vb=C1+C2VO+C1+C2

VO =V0

pois a integral de Edeaatéh (Vo) é a soma da integral de E através de Cy (AV;) com a integral de E através

de C, (AV,).

A energia eletrostatica armazenada no capacitor “total” é:
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1qg% 1 1 GG,
U=-—==C,,V¢ == z
2Ce; 2 %1% T 2C,+C, 0
A energia eletrostdtica em cada capacitor é:
1qf 1Ch , 1 GG 5 g5 1C% , 1 CIG 5
Ul:EC_ZEC_OZE—ZVO e U2:——:——V0:——2V0
1 1 (€ +G) 2C6; 2@ 2(C+Cy)
Como ndo poderia deixar de ser:
1 C,C? 1 Cic, 1 C,C,
Uj+Uy=ac——— Vit V="V =U
PEP272060,+6)2 7% T 2(6,+6)2 Y T 2¢,+¢, 0
E/P24.33: Considere a associacdo de dois capacitores em paralelo mostrada ao 35
lado. Sejam: C; = 35 nF e C, = 75 nF (n = nano = 10°). A diferenca de potencial a ( ) >
entre os terminais a e b é AV =1, — V), =V, = 220 volts (vamos supor o
75 0F

terminal a positivo).
a e b) A capacitancia equivalente para dois capacitores em paralelo é:

Coq=CL+(=Cyp
Sendo AV =V, a diferenga de potencial entre os terminais (a e b) desse capacitor equivalente, a carga elétrica
total armazenada na placa positiva (ligada ao terminal a) é:

Qr = CapVo = (C1 + GV
Essa carga total estd distribuida, parte na placa esquerda de C; e parte na placa esquerda de C,.
Equivalentemente, como sabemos que para dois capacitores em paralelo vale:
AV =V, = AV; = AV,

podemos calcular a carga elétrica somente na placa positiva do capacitor 1 (ligada ao terminal a):

Q1 = GAV; = 1V

analogamente para o capacitor 2: Q, = C,AV, = C,V,. Dai, a carga total armazenada na associacdo de

capacitores sera:
Qr=0:1+Q:=(C+ )V,
que é o nosso resultado anterior.

c) A energia eletrostatica total armazenada no capacitor equivalente é:

Direitos reservados ao autor: José Arnaldo Redinz / Universidade Federal de Vigosa — MG (Nov./2022) Ver. 1.6
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1 2 _ 1 2
Ur = ECab(AV) = 5(C1 + C)Vi
Equivalentemente, podemos calcular a energia eletrostatica armazenada somente no capacitor 1:
1 1
Uy = §C1(AV1)2 = 5(311"02
analogamente para o capacitor 2. Dai, a energia eletrostatica armazenada na associa¢do de capacitores sera:
1 2, 1 2
UT = Ul + UZ = EClVO +§C2V0

que é o nosso resultado anterior.

e) Estando os capacitores em paralelo, estd claro que tanto o capacitor 1 quanto o capacitor 2 estdo
conectados entre os terminais a e b e, portanto, a diferenca de potencial entre os terminais de qualquer

capacitor é a diferenca de potencial entre a e b, ou seja AV, = AV, =1,

E/P24.41: Queremos construir um capacitor de placas paralelas com capacitancia C, = 1,25 X 10~° F para
ser conectado a uma diferenca de potencial AV = V; = 5.500 V. O dielétrico que vai preencher o espacgo entre
as placas possui constante dielétrica K, = 3,6 e rigidez dielétrica Eyax = 1,6 X 107 V/m. Qual a 4rea minima

das placas deste capacitor?

A capacitancia de um capacitor de placas paralelas com vacuo entre as placas é:

c & A

vac = g
sendo A a darea de qualquer uma das placas e d a distdncia entre as faces internas das placas. O
preenchimento de todo o espago entre as placas por um material dielétrico de constante dielétrica Ky > 1

eleva a capacitancia para o valor:
& A
C=Cy,= KOT

Além de aumentar a capacitancia (uma vantagem), a introducdo do dielétrico entre as placas facilita a
conducgdo de cargas elétricas entre elas (uma desvantagem), através do volume do dielétrico, no espaco entre
as placas. O campo elétrico existente dentro do material dielétrico (produzido pelas cargas nas placas) pode
atingir um valor extremo em que ocorre a quebra de rigidez dielétrica do material, que passa a partir dai a se
comportar como um material condutor elétrico, ndo permitindo mais o acimulo de cargas nas placas. No
vacuo essa quebra de rigidez s6 ocorre com valores de campo elétrico muito (muito mesmo) altos,
caracteristicos dos materiais de que as placas sao feitas. Para o ar, por exemplo, a rigidez dielétrica é da ordem
de 3 kV/mm, ou seja, se for estabelecida uma diferenca de potencial (DDP) de 3 kV entre dois pontos no ar
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separados pela distancia de 1 mm, haverd a conducao de corrente elétrica através do ar, basicamente porque
as moléculas no ar se ionizam. Para DDPs menores que 3 kV o ar continua sendo isolante e ndo ha corrente
elétrica entre esses dois pontos. Para que ocorra um raio em uma tempestade, é necessario que a rigidez
dielétrica do ar entre uma nuvem e a terra seja quebrada. Isso ocorre quando uma nuvem acumula grandes
guantidades de cargas elétricas. Essas distribuicdes de cargas nas nuvens se formam basicamente através das

colisdes entre as particulas que compéem a nuvem (gotas de dgua e de gelo).

No presente caso estamos assumindo uma rigidez dielétrica (o menor valor do campo elétrico dentro
do material isolante, ou seja, entre as placas do capacitor, que produz a quebra da rigidez dielétrica do
material) igual @ Ey4x. Esse campo Ej4x € o maior valor admissivel para o campo elétrico entre as placas,
para que o dielétrico nessa regido mantenha suas propriedades de isolamento elétrico. Ey4x € o campo limiar
entre os comportamentos isolante e condutor do dielétrico. Portanto, para que esse capacitor funcione

adequadamente o campo elétrico entre as placas deve ser tal que:

Em termos dos dados do exercicio, o campo elétrico entre as placas é:

Vo
AV=V,=EFEd :E=E
Portanto, a distancia entre as placas deve ser tal que:
Vo
E=—<Eysyx=>d> =dyn
d MAX

Vemos que ndo podemos aproximar muito as placas, sob risco de produzir a quebra de rigidez dielétrica. A

distancia minima d,;y garante o valor de C; sem quebra de rigidez dielétrica no material isolante.

Da expressdo da capacitancia almejada obtemos:

g A Kyeg A
COZKOOTﬁd:%

Vemos que para um dado valor fixo de C,, se aumentamos d, para evitar a quebra de rigidez, devemos
aumentar também a drea A das placas. De fato:

Vo Ko A Codmin
=d >—2>d S5A> ——=4
Eniax MIN Co MIN K, € MIN

d>

A menor area aceitavel (em um caso extremo) para as placas do capacitor é:

Codmin _ Co Vo
Ky & Ko €9 Emax

Amin =

Essa é a menor drea que as placas devem ter para que a distancia entre elas seja a menor possivel,

compativel com um dado valor de capacitancia desejado e uma dada rigidez dielétrica do material entre as
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placas. Se quisermos um capacitor com area menor, com a mesma capacitdncia C, etc., teremos que
aproximar mais as placas, para manter a capacitancia, levando ao risco de quebra da rigidez dielétrica do

isolante e concomitante descarga do capacitor através do espaco entre as placas.

Com os dados numéricos obtemos: A,y = 0,014 m* Uma area menor requereria uma distancia d

menor (fixando o valor de C;) e levaria a condugdo elétrica através do meio isolante entre as placas.

E/P24.47: Um capacitor esta conectado a uma bateria que mantém uma DDP V,, entre suas placas. Em um
dado momento um dielétrico de constante dielétrica K > 1 (sempre é verdade que K = 1,sendo K =10 K

do vacuo) é inserido e preenche todo o espaco entre as placas.

Antes da insercdo do dielétrico o capacitor (com vacuo entre as placas) estava carregado com carga

qo = C"4€ V, = C,V, e a energia que estava armazenada nele era:

1 ) 1
Uo =§COV0 =§ q0 Vo

Apos a insergdo do dielétrico a capacitancia passa a ser Cf = K Cj, a carga armazenada passa a ser gy =

Cr Vo = K Cy Vo = K qo (a carga aumenta) e a energia armazenada passa a ser:

1,1 , 1
Up =56 Vs = 5K CoVg =5 ar Vo = K Ug

A energia acumulada aumenta. Note que nessa analise mantivemos a DDP V,, fixa, pois estamos supondo que
0 capacitor esta o tempo todo conectado a uma bateria que desempenha essa func¢do. A variacdo de energia
armazenada no capacitor foi:

AU =U; —Uy = (K= 1)Uy >0

De onde veio esse acréscimo de energia no capacitor? So pode ter vindo da bateria que estd mantendo a DDP
Vy. De fato, a inser¢do do dielétrico entre as placas polariza o dielétrico, cria distribuigdes de cargas de
polarizacdo nas interfaces dielétrico/placa que atraem mais cargas para as placas. Essas cargas, Aq = qf —
qo = (K — 1)q, , vém da bateria que, portanto, realiza trabalho sobre os portadores de carga que fluem. Esse

trabalho da bateria resulta em um AU > 0.

Cada portador de carga (de carga elétrica q;) que flui através da bateria e vai para as placas do
capacitor ganha a energia potencial §U; = q; V. Portanto, a carga total Aq recebe da bateria a energia
potencial elétrica: Ugayr = AqVy = (K —1)qo V, = 2 AU. Parte dessa energia (AU) fica armazenada no
capacitor e a outra parte (AU) é transferida (trabalho da forca atrativa) para o agente externo que insere o

dielétrico entre as placas.

Direitos reservados ao autor: José Arnaldo Redinz / Universidade Federal de Vigosa — MG (Nov./2022) Ver. 1.6



16

C; C
E/P24.57: No circuito ao lado a DDP entre a e b é dada: 1V, — V), = V. 3 H

¢, G, |
Vamos calcular a capacitancia equivalente Cg,. Entre os a,_'l I____I X ' b
pontos a e X vemos que C; e C, estdo em série:
Cs

C. - C1C;,
X+

Entre os pontos X e b hd uma associagdo paralela entre C3, = C3C,/(C3 + C,) e Cs. Portanto:

C3C,

Cyp = Ce + ———
Xb 5+C3+C4

Finalmente, entre a e b vemos que C,x esta em série com Cyp. Portanto:

C — CaXCXb
P Cox + Cxp

Vamos deixar como estd. Vamos calcular agora a carga acumulada em cada capacitor.

Em C,; a carga é a do capacitor equivalente, pois a placa esquerda de C; é a placa esquerda de Cg;,. Portanto:

q1 = CapVy. Em C, a carga é também g4, pois ele estd em série com C;: g, = q1 = CypVp.

Cxp também estd em série com C, e segue que a carga em Cyj, também é q; = C,,V,. Portanto, como a carga
total no ponto X e em tudo que se conecta a ele é nula, posto que estdo isolados eletricamente do universo,
segue que:

43+ g5 = g2 = g1 = CapVp

Note que g5 é a carga no capacitor equivalente C34 e que AV;, = AVs, pois eles estdo em paralelo. Portanto:

q34 qs qs
AVay =AVe =Vy =V, > 2= 3 =15
WO T T TG, T G G

Dessas duas uUltimas equagdes obtemos (notando também que q, = g3 (série)):

Cab VO Cab VO

= = e =
== /C, T = T4 C3a/Cs

Apenas para conferir, a carga total no ponto X e em tudo que se conecta a ele é nula:

CapVo CapVo 1 1

=C,Vy -1+ + =0
14 C5/Cay 14 Cyy/C5 70 14 Cs/Css 1+ C34/Cs

—qz +q3 +qs = —CgpVp +

A energia total acumulada no circuito é a energia no capacitor equivalente:
1 2
U= EC‘”’ %

A energia acumulada em cada capacitor é:
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_1qg_1cc%bvz U _1q%_1C§b 2 U _1q?2,
Y72¢ 2¢ ° 272¢, 2¢C, ° 3720
11 ( Cap )2 V2
T 2C3\1+C5/Cas) °
1q3 1q2
U4 = —q—4 U5 = _q_S
2C, 2Cs
2 2
=11(L> 2 =EL(L) V2
2C,\1+ C5/Cs4) ° 2Cs\1+ C34/C5) °
Conferindo:
U+ Uy Us Uy Uy =2t [ 2 (4 1) () 4 ()
prEz T st Ee T Es marab 0 e T e, T\C €] \1+C5/Csy Cs \1 + C3,/Cs
Com a ajuda do Maple mostramos que o termo entre colchetes é iguala 1/Cyj.
Cy G
E/P24.59: Considere a associa¢do de capacitores ao lado: oo | X I
a) Qual a capacitancia equivalente entre os terminais a e b? S L
Cs ek
Comecamos da direita para a esquerda: be I Y I
C3 estd em série com C, resultando em:
C3Cy
Cyv =
YT+ ¢,
Cxy (2,1 uF) esta em paralelo com C, resultando em:
Cava = Co + Cyy = Cp + —254
xy2 = L2 xy = L2 Cs +C,
Cxy, (6,3 uF) estda em série com C; e Cs resultando finalmente em:
1 1 4 1 4 1
Cap €1 Cs Cxyz
N&o vale a pena substituir uma expressdo na outra para tentar simplificar (Cy;, = 2,52 uF).
b) Dado V,;, calcule a diferenca de potencial e a carga elétrica na placa
C C
positiva de cada um dos capacitores no circuito ao lado. Essa Figura ilustra + L X + ”3_
aw
uma possivel polarizagdo das placas, supondo que o terminal “a” é TR " L
. . . . —_—a
positivo. Note que a neutralidade elétrica deve ser mantida nos Cs C,
[ |+
condutores formados pela conexao entre varias placas. Por exemplo, se a . -+ y ||

placa da direita de C3 possui carga —Q5, entdo a placa da direita de C,
possui carga Q, tal que (C3 e C, estdo em série):
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As cargas (1 e (s podem ser obtidas diretamente da capacitancia equivalente dessa associacdo entre

os pontosae b:

Q1 =05 =CapVap

Isso porque as placas de C; (+) e Cs (-) sdo as placas do capacitor equivalente entre a e b (sdo as placas ligadas

a esses terminais). Com os dados numéricos: Q; = Qs = 554 uC (lembrando: g=micro=1079).

A neutralidade elétrica do ponto X e de tudo conectado a ele leva a: Q; = Q, + Q5.

Para obter mais uma equag¢do envolvendo as cargas nos capacitores, podemos usar a DDP entre os

pontos que chamamos de X e Y na figura acima:

Vx = Vy = AV, = Q;/C;

Vemos na Figura que V, — AV; = Vy e V, + AV = V. Portanto: Vy — Vy =V, — 2 AV, .

os terminais de C, e, portanto:

C C
%: Vi = Vy = Vgp — 2CL”Vab = Q, = [1 -~ 2%”] CoVap = 348 uC
2 1 1
Sendo Q1 = @, + @3, segue que:
_ _ _ CabCZ
Q3 =04 =01 = Q2= [Cqp —C2+2 C Vab
1

Com os dados numéricos: Q3 = Q4 = 206 uC.

As DDPs nos capacitores sdo dadas por AV; = Q;/C;.

E/P24.60: Considere a associagdo de capacitores ao lado. A chave S estd
inicialmente aberta e a DDP esta fixa no valor V,, =V, =V, = 210 V (imagine

gue essa associacdo de capacitores esta conectada a uma bateria com FEM 210 V).

A chave S esta inicialmente aberta e depois vai ser fechada, mantendo-se

fixa a DDP V,;, (pela acdo da bateria conectada a a e b).

C

Esta é a DDP entre

G

3.00 uF , 6.00 uF

_|

as—e

e

600 uF 3.00 puF

Cs

G

Note que com a chave S aberta, C; estd em série com C, e C, estd em série com (5. Essas duas

associagOes série estdo em paralelo entre si, ou seja:
GGy G3Cy
C;+C C3+C,

Cap = Ci2 + (34 =

a) Calcule Vg =V, = Vy.
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Na figura ao lado fizemos uma hipétese (razoavel) sobre as polaridades dos G G
3BﬂuFdﬁ£0pF

capacitores (supondo que o terminal a é o terminal positivo).

Note que: ab

Va—Vi=Vq

Vo—Va=V

sendo V; a diferenga de potencial entre a placa positiva e a placa negativa

do capacitor i.
Subtraindo uma equacao da outra obtemos:
Vea=Vc=Vag=V1 -V,
Portanto, para conhecer V.; devemos conhecer as cargas em C; e C4, que nos dardo os valores de V; e V,.
Da conservacdo da carga elétrica (nas placas conectadas entre si) obtemos:
Q1 = Q, (capacitores em série)
Q3 = Q, (capacitores em série)

O capacitor equivalente C;, possui DDP V,;, e carga Q; = Q,, portanto:

GG

Q1 =02 =C13Vgp = mVab

Analogamente, para o capacitor equivalente (3,4, que possui DDP V,;, e carga Q3 = Q,:

0= CuaVy =35y
Q3—Q4— 34ab_C3+C4 ab
Concluindo:
Q1 Q. G, Cs ( C; Cs )
V=V -Vy="2-2=_2 y, -2y, = - V
A= T 6, G+C Y c+c, P\ +C, CG+C)

_ C,C4 — C1C3
(C1 +C)(C3+Cy)

Vab

Se as capacitancias fossem todas iguais, por simetria deveria valer V.; = 0. O resultado acima concorda com

essa ideia. De fato, se valer C,C, = C; (3, entdo ja obtemos V,.; = 0.

C G
b) A chave S é fechada (o ponto d se conecta ao ponto c). Hd um rearranjo nas 3'00“Fd 6.00 pF
capacitancias, um rearranjo nas cargas elétricas (novo equilibrio eletrostatico) - -
e a chave fechada leva a V,; = 0. Lembre-se que a DDP V,;, estd mantida em ey 5 .
seu mesmo valor anterior (pela presenca de uma bateria/fonte ndo mostrada —+1 c—+“'-—
na Figura). &Dng 3"0%‘:‘!:
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Vamos calcular a nova DDP em cada um dos capacitores.

Com a chave S fechada, C; fica em paralelo com Cy:
C14 = Cl + C4
e C, fica em paralelo com C3:

C23 = CZ + C3
A capacitancia equivalente entre a e b passa a ser a associagdo série de C;4 com C,3:

GGz (G +CY(CG + C3)

Cab

Da conservacdo da carga elétrica:
Q14 = Q33 (capacitores em série)

Vale ainda Q14 = Q3 = C,V,p (carga total no capacitor equivalente). Portanto:

(€1 +C(C, +C3)
=C.,V =
Q14 = CapVa C,+C,+C3+C,

Vap = Q23

Esse resultado apenas confirma que a placa esquerda de C;, é a placa esquerda do capacitor equivalente C,j
e que, portanto, a carga em C;, é a carga em C,y, que é C,,V,,. O mesmo raciocinio vale para a placa direita

de Cy3.

A DDP entre os terminais de C;,4 (que é a DDP entre os terminais de C; e C,) é:

Qs  Cap (C; +C3)
Wm0, Cu PTG+ G+ G +C, W

A DDP entre os terminais de C,3 (que é a DDP entre os terminais de C, e C3) é:

Q23 Cap (C1 +Cy)
e T e T

Portanto, como a DDP entre os terminais de C; é V;, (capacitores em paralelo), segue que:

C; (G +C3)

=C, Vi, = v,
Q1= (1 Vg C,+C+C3+C, P

Analogamente (a DDP entre os terminais de C, é V;4):

Cy (C; + C3)
C,+C+C+C, P

Qs = CuViy =

Com a DDP entre os terminais de C, e C5 é V,; (capacitores em paralelo), segue que:

C2(C1 + Cy)
C+C+C+C, »°

Q,=Cy V3 =
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C3(Cy + Cy)
C+C+C+C, ¥

Q3 =(3Vy3 =

¢) Quanto de carga elétrica flui através da chave S no instante em que ela é fechada?

Antes de a chave ser fechada a carga total no ponto d, @, — Q; (e em tudo que estava conectado a
ele), era zero. Analogamente, a carga total no ponto ¢, Q; — Q4 (e em tudo que estava conectada a ele), era
zero. Apos a chave ser fechada o capacitor C; adquire a carga:

G (G +C)
Ql - ab
Ci+C+C3+C,

e o capacitor C, adquire a carga:

GG +Cy)
Ci+Cy+Cat Gy

QZ Vab

Portanto, a carga elétrica total que foi transferida para o ponto d foi:

C,C, — C,Cs
C,+C,+Cs+C,

AQ=0Q,—-0, = Vap

Essa é a carga elétrica que fluiu através da chave S.

Obviamente a carga elétrica total nas quatro placas centrais conectadas entre si continua sendo nula,
ou seja, no ponto ¢ (e em tudo que esta conectado a ele) a carga elétrica é -AQ = —(Q, — Q,). A ideia central
aqui é que com a chave aberta o ponto d estava conectado a duas placas de cargas opostas (de C; e C,) e que,
portanto, ndo havia nenhum saldo de carga elétrica nessa regido condutora (necessariamente tinha que valer
Q1 = Q,). Com o fechamento da chave ocorre um novo equilibrio eletrostatico, pois antes valia V. # V; e com
a chave fechada vai ter que valer V. = V. Esse novo equilibrio requer uma transferéncia de cargas elétricas de
uma regido para a outra. Com a chave fechada ndo vale mais o vinculo Q; = Q, (C; e C, ndo estdo mais em
série), pois as quatro placas centrais estdo conectadas entre si e deve valer que a soma das cargas nessas
quatro placas é nula. Vemos que, de fato, com a chave fechada, vale Q; # Q,, ou seja, a regido do ponto d
possui agora um saldo de carga elétrica, que é AQ = Q, — Q;. Essa carga fluiu através da chave durante o
transiente entre os dois equilibrios eletrostaticos. A regido do ponto d adquiriu uma carga Q, — Q; e a regido

do ponto c adquiriu a carga oposta —(Q, — Q).

A Figura abaixo ilustra o rearranjo de cargas produzido pelo fechamento da chave S. Tudo se resume a

uma transicao de um equilibrio em que valia Q; — Q, = 0 e Q3 — Q4 = 0 para um novo equilibrio em que

passa avaler-Q; + Q; + Q3 — Q4 = 0 (e, portanto, Q; — Q, # 0).
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C.C, C; (C; + C3) Co(Cy + Co) Vab
Vab Ci+C,+C3+C
C, +C, Q+Q+Q+Q SR
/\ ﬁl “Fd&
ob a chave é fechada ao—b b
C3Cy !
c:(C, +C

C3+C4.Vab Cy (€ + C3) (Gt C)

Q+Q+Q+Q

E/P24.63: Considere a associacdo de capacitores ao lado. a +c. X}

llustramos uma possivel (e razoavel) polarizagdo para as placas.

a) A capacitanciaentreae b é: G [of G
Nossa andlise caminha no sentido da direita para a esquerda.

Comecando pelo ramo mais a direita: Ha trés capacitores C; em série (entre c e d):

1 1 4 1 4 1 3 c C1
—_— —_— _—= = =
Coa G C C ¢ ~a=73
Esse capacitor esta em paralelo com um C, (o C, entre c e d):
Cy
Ceaz = G2+ Ceqg = G +?
Esse capacitor esta em série com dois C; (conectadosa X e Y):
1 1 N 1 N 1 2 N 1
Cxy G € Caz G C, + %
Vamos deixar do jeito que esta (Cyy = 2,3 uF).
Esse capacitor estd em paralelo com um C, (o C, entre X e Y):
-1
2 1
CXY2=C2+CXY=CZ+ C_+ C
1 G+3

Essa é a capacitancia equivalente entre X e Y (Cxy, = 6,9 uF).

C+C+C+C, »

22

Direitos reservados ao autor: José Arnaldo Redinz / Universidade Federal de Vigosa — MG (Nov./2022) Ver. 1.6



23

Finalmente, esse capacitor estd em série com dois C; (conectadas a a e b):
111

1 1 1 1 2 2, 1
N C,
1G4

G
3
Vamos deixar do jeito que esta. Se mexer piora. Numericamente obtemos C,;, = 2,3 uF.

b) Dado V,;, =V, —V}, quais as cargas elétricas nas placas positivas dos trés capacitores mais préoximos dos

terminaisa e b?

A carga elétrica no capacitor equivalente é: Q = Cyy, V. Essa carga foi transferida (por uma bateria)
da placa do capacitor C; conectado ao ponto b para a placa do capacitor C; conectado ao ponto a. Essas
placas sdo as placas do capacitor equivalente, pois estdo conectadas aos terminais a e b. Portanto, em cada

um desses dois C; a carga elétrica na placa positiva é: Q; = Cyp Vyp = 966 uC.

Lembrando que esses dois capacitores estdo em série com o capacitor equivalente Cyy, segue que:

C
Vo =Vi=Vxyo =Vi=Vp 2 Vo =2V) + Vyyy = Vyxyo = Vy = Vy =V _2%:(1_2%>Vab
1 1

Essa é a DDP (Vyy, = 140 V) entre os terminais do capacitor C, mais préximo dos terminais a e b (o C, entre

X eY). Portanto:
Cap
02 = oV = (1= 2-22) Vi = 644 s
1
c) Calcule Vg =V, — V4.

J4 sabemos que na placa positiva do capacitor C; conectado entre a e X a ] c, I:
carga é @, = C,yp V,p € na placa positiva do capacitor C, entre X e Y a carga é F‘"‘LELW_‘J'
d

@, (que foi calculada acima). Portanto, na placa positiva do capacitor C; entre

X e c acarga Q; é (essas trés placas estdo conectadas entre si e isoladas do universo):

Cab
Qi+ 0= =0 0) = — Q= Cap Ve — (1= 222) ;Y
1
Concluimos a mesma coisa para o capacitor C; conectado entre b e Y. Portanto as DDPs nestes capacitores
sao:

/4 =Q1 1[6 V (1—2—)CV]
1 Cl Cl ab Yab — 2Vab

Ja calculamos acima Vy — Vyy = Vyy, = Q,/C,.
Atravessando de X para c obtemos: Vy — V' = V.

Atravessando de Y para d obtemos: Vy + V'; = V.
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Portanto, subtraindo essas equagdes: Vg =V, — Vy = Vyy, — 2V';.
Esse resultado nos permite calcular finalmente:

Cab

, 2 Cap
Vea = Vi =2V = {(1-22) = [ (1 -272) o] Ve

Vg =47 V.

E/P24.66: Um capacitor de placas paralelas tem um bloco de metal (em cinza)

inserido entre suas placas, conforme a Figura ao lado (visdo de perfil).
a) Calcule a capacitancia desse capacitor.

Vamos fazer o calculo desprezando efeitos de borda. Suponha uma carga elétrica +Q distribuida
uniformemente na face inferior da placa de cima e uma carga —Q distribuida uniformemente na face superior
da placa de baixo. Essas duas distribuicdes de cargas produzem um campo elétrico uniforme entre as placas,

ortogonal as faces das placas e de magnitude (de acordo com a lei de Gauss):

o
E=—=£
& &4

Obviamente, ndo havera campo elétrico dentro da regido condutora da placa de espessura a. Essa

blindagem vai se dar por causa de densidades de carga superficiais nas faces (= T = +
—r

superior e inferior desta placa (eletrizacdo por indugdo), conforme a Figura ao lado. [ - - -
+ + +

Podemos provar a existéncia dessas densidades de carga através da lei da Gauss

aplicada, por exemplo, a superficie gaussiana (em verde) mostrada na Figura. Como

nao ha fluxo de campo elétrico nessa superficie, pois suas tampas (dois discos) estdo em regiGes onde E= 6,
entdo a carga elétrica total no interior dela deve ser nula. Concluimos que existe uma densidade de carga
negativa na face superior da placa de espessura a igual, em mddulo, a densidade de carga positiva na face
inferior da placa de cima do capacitor. A mesma ideia se aplica para as faces inferiores. Analogamente, a lei da
Gauss aplicada a superficie gaussiana em azul mostrada na Figura nos leva a concluir que o campo na regido

vazia (vacuo) entre as placas é E = a/¢,.

Enfim, ha quatro densidades de carga superficiais, na ordem de cima para baixo: o, —0, 0, —0. O
campo elétrico no espaco é a resultante de quatro campos elétricos de magnitude o /2¢&, ortogonais as placas.
Na regido vazia entre a placa superior e o bloco condutor a resultante (para baixo) é: a/2¢eq + 0/2¢y —
0/2&y +0/2ey = 0/gy. Na regido dentro da placa de espessura a a resultante (para baixo) é: o/2¢ey —

0/2ey +0/2¢y — d/2¢, = 0. Na regido vazia entre a placa inferior e a placa de espessura a a resultante (para
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baixo) é: 0/2eq — 0 /2e¢ + 0 /28y + 0 /269 = 0/&;. A lei de Gauss demonstra esse resultado mais facilmente

(note que ndo precisamos provar que o campo é nulo dentro de um condutor em equilibrio eletrostatico).

A diferenca de potencial entre as duas placas do capacitor sera:

- B B
AV=K:WL=fﬁwﬁ:fEfwﬁ:fde:Esziﬁﬁwﬂ=£Lm—a)
&o oA
+ A A

R
Considere que para o calculo da integral acima tomamos dl = dx X ao

[+ A & +
longo do caminho laranja, desde A até B, ilustrado na Figura ao lado. = = =
Consideramos também que E = 0 na regido dentro da placa condutora de x + + +
espessura a e no interior das duas placas do capacitor. Nas duas regides l B

vazias entre as placas o campo é E = g /gpX (segue que Ax = d — a).

Concluindo, a capacitancia é:

_Q_SOA
C_AV_d—a

gue é a capacitancia de um capacitor de placas paralelas com espagamento d — a entre as faces internas das
placas. A insercao da placa condutora entre as placas do capacitor funciona como uma reducdo na distancia

entre elas, uma reducdo igual a espessura a da placa condutora.

Note que podemos pensar também que esse capacitor é a associa¢do de dois capacitores em série: um
capacitor de area A e distancia entre as placas k(d — a) (com k < 1) e o outro capacitor com area A e
distancia entre as placas (1 — k)(d — a), de tal forma que a distancia total vazia entre as duas placas do
capacitor é k(d —a) + (1 — k)(d — a) =d — a. A capacitancia equivalente dessa associagdo (série) é:

Coq C1 Co  &A goA g0l

L _1,1_kd-a (1-k@d-a) d-a

Antes da placa condutora ser inserida a capacitancia era:

&0l
© T

Portanto, a capacitancia do capacitor com a placa metdlica inserida é:

€A &A g_eoA/dd_ d

C= e d—ad d-a%Td-a

Co

c) Se a — 0 (a placa se torna uma folha de espessura nula) obtemos: C = C, . E como se a placa condutora n3o

existisse, ela ndo tem nenhum efeito na capacitancia.
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Se a — d obtemos: C — oo. Funciona como se fosse um capacitor de placas paralelas com placas muito, muito
mesmo, préximas (d — 0 em C,). E interessante notar que esse resultado estd mostrando que a capacitancia
de um “ponto”, ou seja, de um curto circuito, é infinita e ndo nula, como talvez pudéssemos supor. Quando
a — d as duas placas se conectam e deixamos de ter um capacitor e passamos a ter um simples curto-circuito
entre os terminais. Tudo se torna equipotencial, AV — 0, e equivale a um simples ponto, um né, no circuito.
Da relagdo g = C AV vemos que o limite AV — 0 e C — oo equivale a dizer que esse né pode acumular uma
quantidade qualquer de carga g, ndo necessariamente zero, que seria a Unica possibilidade no caso de valer
C — 0. Portanto, desprezar um capacitor no circuito equivale a considerar a unido (o curto-circuito) das duas
placas e, portanto, C — o e ndo C — 0. Por outro lado, considerar que um capacitor € um simples circuito
aberto é considerar d — o e C — 0. Como exemplo, considere dois capacitores C; e C, em série, conectados

entre os terminais A e B. A capacitancia equivalente entre A e B é:

1 1 1

Cap G G

Suponha agora que queiramos desprezar C,, curto-circuitando seus terminais. Esperamos que nesse caso

Cyg = C;.Isso é verdade se fizermos C, — o0 na expressdo acima.

Considere agora dois capacitores C; e C, em paralelo, conectados entre os terminais A e B. A
capacitancia equivalente entre A e B é:
CAB = Cl + Cz
Suponha agora que queiramos desprezar C,, substituindo-o por um simples circuito aberto. Esperamos que

nesse caso Cyp = C;. Isso é verdade se fizermos C, = 0 na expressdo acima.

Concluindo: se queremos desprezar a presenca de um capacitor curto-circuitando seus terminais
(transformando-o em um simples fio condutor) devemos fazer C — o e se queremos desprezar um capacitor

transformando-o em um simples circuito aberto (que ndo acumula cargas), devemos fazer C = 0.

E/P24.71: Um capacitor de placas paralelas tem duas camadas de isolantes conforme a I

Figura ao lado. Os isolantes tém constantes dielétricas K; e K,. Vamos chamar de d; e K, - T a2

d, as espessuras das camadas de dielétricos (d; + d, = d). Vamos calcular a [

capacitancia desse capacitor (um sanduiche de dielétricos).

Vamos fazer o calculo desprezando efeitos de borda. Suponha uma carga elétrica +Q distribuida
uniformemente na face inferior da placa de cima e uma carga —Q distribuida uniformemente na face superior

da placa de baixo. Essas duas cargas produzem um campo elétrico uniforme entre as placas de magnitude:
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o
F=2-9
& &4

O que pode ser obtido através da lei de Gauss para uma distribui¢cdo de cargas com simetria plana.
Os dielétricos, por sua vez, vao se polarizar na presenca desse campo, produzindo um campo elétrico

resultante dentro deles que é mais fraco do que E. Dentro do dielétrico 1 o campo elétrico resultante vai ser:

E Q

E = —_—=
PTK, T KigA

Dentro do dielétrico 2 o campo elétrico resultante vai ser:

_E__¢©
K, KygA

E,

A diferenca de potencial entre as placas sera:

-

AV=V+—V_=fE-dZ= fﬁ-dl+ fﬁ-di:Eldl+E2d2
+

DIEL 1 DIEL 2

5
Considere que para o calculo da integral acima tomamos dl = dx X ao longo

do caminho verde, desde A até B, ilustrado na Figura ao lado. Consideramos —F AT ¥
p = = . . . K[ ﬁ -fdz
também que E = 0 no interior das duas placas do capacitor e que o campo K —¢ d!l
2
no interior de cada dielétrico é dado pelas expressdes deduzidas acima, ao x| @ - B--I-'- __ o

longo do eixo x ortogonal as placas.

Portanto, substituindo as expressdes de E; e E, em AV obtemos:

Q Q ( dy d, ) Q
A = = |—- = —
v Ki&0A di+ K,&0A d Kig0A * K,&0A C=7

Concluindo, a capacitancia C desse capacitor é:

d d, 1 1

1
—_= = — 4+ —
C KigoA Kyeod €, G

que é a capacitancia equivalente de dois capacitores em série, um com dielétrico K; e espagamento d; e o
outro com dielétrico K, e espagamento d.

No caso particular d; = d, = d/2 obtemos:
T YK t+K, d

ou seja, o sanduiche de dielétricos funciona como um Unico dielétrico com um K efetivo dado por:

K. =2 KK,
T K, +K,
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Note que se K; = K, = K (um dielétrico apenas entre as placas) segue que:

Co KK, &A _K? sOA_KeoA
Ky +K, d  "2K d d

K., = 211K —zKZ—K
T K, +K, “2K

E/P24.72: Um capacitor de placas paralelas tem duas camadas de isolantes conforme a

Figura ao lado. Os isolantes tém constantes dielétricas K; e K,. Vamos chamar de 4; a 5 . 1;
1 2

area ocupada pelo dielétrico 1 e de A, a drea ocupada pelo dielétrico 2: A; + A, = A (A é 1

a area das placas).
Vamos calcular a capacitancia desse capacitor/sanduiche.

Vamos fazer o calculo desprezando efeitos de borda. Suponha uma carga elétrica +Q distribuida na
face inferior da placa de cima e uma carga —Q distribuida na face superior da placa de baixo. Note que,
diferentemente do exercicio anterior, ndo temos porque supor que essas cargas vao se distribuir
uniformemente nas faces dessas placas. Pelo contrario, a carga no lado direito da placa sera diferente da carga
no lado esquerdo (em cada lado ela estara distribuida uniformemente, por hipétese). Sejam @, a carga
distribuida na face inferior da placa de cima no lado esquerdo e Q, a carga distribuida na face inferior da placa
de cima no lado direito (analogamente para a face superior da placa de baixo). Estamos afirmando aqui que

Q, # Q,. De fato, note que a diferenga de potencial entre as placas é:
AV=V+—V_=fE-dl
+

e que essa integral pode ser realizada por qualquer caminho que conecta as duas placas, pois E é
conservativo. Portanto, se percorrermos um caminho que vai por dentro do dielétrico 1 obtemos:
AV=jE-df=E1d

+

__ %
K& Aq

Note que Q;/A; = 0; é a densidade de carga superficial na face inferior da metade esquerda da placa

superior.

Por outro lado, se percorrermos um caminho que vai por dentro do dielétrico 2 obtemos:

Q2

=—d
K& A,

AV:fE-dT:EZd
+

Considere que nessas integrais adotamos caminhos retos que conectam diretamente um ponto (A) na placa de

cima a um ponto (B) na placa de baixo e que:
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of Q;

E. = =
: KiEO KigoAi

Concluindo:

Q1 Q2 Q1 Q>
Ki&9 Aq K04, KA, K A,

AV

o que prova que Q1 # Q, se K;A; # K, A, (em geral). Os diferentes dielétricos se polarizam e interagem com
as cargas nas placas metdlicas de formas diferentes, atraindo mais ou menos as cargas nessas placas. Isso
produz a diferenga entre as cargas @, e Q, que ficam acumuladas nas faces das placas metalicas. O dielétrico
gue se polariza mais, tem o maior K, acaba possuindo mais cargas de polarizacdo e atraindo mais as cargas na

placa metdlica adjacente: se K; > K, entdo Q; > Q, (supondo A; = A,).

Concluindo, a carga total na placa positiva do capacitor é:

Q=01 +0, (1(2,42 Q2 K,A, d

Portanto, a capacitancia é:
£
C = (KA, + KZAZ)FO

Essa é a capacitancia de dois capacitores em paralelo, um com espagamento d, area A; e dielétrico K; e outro
com espacamento d, area A, e dielétrico K.
Resumindo: descobrimos que um capacitor formado por um sanduiche de dielétricos diferentes se comporta

como uma associa¢do de capacitores com dielétricos diferentes.

Podemos dizer também que:

g (A1 + Az)
d

que é a capacitancia de um capacitor de placas paralelas com espagamento d, drea A = A; + A, e meio

C = ef

isolante com um K efetivo dado por:

. KiA; + KA,
T A+ A4,

Note que se K; = K, = K (um dielétrico apenas entre as placas) segue que:

g (A1 + Ay)

€o
C = (K1A1 + KzAz)F =K d

. Kad + KAy
T A+ A,

Uma combinac¢do de dielétricos se comporta como um sé dielétrico com uma constante dielétrica efetiva,

fungdo das constantes dielétricas destes dielétricos que foram combinados.
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