E/P30.1: Duas bobinas (1 e 2) possuem geometrias tais e estdo dispostas no 1
espaco de uma forma tal que resulta em uma indutdncia mdtua M. Lembre-se

gue uma bobina é apenas um circuito com varias espiras.

a) Na bobina 1 circula uma corrente que aumenta uniformemente no tempo (ou seja, que tem derivada
constante): I, (t) = kqt, sendo k; uma constante positiva. Portanto, na vizinhanga da bobina 1 havera um
campo magnético variavel no tempo §1 e um campo elétrico induzido El. Da lei de Faraday (ou regra do
fluxo), na bobina 2, que estd mergulhada no campo eletromagnético da bobina 1, a FEM induzida em 2 tera

magnitude:

d
leo| = |—E¢1/2

sendo ¢/, o fluxo magnético que a bobina 1 produz na bobina 2. Usando a defini¢do de indutancia mutua:

b1/2 = f §1 “fpdAy; = MI(t)
ESP. 2

Portanto, a FEM induzida &, é constante e dada por:

d d
&2l = |- S ML©)| = |-M 2L =Mk

b) Agora esquecemos a corrente em 1 e imaginamos essa mesma corrente fluindo em 2: I,(t) = kyt. Entdo,

da lei de Faraday, na bobina 1, que estd mergulhada nos campos magnético §2 e elétrico Ez da bobina 2, a

FEM induzida em 1 terd magnitude:

e = |-

&gl =|——=

1 dt $2/1

sendo ¢, /1 o fluxo magnético que a espira 2 produz na espira 1. Usando a defini¢do de indutancia mutua:
b21 = j B, - fiydA; = MI,(t)

ESP. 1

Portanto, a FEM induzida &; é constante e dada por:

d d
leal = |- ML©| = [-M 2L O] = Mk, = 1z

Vemos claramente a simetria: se uma corrente I; (t) circulando em 1 induz em 2 uma FEM ¢,, entdo, a mesma

corrente circulando em 2 vai induzir em 1 uma FEM &; = &,.
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Esta simetria (M, = M,; = M) é de validade geral e pode ser util porque

as vezes estamos interessados em uma FEM &; que é muito dificil de ser

calculada analiticamente. Entdo recorremos a simetria e calculamos £,. 0 (1)

exercicio 30.43 que veremos mais adiante é um exemplo simples e

EEEEE A

}_

didatico dessa estratégia.

E/P30.2: Duas bobinas (1 e 2) helicoidais sdo enroladas em torno de um

nucleo comum. Trata-se da ideia de um transformador de voltagem, como ilustrado na Figura ao lado. O
campo magnético criado pela corrente em um solendide produz fluxo (mutuo) no outro solendide e dessa
forma ocorre a indugdo mutua. Vamos supor que se a corrente I; diminui no tempo em uma taxa constante k;
entdo a FEM induzida no solendide 2 (pelo solendide 1) possui magnitude (mdédulo) constante €,. Traduzindo:

vamos supor que I; (t) = Iy; — k; t, sendo k; > 0 uma constante.

a) Se ¢4/, € o fluxo magnético (mutuo) que o solendide 1 produz no solendide 2, entdo a indutancia mutua M

é definida por: ¢, , = M I;. Portanto: ¢/, (t) = M I,(¢t) = M (Ip; — k4 t). Da regra do fluxo:

d
= |_E[M (Ior = ks )| =Mk,

d
& = |— a(l)l/z
Portanto, concluimos que M = &, /k; (que sdo dados no exercicio).

b) O fluxo magnético no solendide 2 (produzido pelo solendide 1) é ¢1,, = M I;. Se o solendide 2 possui N,

espiras, o fluxo magnético mituo que atravessa cada espira do solendide 2 (supondo que sdo todas iguais) é
¢1/2/N2 =M1 /N,.

c) Analogamente, se I, cresce com uma taxa constante k,, I,(t) = Iy, + k, t, sendo k, > 0 uma constante, a

FEM induzida no solendide 1 possui magnitude:

d
|—a[M (o2 + kx t)]| = Mk,

-G

E4 = |—— =
1 at P2
Isso porque a indutancia mutua € simétrica, ou seja, valem ¢y, = M I; e ¢,;; = M [, simultaneamente.

Os fluxos mutuos sdo iguais (¢1/, = ¢,/1) se as correntes forem

iguais (I; = 1,). I{ [ }I

E/P30.4: Duas bobinas (1 e 2) helicoidais sdo enroladas em torno de
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um nucleo comum, como ilustrado na Figura ao lado. O campo

magnético criado pela corrente em um solendide produz fluxo

(mutuo) no outro solendide e dessa forma ocorre a indu¢do mutua. i

Vamos supor que o solendide 1 (interno) é longo com N; espiras,

N, espiras N, espiras
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comprimento [ e drea de sec¢do transversal A. O solendide 2 (externo) possui N, espiras e estd enrolado na
regido mais central do solendide 1 (longe das bordas do solendide 1). Vamos supor que nos solendide 1 circula

uma corrente crescente I;(t) = Iy; + k4 t, sendo k; > 0 uma constante.

a) Ja vimos que para um solendide longo, longe das bordas, o campo magnético esta restrito ao

seu interior e é axial e uniforme nessa regido. O campo magnético nessa regido interior do

vvyYy

solendide 1 é dado por: §1 = Uo (N1 /D) I; Z. Por hipdtese, o solendide 2 estd nessa regido e,

portanto, suas espiras sdo atravessadas por esse campo magnético. E importante notar que,

conforme ilustrado na Figura ao lado, o campo B; (setas vermelhas) ndo atravessa toda a area
maior de uma espira do solendide 2 (em verde), pois ele esta restrito ao interior (menor) do solendide 1

(espira azul). Portanto, o fluxo magnético através de uma espira do solendide 2 é (adotando i, = Z):
o - Ny o Ny
o) 12 = By -1, dA; = Ho Tllz'ZdA2=.“0 TllA
1 ESP 1ESP
Note, portanto, que qb(l)l/z ndo é igual a By A, mas sim a B; A; = B; A, posto que sé ha El dentro do tubo
de drea menor A; = A.

b) Cada uma das N, espiras do solendide 2 é atravessada pelo fluxo magnético qb(l)l/z. Portanto, o fluxo

magnético (total) através desse solendide é:

Ny N,
¢1/2 =N, (15(1)1/2 = Ho ( ] )Il A

A indutancia mutua M é definida por: ¢»1,, = M ;. Portanto:

N, N
Mz“"( 11 Z)A

Note que trata-se de uma grandeza basicamente geométrica, mas que envolve também uma caracteristica do
vdacuo (1) que, por hipdtese, “ocupa” o espago em volta desses solendides. Preenchendo o espago com um
material magnético, como, por exemplo, um material magnético “mole”, deve-se trocar py por 4 = K, lg (0

campo magnético, o fluxo magnético e a indutancia mutua aumentam nesse caso).

c) Da regra do fluxo:

NN,

d
= |=—[M (Iop1 + k1 ]| =M ky = g (

| dt )Ak1

d
& = |_%¢1/2
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E/P30.6: Um solendide (ou bobina) toroidal é formado por N espiras enroladas
em torno de um nucleo toroidal, como na Figura ao lado. Nessa Figura o nucleo
possui secdo transversal retangular. Passando corrente pelo fio, havera um
campo magnético concentrado na regido do nidcleo e nenhum campo
magnético na regido exterior ao solendide. Note que nao ha bordas e, portanto,
ndao ha efeito de bordas. O campo magnético deve ser paralelo aos circulos

centrados no eixo do solendide (direcdo $ de um sistema de coordenadas

cilindricas com o eixo z mostrado em azul) e sé deve depender, em mddulo, do

raio s medido em relacdo a esse eixo. Portanto, a simetria simples do campo nos

permite usar a lei de Ampere para determind-lo. A Figura ao lado ilustra um corte
7. . =g . .

do solendide toroidal, mostrando o campo B em um ponto qualquer no interior do

nucleo e o raio s de uma curva amperiana (tracejada), que é um circulo de raios. O

raio s pode ter qualquer valor, desde um sy;y até um sp4x (que delimitam o

nucleo do solendide).

Agora vamos usar a lei de Ampére para determinar a fungdo B(s). A lei de Ampere diz que:

- -
jg B-dl = polinr
c
. d . . . . . . Y
sendo C uma curva fechada qualquer, orientada, dl vetores comprimento infinitesimais tangentes a curva C,
com sentido ao longo da orientagdo de C e I;yr a corrente interna a essa curva, ou seja, o saldo de corrente
gue atravessa a superficie aberta (um disco) delimitada pela curva C. Essa corrente possui um sinal, de acordo
com a orientacdo de C. Orientando os dedos da mao direita no sentido da orientacdo de C, o polegar dessa

mao vai definir o sentido positivo das correntes que contribuem para I;yr.

O “pulo do gato” consiste em se escolher uma curva C de tal forma que a fungdo B(s) saia de dentro
da integral na lei de Ampeére. Para que isso ocorra, B(s) deve ser uma constante sobre a curva, ou seja, a curva
deve ser uma curva em que o raio s é constante. Essa curva é um circulo com centro no eixo z do solendide,
conforme a Figura acima. Portanto, adotemos C=circulo de raio s orientado no sentido horario. Assumindo um
B também no sentido horario (que ja sabemos ser o sentido correto, de acordo com a regra da mao direita

para um solendide) obtemos:

Na lei de Ampére obtemos:
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De acordo com a regra da mao direita, a corrente positiva serd a corrente entrando na pdgina. Portanto,

vemos que a corrente interna a essa curva é positiva e é dada por:

Iiny =N 1
pois todas as N espiras mergulham no plano da pégina, por dentro dessa curva circular.
Da lei de Ampére:

tolN 1
B(s)2ms=puy NI = B(s) =
(s)2ms =py (s) s

para Syy < S < Syax- Vemos que o campo magnético é mais intenso na regidao mais proxima do eixo z do

solendide e vai ficando mais fraco quando nos afastamos desse eixo. Fora do nucleo toroidal a lei de Ampére

mostra que B = 0 (basicamente por que I;yr+ = 0 nesses dois casos, proximo do eixo, s < sy, € longe do

eiXo, S > Syax)-

No enunciado desse exercicio ndo estdo fornecidos os valores dos raios sy € Syax que definem as
dimensdes do nucleo toroidal. Apena um raio médio é fornecido: (s). Portanto, deduzimos que se esta
considerando que a variagdo do raio s ndo é importante, assim como a variacdo de B(s). Devemos assumir que
dentro do nucleo toroidal o campo magnético assume um valor médio constante dado por:

_ MoN1

(B) = 2m{s)

Para calcular a auto-indutancia do solendide toroidal devemos usar a defini¢ao:
¢o=LI

O fluxo magnético que o solendide produz nele mesmo (auto-fluxo) é:

Mol I
TS

p=N fﬁ-ﬁdA:Nf dA

1ESP 1ESP
Note que para realizar essa integral deveriamos conhecer os raios Syy € Syax, que seriam os limites de

integracdo. Como eles ndo foram dados, assumimos entdo um campo magnético médio constante:

HoN I Mol I f tolN I
=N dA=N —— dA=N A
¢ f 2m{s) 21(s) 21 (s)
1ESP 1ESP

sendo A a adrea plana delimitada por uma espira (qualquer), a area da sec¢do transversal do nucleo toroidal.

Portanto:

HolN 1 foN?
A=LI=>L=
21 (s) 2 m(s)
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Se estivessem especificados nos dados do exercicio 0s raios sy €
Syax que demarcam os limites do nucleo do solendide, o resultado acima ————»

poderia ser mais preciso. Supondo que a secdo transversal do solendide

tenha altura H e largura sy ax — Syn, conforme a Figura ao lado, o auto- ARHHHHAHLL }H
fluxo fica: .
[ —
SMIN
N1 e N1 > .
=N fﬁ-ﬁdA=N f“" dA =N f Ho 1 ds Smax
2ms 2ms
1ESP 1 ESP SMIN
NZ ] s
_Ho Hln( MAX)
2m SMIN

sendo In a funcdo logaritmo natural. Note, a integral foi realizada na area do retangulo, que é a sec¢do
transversal do solendide toroidal. Este retangulo tem altura H ao longo do eixo z e se estende desde o raio

Spn até o raio sy 4x ao longo da direcdo radial s.

Basicamente, a aproximagdo de raio médio feita acima consiste em considerar que 0s raios sy;y €
Syax hdo sdo muito diferentes, ou seja, que o solendide ndo é muito largo. Nesse caso, sendo § (pequeno) a

metade da largura do solendide, segue que Sy ax = (s) + & e spy = (s) — &, portanto:

N2 s N2
=“°2n Hln( MAX):“(’ Hln(1+

26)~MON21 26_,uON21
2T

¢ &)= 2 U 20t

SMIN

sendo A = H 2 § a area da secdo transversal do solenéide. Usamos a aproximacdo In(1 + ¢) = ¢ para € = 0.

Usamos também que (para §/(s) = 0) :

5MAX_<S)+5_<S)+5<1 5)_1:< 5)2_ 26

SMIN_<5)—5 B (s) _G 1+(5_)

b) Se a corrente fluindo no solendide é I(t), a lei de Faraday diz que a FEM auto-induzida tera magnitude:

HoN?
21 (s)

d d d d d
lel = |a¢| = |a““)| = |La’<f>| =1L |a’“>| = 4 |a’(”|

Se a corrente estiver decaindo linearmente no tempo: I(t) = I, —k t,comk > 0, entdo:

Por exemplo,se [(t =0) =5Ael(t =3x1073) =2A,seguequel, =5Ae2 =5—k 3 x 1073, Portanto:
k=3/(3x1073) =103 A/s.
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c) Chamando de a e b os dois terminais do solendide, se essa corrente I(t) estiver fluindo de a para b, entdo,
como ela estd diminuindo no tempo, a FEM auto-induzida vai se opor a essa diminuicdo, ou seja, ela terd o
mesmo sentido da corrente: € vai ter o sentido de a para b. Isso é o que dizem a lei de Faraday e, mais

diretamente, a lei de Lenz.

E/P30.9: O indutor da Figura ao lado possui auto-indutancia L e a corrente nele esta

+—_
diminuido no tempo de acordo com: I(t) = I, — k t, com k > 0. —:—rﬁ'ﬁ'ﬂ'ﬁ“—;—
L

a) A magnitude da FEM auto-induzida é:
d d d d
le] = |E¢| - |aL I(t)| - |Lal(t)| -1 |a1(t)| =Lk

b) A corrente flui de b para a e esta diminuindo no tempo. Logo, da lei de Lenz, a FEM & se opora a essa
diminuicdo, ou seja, sera paralela a corrente: € tera o sentido de b para a. Portanto, o campo elétrico induzido,
cuja integral de caminho é ¢, estara apontando de b para a. Isso acarretard um acimulo de cargas positivas
em a e negativas em b (como se esses pontos fossem os terminais de uma bateria). O terminal a serd o
terminal positivo desse “gerador”. Entdo V, > V},. Podemos chegar nessa mesma conclusdo lembrando que o
indutor é um objeto ideal, sem resisténcia interna. Um indutor ideal é feito de um material sem resisténcia
elétrica, um condutor perfeito. Por isso ele é “ideal”. Portanto, ndo pode haver campo elétrico (resultante)
nesse condutor, pois isso levaria a uma corrente divergente (considere a lei de Ohm: f= o E com o > 00).
Entdo, além do campo elétrico induzido, apontando de b para a, hd o campo elétrico produzido pelo acimulo

de cargas em a e b, apontando de a para b. Esses dois campos elétricos se cancelam dentro do material

condutor do indutor ideal e f =¢E=w0-= gualquer valor finito. O campo elétrico de acumulos de cargas
sempre aponta no sentido do decaimento do potencial elétrico. Concluindo, como o campo elétrico dos
acumulos de cargas na regido do indutor aponta de a para b, o ponto b tera potencial elétrico menor que o
ponto a: V, — V}, > 0. Um indutor ndo ideal, ou seja, feito de um condutor que possui uma resisténcia elétrica,

pode ser pensado como a associa¢ao de um indutor ideal com um resistor ideal.

Devemos sempre lembrar que um indutor é, por definicdo, um dispositivo ideal, que apresenta apenas
a propriedade de indugdo eletromagnética e nenhuma resisténcia elétrica ou capacitancia. Portanto, dentro
do material condutor do indutor (o fio das espiras de um solendide, por exemplo) ndo pode haver campo
elétrico resultante. Se ha campo elétrico induzido, tem que haver um campo elétrico produzido por acimulos
de cargas, oposto ao primeiro. A esse campo elétrico produzido por acumulos de cargas elétricas esta
associada uma diferenca de potencial elétrico. Um acumulo de cargas ndo significa necessariamente um saldo

grande de cargas concentrado apenas nas duas extremidades do solendide. Basta uma distribuicdo minuscula
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de cargas ao longo e em toda a extensdo dos condutores do solendide (principalmente nas superficies desses

condutores) para produzir um campo elétrico intenso em seu interior.

regiao com BE=0
E/P30.11: Vamos calcular a auto-indutdncia de um solendide

helicoidal longo com N espiras, comprimento C e area de segao \ S

transversal A. - -
9 @

Primeiro devemos calcular o campo magnético do

I\

solendide, o que ja fizemos no capitulo 28, mas que vamos repetir

aqui, para completeza do raciocinio.

A Figura acima ilustra como os campos magnéticos com linhas de forca circulares das espiras se

superpdem no espaco para resultar no campo magnético do solendide.

Na regido dentro do nucleo a superposicao produz um campo intenso e basicamente axial, mas cujas
linhas de forca se espalham préximo das bordas, refletindo o fato de que o campo é mais fraco nessas regioes
de bordas. Na regido exterior a superposicao é tal que resulta em um campo fraco. Na regido central o campo
magnético é axial e intenso. Esses fatos serdo mais verdadeiros a medida que as espiras forem mais juntas,
mais apertadas umas contra as outras, e o solendide for mais longo. Em um I
solendide infinito ndo ha efeitos de borda: o campo interno é axial e uniforme

(constante) e o campo externo é nulo. A Figura ao lado mostra um segmento de

o
um solendide infinito, com as linhas de B em azul. Se a corrente estiver

descendo nos lados da frente das espiras, o campo magnético no interior do

solendide tera o sentido +z, ou seja: B = B Z
Queremos calcular o valor de B nessa regido central, que serd uma aproximacao
razodvel para o campo magnético em toda e extensdo do nucleo do solendide, se desprezarmos os efeitos de

borda. A lei de Ampere diz que:
f B-dl = polinr
c

sendo C uma curva fechada qualquer, orientada, dl vetores comprimento infinitesimais tangentes a curva C,
com sentido ao longo da orientagdo de C e I,y a corrente interna a essa curva, ou seja, o saldo de corrente

que atravessa a superficie aberta delimitada pela curva C.

No caso do solendide sem efeitos de borda obtemos:
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3€ Bz-dl= HolinT
c

Considere entdo a curva vermelha mostrada na Figura acima. Trata-se de um retangulo orientado com um dos
lados (L1, de comprimento I) dentro do solendide, orientado paralelamente ao campo B, um lado (L2) no

exterior do solendide, onde ndo ha campo, e dois lados (L3 e L4) ortogonais ao campo B. Na integral acima,

realizada em cada um desses quatro lados, so resta a integral no lado L1, de onde obtemos:

%BZA'dTZBJ.dl=Bl=ﬂ011NT
c L1

Note que a curva subentende uma superficie retangular que é cortada por algumas espiras. Cada espira que
corta essa superficie contribui com +/ para a corrente interna I;yr (lembre-se que, de acordo com a regra da
mao direita, as correntes saindo do plano da pagina sdo positivas). A quantidade de espiras que corta essa

superficie é (N/C) l e, portanto:

N N
Bl::“OIINT=MOElI ﬁB:#of I

s = N | 4
O vetor campo magnético é dado por: B = p, - I2.
O fluxo magnético que o solendide produz nele mesmo (o auto-fluxo) é:

. N N N
$=N fB-ﬁdAzN fuofldAzNMOEI f dA =N oz 14
1ESP 1ESP 1ESP

Concluindo, como ¢ = L I:

_#ONZ

L
C

A

Um solendide de grande auto-indutancia é basicamente um solendide com muitas espiras. O fator yy na
expressdo acima reflete o fato de que supomos que o nucleo do solendide estd vazio (vacuo). Se
preenchermos esse nucleo com uma liga de ferro especial, podemos mudar esse valor, aumentando bastante
0 campo magnético interior e a auto-indutancia do solendide. O Permalloy (niquel+ferro), por exemplo, possui
Uper = 100.000 py, ou seja, ao preenchermos o nicleo de um solendide com Permalloy, aumentamos seu
campo magnético e sua auto-indutancia em cerca de 10° vezes, com a mesma corrente e mesma densidade de
espiras. Essa amplificacdo do campo magnético se da porque as correntes elétricas microscopicas (orbitais e
de spin) que existem dentro do Permalloy se organizam, sob acdo do campo magnético fraco da corrente no
solendide, e passam a gerar, elas mesmas, um campo magnético intenso no espaco. Chamamos essa

organizagao das correntes microscépicas de magnetizagdo.
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E/P30.13: Um solendide toroidal é percorrido por uma corrente I. A energia magnética armazenada nesse

solendide é:
1

Uy =—=LI?
M9

Ja vimos (exercicio 30.6) que para esse solendide vale ({s) é o raio médio):

_ foN?
T 2m(s)

Estamos supondo que pyp = Ug, 0 que ndo estd muito longe da verdade. Portanto:

1 poN?

i 2
M= 2271 (s)

Com os dados desse exercicio podemos calcular o nimero de espiras no solendide:

NZ _4n(s)Uy
T moAI?
E/P30.19:

Um circuito RL como na Figura ao lado. A chave vai ser fechada no

+
instante t=0. e | —

A lei das malhas aplicada no sentido horario (mesmo sentido da

corrente), partindo de A, fornece a equacao:

d
Portanto, obtemos a equacao diferencial:
RI(t)+1L d I(t) =
ac ¢
com a condicdo inicial I1(0) = 0.

a) Em t=0vale I(0) = 0 e, portanto:

RIO) +L 10y = £ 2L 100y = &
dt lt=0 = € dt lt=0 = L

A corrente comega a crescer com essa taxa. Quanto maior a indutancia L, mais lento é esse

crescimento inicial. A auto-inducdo se opOe ao crescimento da corrente no circuito (enquanto ele ocorre).

b) Nos instantes posteriores, a taxa de crescimento da corrente é:

I(t)

~| =

d 160 = £
dt L
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A medida que a corrente cresce, mais lentamente ela vai crescendo. Ela vai finalmente atingir um valor

constante no tempo, vai parar de crescer quando dI(t)/dt = 0, ou seja:

M0=0=Kﬂ=%

~| m
~| =

c) A solucdo da equacdo diferencial para a corrente é (com a condi¢3o inicial 1(0) = 0):

€
1(t) = = (1 — e t/(L/R)
R
Notamos que, como ndo poderia deixar de ser:
£
10==(1-¢9)=0
R
e que:

It > o) =o(1-e™) =2

gue é a corrente estacionaria final.

Vemos, entdo, que o indutor se comporta como um circuito aberto no momento em que a chave é

fechada e como um curto-circuito (um simples condutor perfeito) para tempos muito longos (t — ). Trata-se

de um comportamento oposto ao do capacitor que, no circuito RC alimentado por uma bateria, varia seu

comportamento desde o de um curto-circuito até o de um circuito aberto.

E/P30.28: Um capacitor de capacitancia C é carregado através de uma bateria de
FEM €. Ele adquire a carga:
qo=Ce

ApOds isso esse capacitor é conectado a um indutor de indutancia L, formando um
circuito LC. Se a chave na Figura ao lado for fechada em t=0, a partir desse instante o

capacitor vai descarregar sobre o indutor e uma corrente inicial I(t) vai circular no

-

O

sentido anti-horario. Depois a corrente passa a oscilar, alternando de sentido, a medida que um dispositivo

descarrega sua energia elétrica/magnética sobre o outro. O indutor armazena energia magnética e o capacitor

armazena energia potencial elétrica. Percorrendo a malha no sentido anti-horario (mesmo sentido da

corrente) partindo da placa negativa do capacitor (ponto A) obtemos:

qt)  d _
Vy+ 2 Ldtl(t)_VA

Note que no instante mostrado na Figura o capacitor esta descarregando e, portanto:

d
16 = -2a(®
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pois I(t) é a magnitude da corrente no sentido anti-horario (positiva por definicdo). Quando a corrente for

negativa, entenderemos que ela estara circulando no sentido horario.

A equacdo que governa a carga elétrica na placa superior do capacitor ao longo do tempo é:

a &
7 Tlgpi®=0

Ou seja:

d>? 1
WQ(t) = —ECI(t)

Com a condig3o inicial g(0) = qo = C €.
N3do é dificil mostrar que a solu¢do dessa equagdo com essa condigdo inicial é:
q(t) = C ecos(wgy t)

com a freqliéncia natural de oscilacdo dada por:
1

0)0 =
VLC
A carga elétrica na placa superior do capacitor oscila no tempo com a frequéncia angular wy. O valor maximo

(amplitude) que a carga q(t) pode assumir é gy ax = C €, pois a fungdo cos(w, t) oscila entre +1 e -1.

A corrente no circuito é:

d c c
I(t) = —aq(t) = —gsen(a)o t) = Zssen(wo t)

VLC

A corrente elétrica no circuito oscila no tempo com a frequéncia angular natural/intrinseca w,. Ela alterna de

sentido, circulando ora no sentido horario (quando ela for negativa) ora no sentido anti-horario (quando ela

for positiva). O valor maximo (amplitude) que a corrente I(t) pode assumir é Iy ax = \/%ie , pois a funcdo
sen(w, t) oscila entre +1 e -1.

A energia potencial elétrica armazenada no capacitor é:

[a(®)]*
2¢

Ug(t) = = EC g2 cos?(wq t)
A energia magnética armazenada no indutor é:

Uy(t) = %[I(zt)]2 = %C £ sen?(wy t)

A energia total armazenada no circuito é:
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1 1
Ug(t) + Uy(t) = EC e? [sen?(wq t) + cos?(wy t)] = EC 2 = —

Vemos que a energia (eletromagnética) total é constante, pois o circuito é conservativo (sem resisténcia
elétrica, sem efeito Joule). O capacitor e o indutor trocam energia entre si, da forma elétrica para a forma
magnética, mantendo o total de energia eletromagnética armazenada no circuito Ug(t) + Uy, (t) constante no

tempo.

E/P30.43:

Dois solendides helicoidais coaxiais, um por dentro do outro,

como ilustrado na Figura ao lado. O solendide externo (maior)

possui N; espiras, comprimento C; e raio R;. O solenodide

interno possui N, espiras, comprimento C, e raio R, < R;. O eixo z é o eixo comum dos dois solendides. Para
calcular a indutancia mutua entre esses dois solendides devemos calcular o fluxo magnético que um produz no
outro, o fluxo mutuo. Imagine uma corrente I; circulando no solendide maior. Na regido mais central do

nucleo, longe das bordas, o campo magnético que esse solendide produz é:
B 1, 4
Bi=po=—hLz
G

O solendide 2 esta mergulhado nesse campo pois, por hipdtese ele é menor que o solendide 1 e estd longe das

bordas do solendide 1. O fluxo magnético que o solendide 1 produz no solendide 2 é:

- A Nl A N
¢1/2=N2 j By i, dA; = N, f,uoc—llz-sz
1ESP 1ESP 1

Note que a area de uma espira do solendide 2 é um disco de raio R, e que a normal (ao disco delimitado por

essa espira) é Z. Portanto:

N, N;N, 2
¢1/2 =Nypo— 1 dA = po I mR;
Gy G
1ESP

Da definicdo de indutancia mutua:

NiN;

br12=M1L =M=y, mR5

1
b) Suponha que circule uma corrente I, (t) no solendide 1. Da lei de Faraday, A FEM induzida no solendide 2

tera mddulo dado por:

NiN,
G

) d
nRE | =L @)

d d
jeal = |- 20120 = M | 10| = 16
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Se a corrente estiver crescendo com uma taxa constante: I; (t) = K t, com K uma constante positiva, entdo:

NN,
¢y

l&2] = 1o ﬂR% K

A simetria na indutancia mutua (M1/2 =My, = M) implica que se a mesma corrente I(t) = K t circular no

solendide 2, a FEM induzida no solendide 1 terd magnitude:

NN,
Gy

d
o1l = M | S 1(0)] = 1o =2 RS K

Note que o cdlculo explicito de ¢/, seria bem dificil porque o solendide 2 € um solendide pequeno,
por hipdtese, e ndo poderiamos usar nesse calculo a aproximacdo de solendide infinito, que foi o que fizemos
para calcular ¢q/,. O campo magnético §2 de um solendide curto é dificil de calcular porque ndo podemos
apelar para simetrias simples no uso da lei de Ampére, como fazemos para o solendide infinito. Por isso
usamos a ideia de calcular ¢/, (fluxo do sol. longo no sol. curto) para obter o valor de M. Fazer o contrario,
calcular ¢; 4 (fluxo do sol. curto no sol. longo) seria bem mais dificil, mas levaria ao mesmo resultado para M,

dada a simetria que ja conhecemos para a indutancia mutua: M, , = M,y = M.

E/P30.48:

Um cabo coaxial é formado por um fio cilindrico macico de raio a envolvido
por uma casca cilindrica coaxial de raio menor b > a e raio maior c. A mesma
corrente I vai pelo fio interior e volta pelo fio exterior. A Figura ao acima

ilustra um segmento desse cabo.

Ao lado mostramos uma Figura de um cabo coaxial real, como os utilizados em
conexdes de antenas de TV e internet. Um fio central é circundado por uma malha de
fios que constitui a casca cilindrica exterior. A mesma corrente vai por um fio e volta

pelo outro. O campo magnético na regido exterior do cabo é muito fraco, o que reduz a

possibilidade de interferéncias eletromagnéticas.

a) Ja abordamos o cdlculo do campo magnético desse cabo, através da lei de
Ampére, no exercicio E/P 28.37. Aqui queremos calcular o campo apenas na

regido cilindrica entre os dois fios (a < s < b). Vamos repetir abaixo o célculo

desse campo nessa regido: ‘m
[

A Figura que nos ajuda mais a resolver este exercicio é a que mostra a

secdo transversal do cabo, como mostrado ao lado. Se s é a distancia até o eixo
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do fio (eixo z), esperamos, dada a simetria da distribuicdo de corrente, que a magnitude do campo magnético
produzido por esse cabo dependa apenas de s, ou seja:

B = B(s)

Quanto a direcdo e sentido, serdo dadas pela regra da mao direita. B tem a direcdo tangente aos circulos
conceéntricos ao cabo e com sentido dos dedos da mao direita, quando o polegar dessa mao aponta no sentido
da corrente. Vemos entdo que a corrente no fio interno vai contribuir com campos no sentido anti-horario,
pois a corrente nesse fio sai do plano da pagina. A corrente no fio externo vai contribuir com campos no
sentido horario, pois a corrente nesse fio entra no plano da pagina. Pensando em um sistema de coordenadas
cilindricas, com o eixo z saindo ortogonalmente da pagina, o fio interno contribui com campos na dire¢do +¢

enquanto que o fio externo contribui com campos na diregdo —@.

Agora vamos usar a lei de Ampére para determinar a fung¢do B(s). A lei de Ampere diz que:

— -
f B-dl = polinr
c
. d . . . . . . Y
sendo C uma curva fechada qualquer, orientada, dl vetores comprimento infinitesimais tangentes a curva C,
com sentido ao longo da orientagdo de C e I;yr a corrente interna a essa curva, ou seja, o saldo de corrente
que atravessa a superficie aberta delimitada pela curva C. Essa corrente possui um sinal, de acordo com a
orientacao de C. Orientando os dedos da mao direita no sentido da orientacao de C, o polegar dessa mao vai

definir o sentido positivo das correntes que contribuem para I .

O “pulo do gato” consiste em se escolher uma curva C de tal forma que a
fungdo B(s) saia de dentro da integral na lei de Ampeére. Para que isso ocorra
B(s) deve ser uma constante sobre a curva, ou seja, a curva deve ser uma curva
em que o raio s é constante. Essa curva é um circulo concéntrico ao cabo coaxial.

Portanto, adotemos C=circulo de raio s orientado no sentido horario, conforme a \

o
Figura ao lado (curva vermelha). Assumindo um B também no sentido hordrio

obtemos:
B-dl = B(s)dl

Na lei de Ampére obtemos:
jgﬁ-df=B(s)jg dl=B(s)2ms
c C

Na regido a < s < b, no vacuo entre os fios, vemos que a corrente interna a essa curva é dada por:

Iy = —1
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Da lei de Ampére:

Ho I
2TS

B(s)2ms = —pyl = B(s) = —

O sinal negativo na expressdo acima indica que o campo magnético nessa
regido esta no sentido anti-hordrio. Trata-se do campo do fio interno. O fio

externo ndo produz campo magnético em seu interior.

b) Para calcular a auto-indutancia do cabo coaxial devemos calcular o fluxo

magnético que ele produz nele mesmo. Para isso consideramos uma

pequena fita de area dA = [l ds, localizada na posicdo de raio s, conforme a
Figura abaixo. A fita é paralela ao eixo (z) do cabo, esta localizada entre os
dois fios, e possui comprimento [ e espessura infinitesimal ds ao longo da direcdo radial s. Note que o campo

magnético do cabo corta essa fita ortogonalmente e que, portanto, o fluxo magnético nela é:

Ho I
ld
21TS s

dp = B(s)dA =

A Figura ao lado tenta ilustrar melhor essa fita de area [ ds (em azul
escuro) localizada em um plano (em cinza) que é cortado ortogonalmente pelo
campo magnético do cabo coaxial. O plano se estende desde o raio s = a até

oraio s = b (regido entre os dois fios do cabo: fio central e casca exterior).

N3o estamos preocupados com sinais aqui, calculamos o fluxo
positivo, pois a indutancia, que calcularemos a seguir, é uma grandeza
estritamente positiva. O fluxo magnético total entre os dois fios que

constituem o cabo é:

S=b s=b

s=b
I 1 d I b
¢ = f dep = f Ho” s =Fo f—sJLzln(—)
Ss=a s=a

2TS 21 S 2m a
= s=a

Da definicdo de auto-indutancia (para um segmento de cabo de comprimento [):

A auto-indutancia por unidade de comprimento é:

Il 2m n a

b) Se estiver circulando uma corrente I no cabo, a energia magnética armazenada em um segmento de cabo

de comprimento [ sera:
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L ‘Llo b
Uy ==1%>=—I1 (—)12
M= 4n n a

Nos calculos acima desprezamos o campo magnético dentro do fio interno de raio a, consideramos
apenas o campo magnético, e o fluxo magnético, na regido entre esse fio e a casca cilindrica exterior. Por isso,
essa indutancia que calculamos acima é chamada de indutancia “externa” do cabo coaxial. Desprezamos esse
campo interno na hipdtese de que o fio interno é suficientemente fino. Se levarmos em conta esse campo
magnético dentro do fio de raio a, obtemos a chamada indutancia “interna” do cabo coaxial. A indutancia

total, interna+externa, fica:

E/P30.51:
Um solendide helicoidal com corrente I deve armazenar uma quantidade de energia magnética Uy,.

a) Sua auto-indutancia deve ser:

Un
Uy==I*’=>L=2—
M= 2 2
b) Ja sabemos que:
HoN?
L= A
C

sendo N o niumero de espiras, C o comprimento do solendide e A drea de sua secdo transversal. Em termos de

n = N/C, a densidade de espiras por unidade de comprimento, a auto-indutancia fica:

.uoNZA =M0N2C

I =
c C?

A= ,u0n2 CA
Portanto:

Un
,uonz CA= 21—2

Se conhecermos todo o restante, o comprimento do solendide sera:

2 U
c=—-"Y
Uo I°n2A
. 25 ’/-‘—-—_— )
E/P30.60: 2 _
. . . ~ 5 15
A Figura ao lado mostra a diferenca de potencial em fun¢do do tempo § 10
medida entre os terminais de um elemento de um circuito RL série 5
0 | T TR N V— .
alimentado por uma bateria de FEM &. A DDP parte do zero e vai 05 10 15 20 25

Time (ms)
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assintoticamente para um valor maximo Vy 4y = 25V. Uma curva de DDP

. . . - Eretie=”
como essa pode ser observada diretamente através de um osciloscépio, uma ; . S
TN neoktbols
espécie de voltimetro, que ao invés de medir apenas um valor da DDP, \
et
registra graficamente o comportamento da curva da DDP em funcdo do
.
-\1\_\\3\_\!ﬂ“-\\’
tempo. A Figura ao lado mostra um osciloscdpio exibindo duas DDPs em sua _

tela, uma DDP senoidal e uma DDP quadrada (um osciloscépio tipico possui

dois canais, para exibir duas DDPs simultaneamente).
a) Neste caso, o osciloscépio esta conectado entre os terminais do resistor ou do indutor?

Um indutor ideal em um circuito RL conectado a uma bateria transita entre dois extremos: no inicio,
logo apds o circuito ser ligado, o indutor se comporta como um circuito aberto e a DDP entre seus terminais é
maxima. No final, assintoticamente, o indutor se comporta como um simples condutor perfeito (um curto-
circuito) e a DDP entre seus terminais vai a zero. Vemos claramente que a curva V(t) X t acima ndo pode ser a

DDP entre os terminais do indutor. Portanto, esse osciloscopio esta conectado entre os terminais do resistor.

De fato, a DDP entre os terminais do resistor é R I(t). No inicio, logo apds o circuito ser ligado (t=0), o
indutor se auto-induz e ndo passa corrente no circuito, portanto, R I(t) = 0. No final, assintoticamente, o
indutor se comporta como um simples condutor perfeito e a corrente vai assintoticamente para seu valor
maximo Iy 4x €, portanto, R I(t) vai assintoticamente para um valor maximo constante R I,;,4x. Esse é o

comportamento mostrado no grafico acima. O osciloscépio estd conectado entre os terminais do resistor.

b) Mais especificamente, no circuito RL a corrente (no processo de carga) se comporta como:

&
I(t) = (1 — e_t/(L/R))

RCIRC

sendo R gc a resisténcia total do circuito, que pode incluir a resisténcia interna da bateria ndo-ideal, a
resisténcia interna de um indutor ndo-ideal e a resisténcia R do resistor ligado em série com o indutor

(resistores em série). O valor maximo da corrente no circuito é (lembre-se que e™ = 1/e® = 0):

Iyax = 1(t > ) =
CIRC

No grafico vemos que R I 4x = 25V, portanto:

£
e= 25V

RCIRC CIRC

RIMAX =R

Como o enunciado da questdo diz que € = 25V, sé podemos concluir que Rqre = R, ou seja, que a bateria e

o indutor nesse circuito tém resisténcias internas despreziveis. A bateria e o indutor sdo ambos ideais.

Para estimar a autoindutancia L do circuito podemos fazer t = L/R em I(t) para obter:
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IR

It =1/R) = — (1—e-1)=%(1_1)

£
0,6321 —
CIRC e R

Portanto, a DDP no resistor nesse instante deve valer:

l

£
RI(t=L/R)=R0,6321 R 0,6321 =158V

Olhando no grafico de R I(t) vemos que o instante em que essa DDP atinge o valor 15,8 V é:

t'=0,5ms
Concluindo, nossa estimativa numérica (grosseira) para L fica (levando em conta que R = 150 Q):

t = 0> L_ 1L > = 150 0,5=75x%x10"3H = 75 mH
=1000 R 150 _ “~ 1000 >~ —/om

c¢) Ligando os dois terminais do osciloscépio nos dois terminais do indutor vamos observar o comportamento

da DDP que é, em magnitude, igual a FEM induzida no indutor:

d d
AV, =L —1(0) = L —|

&
== e—t/(L/R))] — g e~t/L/R)

R

Vemos entdo que, como ja haviamos mencionado, em t=0 vale AV, = ¢ e por

AVL A
isso ndo passa corrente no circuito. Com o passar do tempo, t — o e AV} — 0, 25
ou seja, o indutor ideal se comporta como um simples curto-circuito entre seus
terminais. Um esbogo do grafico de AV} versus t fica como mostrado ao lado.
>
0

E/P30.62:

Considere o circuito ao lado, com varios amperimetros (A) e voltimetros (V)

ideais. A chave vai ser fechada em t=0.

O circuito parece bastante complicado, mas, para nossa sorte, o
exercicio se refere apenas a instantes extremos no funcionamento do

circuito. Durante a solugdo consideraremos que os amperimetros ideais se

comportam como simples condutores perfeitos (resisténcia interna nula) e

gue os voltimetros ideais se comportam como simples circuitos abertos (resisténcia interna infinita), ou seja,
para os célculos das correntes no circuito podemos esquecer (apagar) todos os amperimetros e voltimetros.
Usaremos também o fato de que um voltimetro ligado a um resistor R (em paralelo) em que circula uma

corrente I mede a DDP entre os terminais desse resistor que vale, de acordo com a lei de Ohm, R I.

a) Logo apds a chave ser fechada o indutor se auto-induz e ndo deixa passar corrente por ele, ou seja, o

indutor se comporta como um circuito aberto, conforme a Figura abaixo:
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Fica claro que so6 circula corrente (I no sentido hordrio) na malha externa,
pois 0 ramo central esta aberto (ndo passa e nunca vai passar corrente pelo
voltimetro ideal V,, ele tem resisténcia interna infinita). Usando a lei das

malhas, partindo de A no sentido horario, concluimos que:

Vy+50—1001—501 =V,

Portanto, a corrente nessa malha é:

I = 50 A

150
Vemos entdo que as leituras de A; e A; sdo iguais a I e a leitura de A, é nula. A leitura de V; é a DDP 100/, a
leitura de V, é a DDP 50 1. A leitura de Vs é nula, pois ndo passa corrente pelo resistor de 75 Q. Quanto a

leitura de V,, vemos que, pelo ramo mais a direita:
Vg =501 =V,

Pelo ramo central vemos claramente que a leitura de V, é exatamente Vz — V. = 501. A leitura desse
voltimetro também é R I, como nos outros voltimetros, mas com R = o e | = 0. Como ndo sabemos avaliar
esse produto oo 0, temos que apelar para a lei das malhas e calcular Vg — V. como foi feito acima, através de

um ramo fechado do circuito.

b) Muito tempo apds a chave ser fechada o indutor ideal deixa de se auto-induzir e passa a se comportar como
um curto-circuito entre seus terminais, um simples condutor perfeito,

conforme a Figura ao lado:

Agora circula corrente na malha externa e no ramo central. Vemos
que o resistor de 50 Q) estd em paralelo com o de 75 Q, resultando em:

_50><75Q
50475

!

Esse resistor estd em série com o resistor de 100 Q, resultando em:

Req = R’ + 100
Portanto, a corrente na bateria é:

. e 50 A
BAT ™ Req ~ R’ + 100

Concluimos logo que a leitura de A; é Iz 4 € que a leitura de V; é a DDP 100 Iz 4.

Partindo de C e indo até B pela bateria obtemos:
VC + 50 - 100 IBAT = VB = VB - VC = 50 - 100 IBAT
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Essa é a DDP entre os terminais dos resistores de 75 Q e 50 Q. Portanto, a corrente no ramo do resistor de 75
Qé:
Vg = Ve 50— 100 Igsr A

h=—¢ 75

Essa é a leitura do amperimetro A,. O voltimetro V, mede zero porque seus terminais estao curto-circuitados

(Vo = I, X 0 = 0). O voltimetro Vs mede aDDP 75 I, = Vg — V.

A corrente no ramo do resistor de 50 Q é:

Ve Ve _50—1001ps

=55 50

Essa é a leitura do amperimetro A;. O voltimetro V, mede a DDP 50 I3 = Vp — V.

E/P30.66: r@J
5 Sz I
+ L C

Considere o circuito RLC ao lado. A chave S, ficou fechada por um bom £ '|" ==

tempo, de tal forma que o amperimetro mede uma corrente S AA M
constante I;. Em um certo instante a chave S; é aberta e a chave S, é

fechada (simultaneamente).

Inicialmente, com apenas a chave S; fechada, o circuito € um RL em processo de carga. A corrente

cresce lentamente até que atinge o valor assintdtico:

11=

| m

pois o indutor vai parando de se auto-induzir e se comporta assintoticamente como um curto-circuito
(condutor perfeito). Se em t=0 ha a comutacdo das chaves, abrindo S; e fechando S,, o circuito passa a ser um
LC, em que a corrente e a carga no capacitor oscilam periodicamente no tempo. A condicdo inicial para essas

oscilagoes é:

q(0) =0 € 10)=1 =

| ™

A Figura ao lado ilustra esse circuito nos instantes iniciais. O indutor se auto-induz e A

mantém a corrente que estava descendo nele, passando a carregar positivamente a
1(0)l

placa inferior do capacitor. Depois o capacitor vai descarregar sobre o indutor e a

corrente vai inverter de sentido, oscilando periodicamente. Percorrendo a malha no
sentido anti-horario (mesmo sentido da corrente), partindo da extremidade superior do indutor (ponto A),

obtemos:

Direitos reservados ao autor: José Arnaldo Redinz / Universidade Federal de Vicosa — MG (Nov. 2022) Ver. 1.6



22

V, — L—l()—%_VA

Note que no instante mostrado na Figura o capacitor estd carregando e, portanto:
I(t) = —q(t)

Logo, a equacgdo que governa a carga elétrica na placa inferior do capacitor ao longo do tempo é:

q(t) _

T“W &) =0
Ou seja:

dZ

WQ(t) = ——CI(t)

N&o é dificil mostrar que a solugdo dessa equagdo com a condigdo inicial g(0) = 0 é:
q(t) = Asen(wg t)

com A uma constante arbitraria e a freqliéncia natural dada por:
1

0)0 =
VLC
A carga elétrica na placa inferior do capacitor oscila no tempo com a frequéncia angular wg. O valor maximo

(amplitude) que a carga q(t) pode assumir é gy ax = A, pois a fungdo sen(w, t) oscila entre +1 e -1.

A corrente no circuito é:

I(t —— t) = ——=cos(wyt
() q() T (wo 1)
Sabendo que:
A A £ £ £
I(0))=——cos(0)) =—=,==>A=—=VLC = ——
(0) e (0) e hTR 7V ooR

Portanto:

€ €
q(t) = EVLC sen(w, t) = w—ORsen(wo t)

A carga maxima que o capacitor vai acumular é:

&

Amax = LC = a)OR

Nesse instante a corrente serd nula, caso contrdrio essa nao seria a carga maxima. Visto de outra forma: nos

instantes em que sen(w, t) = 1 e a carga @ maxima, segue que cos(w, t) = 0 e a corrente é nula.
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E/P30.67: Considere o circuito ao lado. A chave S é fechada em t=0.

|l ,
a) Considere o instante logo apds a chave ter sido fechada (t — 0). Nesse S
instante o indutor estd se auto induzindo e ndo passa corrente por ele ar— "\';:"‘ Tb
(circuito aberto). Portanto, o circuito se resume a bateria e ao resistor R;. A «;v ; viw »—:~
o) P

corrente que flui de a para b nesse instante através de R, é:

I =¢/Ry

Por R, e L ndo passa corrente.

A DDP entre os terminais de Ry é AV, =V, —V,, = R{I; = €. A corrente flui de a para b o que significa que o
potencial em a é maior do que em b. Ndo poderia ser diferente pois “a” estd conectado ao terminal + da
bateria e “b” ao terminal -. De fato, um resistor obedece a lei de Ohmf= o E e a corrente (f) nele sempre flui
no mesmo sentido do campo elétrico (E) que existe dentro dele. Esse campo elétrico é produzido por
acumulos de cargas elétricas nos terminais e na superficie do resistor. O campo elétrico produzido por
acumulos de cargas sempre aponta no sentido do decaimento do potencial. No presente caso a corrente flui

de a para b, entdo E dentro do resistor aponta de a para b, entdo V, > V/},.

Vemos logo que, como V, = V.. (pois ndo passa corrente por R,) e V, =V, , segue que a DDP entre os
terminais do indutor é AV, = V. —V,; =V, —V},, = €. No instante em que a chave é fechada o indutor se auto
induz uma FEM de magnitude &, com a polaridade invertida em relacdo a bateria, e ndo passa corrente por ele.
Essa FEM induzida tem o sentido de d para c, que é o mesmo sentido do campo elétrico induzido E, que o
indutor esta produzindo no espago proximo dele. A FEM induzida é o trabalho desse campo elétrico induzido.
Dentro do indutor ideal (mais especificamente dentro do material condutor que constitui esse indutor) nao
pode haver campo elétrico, pois o material de que ele é feito é condutor perfeito (por hipdtese). Havendo o
campo elétrico induzido E,, apontando de d para c, deve haver outro campo elétrico, apontando de ¢ para d.

Esse segundo campo elétrico E;; € produzido por acumulos de cargas na superficie do condutor que compde o

=3

indutor, de tal forma que E, +Eq =0 dentro desse condutor. Como E, aponta de ¢ para d, segue que

V. > V,; (como ndo poderia deixar de ser, pois nesse instante vale V. —V; =V, =V, = ¢).

Se a chave for mantida fechada por um longo tempo o indutor vai relaxar e vai deixar de se auto-
. . = = = . . . .
induzir (E; = E; = 0), passando a funcionar como um curto-circuito (entre ¢ e d). R, fica em paralelo com R,

e a resisténcia equivalente do circuito é:
RiR,;

R, = —~—
" R, +R,

A corrente na bateria passa a ser:

Ipar = S/Req
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A DDP entre os terminais de R; continua sendo AV; =V, —V, = Ryl = ¢, ou seja, através de R, circula a
corrente I; = £¢/R;. A DDP entre os terminais de R, é AV, =V, — V. = R,I,. Note que agora V, =V; =V,
(indutor=curto-circuito) e que, portanto, AV, =V, —V,, = ¢ (R, estd em paralelo com R;, portanto, mesma

DDP). Através de R, circula a corrente I, = €/R,. Apenas para conferir, aplicando a lei dos nds ao né “a

obtemos:

e € €
IBAT=11+IZ=R_1+R_2=R_
eq

Vemos que I, — V; = 0, pois o indutor é um curto-circuito (ndo vale mais 1, — V; =V, — V).

b) Agora abrimos a chave S e ndo passa mais corrente na bateria, podemos esquecé-la. Logo apds a chave ter
sido aberta o indutor se auto-induz novamente, se opondo a diminuicdo da corrente, que fatalmente vai
ocorrer, sofrendo oposicdo do indutor. Nesse instante em que abrimos S o indutor mantém a corrente que
estava passando por ele no instante imediatamente anterior a chave ser aberta, ou seja, I; = I, = ¢/R,,
fluindo de ¢ para d. A FEM auto-induzida aponta agora de c¢ para d, pois é ela que produz I;. Essa mesma
corrente vai circular por Ry, de b para a. Entdo note que a corrente em R; inverte de sentido quando abrimos
a chave, enquanto que a corrente no indutor e em R, se mantém no mesmo valor e sentido. As DDPs nesse
instante sdo AV; =V, -V, = —R;l; = —R;I, = —(R,/R;) €. A polaridade de AV, se inverteu porque o
sentido da corrente em R; se inverteu; AV, =V, — V. = R,I, = ¢. A polaridade de AV, se manteve porque o
sentido da corrente em R, se manteve. Entre os terminais do indutor vale AV, =V, —V,. Percorrendo o

caminho de c a d através dos resistores obtemos: V. + R,1I, + R{I; = V. Portanto: AV, = —(R,I, + R11;}) =
—(1 + R;/R,) €. Note que V, <V, pois AV, é negativo. Agora E, esta apontando de c para d e Eq esta no
sentido oposto, de tal forma que E, + Eq = 0 dentro do material condutor (ideal) que compde o indutor ideal.

Como Eq aponta de d para c, segue que V; > V. . Note também que |AV,| > €. Nesse instante o indutor tem
gue suplantar a FEM da bateria (que ela estabelecia quando estava no circuito) para conseguir manter a

corrente que passava por ele e que vai ter que passar pelos dois resistores também.

Resumindo: quando fechamos a chave o indutor se auto-induz tentando impedir o aumento da
corrente, que fatalmente vai ocorrer (o indutor se opGe ao aumento da corrente, enquanto esse aumento
ocorre, algo como a forga de atrito cinético, que se opde ao movimento, enquanto ele ocorre). A corrente vai
circular no indutor de ¢ para d e por isso a FEM induzida aponta de d para c. O campo elétrico induzido dentro
do material condutor do indutor aponta de d para c, tentando frear os portadores de carga (de carga positiva).
O sentido da FEM induzida é o sentido do campo elétrico induzido. Ndao pode haver campo elétrico

(resultante) dentro do material (condutor perfeito) do indutor ideal. Isso é obtido através de acumulos de

N
cargas elétricas nos terminais e na superficie do indutor, que produzem um outro campo elétrico E;; dentro do
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material do indutor, se opondo ao campo elétrico induzido. A superposicdo desses dois campos elétricos
dentro do material do indutor resulta em um campo elétrico nulo. Eq deve apontar de ¢ para d. O campo Eq
sempre aponta no sentido do decaimento do potencial e, por isso, V. > V,;. Apds a chave ter ficado fechada
por um bom tempo, quando abrimos a chave o indutor novamente se auto-induz, se opondo a redug¢do na
corrente através dele, que fatalmente vai ocorrer (o indutor se opGe ao decaimento da corrente, enquanto

esse decaimento ocorre). A corrente estava circulando de ¢ para d e, por isso, a FEM induzida e o campo

elétrico induzido apontam de ¢ para d. O campo Eq aponta agora de d para c e, por isso, V. < V.

E/P30.72:

TR "M
S ~ =
'—H—H—l

Considere o circuito a lado. Note que é o mesmo circuito do exercicio
anterior E/P 30.66, mas com dois capacitores em série e dois indutores em

série. Se reduzirmos esses capacitores a um capacitor equivalente e esses

—WW—M-:-

indutores a um indutor equivalente, o circuito se torna igual ao que ja
discutimos anteriormente. Para dois capacitores em série ja sabemos que

eles equivalem a um capacitor apenas de capacitancia:
C1Cy

C,y = ——
“ C+C,

Quanto aos indutores em série, percorrendo o ramo dos dois indutores, partindo do ponto 1 obtemos:

d d
Vi = Ly 1(O)~Ly 1(0) = V.

sendo o ponto 3 a extremidade inferior do indutor inferior e I(t) a corrente que passa pelos dois indutores.

Portanto, a DDP entre os terminais 1 e 3 do indutor equivalente é:

d d
1(t)+L, E’(t) (L + Lz) I(t) I(t)

Vl_V3_L1dt

eq d
Concluimos que entre os terminais 1 e 3 a indutancia equivalente é: Lo, = L; + L, (indutores em série, sem

inducdo mutua, obedecem a mesma regra de resistores em série).

Se a chave comutadora ficar muito tempo na posicdo 1 a corrente vai finalmente atingir o valor

assintotico constante:

pois os indutores vao parando de se auto-induzir e se comportam assintoticamente como um curto-circuito
(condutor perfeito). Em t=0 hd a comutacdo da chave para a posi¢cdo 2 e o circuito passa a ser um LC. A
corrente e a carga nos capacitores oscilam no tempo. A condicdo inicial para essas oscilagbes é:
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q(0) =0eI1(0)=1 =5
sendo g a carga no capacitor equivalente.

De acordo com o que ja discutimos no problema anterior, a equagdo que governa a carga elétrica na

placa inferior do capacitor equivalente ao longo do tempo é:

q(t) d?
—+L,;——q(t) =0
Coq t Leg dt? q(t)

Ou seja:
d2
—q(t) = - t
102 q(t) LoaCon q(t)

A solugdo dessa equagdo com a condicdo inicial g(0) = 0 é:
q(t) = Asen(wy t)

com A uma constante arbitraria e a frequéncia natural:

1
(1)0=

LeogC

eq-eq

A carga elétrica na placa inferior do capacitor equivalente oscila no tempo com a frequéncia angular wy. O

valor maximo que a carga q(t) pode assumir é gy 4x = 4, pois a fungdo sen(w, t) oscila entre +1 e -1.

A corrente no circuito é:

d
1) =—27a(®) = cos(wg t)

A
V6eqCeq

Sabendo que:

M

&
=L =—2A=— [LyCeq

100) = R R

cos(0) =

A
\ Leq Ceq

€
q(t) = 7 ’Lequq sen(w, t)

I(t) = % cos(wg t)

A
\V Leq Ceq

Portanto:

A carga maxima no capacitor equivalente é:

&
Amax = E Lequq

Essa é a carga maxima que vai se acumular na placa inferior do capacitor C, logo apds a chave ser comutada

(pois a corrente inicia descendo nos indutores e carregando essa placa positivamente). Esse processo de carga
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inicia-se em t=0 (quando a chave vai de 1 para 2) e termina quando sen(w, t) = 1 logo em seguida, ou seja,

quando:

T I
Wt =5 t=o—=2 |LegCeq

Note que esse tempo é 1/4 do periodo T das oscilagdes, dado por:

2n
T =—
Wo

De fato, no periodo T a carga na placa inferior sai do zero, atinge o valor maximo calculado acima (apés % de
T), passa a diminuir e passa pelo zero de novo (apds 2/4 de T), inverte de sinal e atinge o valor minimo —qp4x
(apéds 3/4 de T) e finalmente comeca a diminuir de novo voltando ao valor zero (apds 4/4 de T), completando

um ciclo. Ao final do primeiro quarto de periodo a carga esta no seu valor maximo.

Como os capacitores estdo em série, a carga maxima que cada um vai adquirir, em t=T/4 é:

£
qimax = Q2max = Amax = R LeqCeq

Essa carga maxima pode ser encontrada também pela conservacdo da energia eletromagnética no circuito.
Essa energia é dada por:

q(®)? N LeqI (£)?

Egy = Ug(t) + Uy(t) = °C >

eq

No instante t=0, por exemplo, vale (q(0) =0 e I(0) =1I; = %):

Leq€®
Fem = 0% gz

Nesse instante a energia é puramente magnética, armazenada nos indutores.

As oscilagGes eletromagnéticas se ddo sem dissipagdo, pois a resisténcia elétrica do circuito LC é nula.
Portanto, no instante em que a corrente se anular e a carga no capacitor for maxima, a energia
eletromagnética no circuito serd puramente elétrica, mas ainda tera o mesmo valor definido na expressdo
anterior (Egy € uma constante). Nesse instante vale:

eq
Concluindo:

&
Amax = E Lequq
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E/P30.74: Considere o circuito RC mostrado na Figura lado.

. . . s x B
Uma pequena espira retangular (A) esta colocada ao lado deste circuito. ©)

R

Sabemos que apds a chave S ser fechada vai circular corrente no circuito,

C

1(t)

no processo de descarga do capacitor. Essa corrente vai circular no sentido anti-

horario no circuito RC (pois a placa inferior do capacitor é a placa positiva).

Sabemos também que essa corrente vai decair no tempo, a3 medida que o

capacitor vai descarregando. Portanto, no fio reto ao lado da espira A havera
uma corrente subindo e diminuindo no tempo. Da regra da mao direita (para o campo magnético do fio reto,
ilustrada na Figura), sabemos que esse fio vai produzir na regido da espira A um campo magnético B entrando
no plano da pdgina. O fluxo magnético na espira A estara para dentro da pdgina, e diminuindo no tempo. Da
lei de Lenz, sabemos que a corrente induzida na espira A terd o sentido tal que se opord a diminuicdo desse
fluxo magnético (enquanto essa diminuicdo ocorre). Da regra da mao direita (para o campo magnético de uma
espira), vemos que a corrente induzida na espira A vai circular no sentido horario. De uma forma mais

quantitativa:

Se q, é a carga elétrica inicial na placa inferior do capacitor, a carga nessa placa vai decair no tempo de acordo

com:

t
q(t) = qoe RC

A corrente no circuito RC, no sentido anti-horario, sera (capacitor descarregando, dai o sinal -):
t
I(t) = ——q(t) =_--¢eRC

O campo magnético na vizinhancga do fio reto préoximo a espira A tera magnitude:

Ho I(t) () Mo 9o —L

B(s,t RC
(s,8) = Zns 27TSRC

sendo s a distancia até esse fio. Esse campo estara orientado para dentro da pdgina nessa regido.

O fluxo magnético para dentro da pagina na espira A serd (adotando 7i para dentro da pagina, paralelo a E):

¢ j f Ko B0 o repa ’ x O
— — e RC hds
ESP.A s=a SRC R h[l:l:’"
4 A idA i
sendo a e b as distancias dos lados paralelos ao fio reto até esse fio e h o C+| | |
comprimento do lado da espira paralelo ao fio reto (a espira tem lados de ! .Vb '
comprimentos h e b —a e dA = hds (retangulo cinza), ver a Figura ao lado). LYJ
a

Direitos reservados ao autor: José Arnaldo Redinz / Universidade Federal de Vicosa — MG (Nov. 2022) Ver. 1.6



29

Portanto:

Mo Qo _L (b)
= —— RC -
¢=5are ¢ " hin{g

A FEM induzida na espira A é, de acordo com a lei de Faraday/regra do fluxo:

d Mo qo -t b
_ Lyt RC R <_)
T w® T 2n o2 ¢ v

Note que ao calcular o fluxo magnético adotamos uma normal para dentro da pagina, paralela ao

campo B (por isso o fluxo deu positivo). Portanto, o sentido positivo de € é, de acordo com a regra da mao
direita (da lei de Faraday/regra do fluxo), o sentido horario. Como a FEM que calculamos resultou positiva,
entdo € estd mesmo no sentido horario. A corrente induzida na espira A possui o mesmo sentido da FEM

induzida nessa espira. Esse é o sentido ja previsto pela lei de Lenz.

Note que na discussdo desse exercicio usamos trés regras da mao direita distintas. Vamos revisa-las

sucintamente:
1. Regra da mdo direita do fio reto:

Apontando o polegar da mao direita no sentido da corrente I em um fio reto, os outros dedos dessa mao

indicarao o sentido das linhas (circulares) do campo magnético B produzido por esse fio.

T8

Circulando com os dedos da mao direita no sentido da corrente I em uma espira, o polegar dessa mao indicara

2. Regra da mado direita da espira:

o sentido das linhas do campo magnético B produzido por essa espira na regido mais préxima do centro.

"

3. Regra da m3o direita da lei de Faraday/regra do fluxo.

Apontando o polegar da mao direita no sentido do vetor normal 7 utilizado no célculo do fluxo magnético em

uma espira, os outros dedos dessa mao indicardo o sentido da FEM induzida positiva nessa espira.
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Sentido Sentido

positivo de € positivo de &

l
—

*3)
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